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Chöông 1  
CAÙC KHAÙI NIEÄM CÔ BAÛN 

 
1.1 KHAÙI NIEÄM VEÀ MOÂN HOÏC SÖÙC BEÀN VAÄT LIEÄU ( SBVL )- 

       ÑOÁI TÖÔÏNG, NHIEÄM VUÏï, ÑAËC ÑIEÅM CUÛA MOÂN SBVL 

1.1.1 ÑOÁI TÖÔÏNG NGHIEÂN CÖÙU CUÛA SBVL- HÌNH DAÏNG VAÄT THEÅ 

SBVL nghieân cöùu vaät theå thöïc ( coâng trình, chi tieát maùy …)  
Vaät theå thöïc coù bieán daïng döôùi taùc duïng cuûa nguyeân nhaân ngoaøi 

 ( taûi troïng, nhieät ñoä, laép raùp caùc chi tieát cheá taïo khoâng chính xaùc…)  
Vaät theå thöïc  söû duïng trong kyõ thuaät ñöôïc chia ra ba loaïi cô baûn: 

Khoái: coù kích thöôùc theo ba phöông töông ñöông: Ñeâ ñaäp, moùng maùy... 
 
   
 
 
 
Taám vaø voû: vaät theå moûng coù kích thöôùc theo moät phöông raát nhoû so vôùi hai 
phöông coøn laïi; taám coù daïng phaúng, voû coù daïng cong: saøn nhaø, maùi voû 
Thanh: vaät theå daøi coù kích thöôùc theo moät phöông raát lôùn so vôùi hai 
phöông coøn laïi: thanh daøn caàu, coät ñieän, truïc maùy… SBVL nghieân cöùu 
thanh, heä thanh. 

 Thanh ñöôïc bieåu dieån baèng truïc thanh vaø 
maët caét ngang F vuoâng goùc vôùi truïc thanh 
(H.1.3). 

Truïc thanh laø quyõ tích cuûa troïng taâm maët caét 
ngang. 
Caùc loaïi thanh (H.1.4): 
+Thanh thaúng, cong: truïc thanh thaúng, 
cong, 
       +Heä thanh : thanh gaõy khuùc 
(phaúng hay khoâng gian)  
  

 

H. 1.2  Vaät theå daïng taám voû 
 
 
  H. 1.1  Vaät theå daïïng khoái

H. 1.3  Truïc thanh vaø maët 
caét ngang 

H. 1.4  Caùc daïng truïc thanh

a)

b) c) d)



http://www.ebook.edu.vn

      GV: Leâ Ñöùc Thanh        

Chöông 1: Khaùi nieäm cô baûn  2 
 

1.1.2 Nhieäm vuï: SBVL laø moân hoïc kyõ thuaät cô sôû, nghieân cöùu tính chaát 
chòu löïc cuûa vaät lieäu ñeå ñeà ra caùc phöông phaùp tính caùc vaät theå chòu caùc 
taùc duïng cuûa caùc nguyeân nhaân ngoaøi, nhaèm thoaû maõn yeâu caàu an toaøn vaø 
tieát kieäm vaät lieäu. 
 ♦ Vaät theå laøm vieäc ñöôïc an toaøn khi: 
 - Thoûa ñieàu kieän beàn : khoâng bò phaù hoaïi (nöùt gaõy, suïp ñoå…). 
 - Thoûa ñieàu kieän cöùng: bieán daïng vaø chuyeån vò naèm trong moät giôùi 
haïn cho pheùp. 
        - Thoûa ñieàu kieän oån ñònh : baûo toaøn hình thöùc bieán daïng ban ñaàu. 

♦ Thöôøng, kích thöôùc cuûa vaät theå lôùn thì khaû naêng chòu löïc cuõng taêng vaø 
do ñoù ñoä an toaøn cuõng ñöôïc naâng cao; tuy nhieân, vaät lieäu phaûi duøng nhieàu 
hôn neân naëng neà vaø toán keùm hôn. Kieán thöùc cuûa SBVL giuùp giaûi quyeát hôïp 
lyù maâu thuaãn giöõa yeâu caàu an toaøn vaø tieát kieäm vaät lieäu. 

♦ Ba baøi toaùn cô baûûn cuûa SBVL:  
+ Kieåm tra caùc ñieàu kieän beàn, cöùng, oån ñònh.(Thaåm keá) 
+ Ñònh kích thöôùc, hình daùng hôïp lyù cuûa coâng trình hay chi tieát maùy. 
+ Ñònh giaù trò cuûa caùc nguyeân nhaân ngoaøi ( taûi troïng, nhieät ñoä…) cho 

pheùp taùc duïng ( Söûa chöõa) 
1.1.3 Ñaëc ñieåm: 
 ♦ SBVL laø moân khoa hoïc thöïc nghieäm: Ñeå ñaûm baûo söï tin caäy cuûa caùc 
phöông phaùp tính, moân hoïc keát hôïp chaët cheõ giöõa nghieân cöùu thöïc nghieäm 
vaø suy luaän lyù thuyeát.  
 Nghieân cöùu thöïc nghieäm nhaèm phaùt hieän ra tính chaát öùng xöû cuûa caùc 
vaät lieäu vôùi caùc daïng chòu löïc khaùc nhau, laøm cô sôû ñeà xuaát caùc giaû thieát 
ñôn giaûn hôn ñeå xaây döïng lyù thuyeát. Vì vaäy, lyù thuyeát SBVL mang tính gaàn 
ñuùng.  
 Thí nghieäm kieåm tra caùc lyù thuyeát tính toaùn ñaõ xaây döïng 
 Trong nhieàu tröôøng hôïp, phaûi laøm thí nghieäm treân moâ hình coâng trình 
thu nhoû tröôùc khi xaây döïng hoaëc thöû taûi coâng trình tröôùc khi  söû duïng. 
 ♦ SBVL khaûo saùt noäi löïc ( löïc beân trong vaät theå ) vaø bieán daïng cuûa vaät 
theå ( Cô Lyù Thuyeát khaûo saùt caân baèng vaø chuyeån ñoäng cuûa vaät theå). 
 ♦ SBVL cuõng söõ duïng caùc keát quaû cuûa Cô Lyù Thuyeát 
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1.2  NGOAÏI LÖÏC- CAÙC LOAÏI LIEÂN KEÁT- PHAÛN LÖÏC LIEÂN KEÁT  
1.2.1 Ngoaïi löïc 
a) Ñònh nghóa: Ngoaïi löïc laø löïc 

taùc ñoäng töø moâi tröôøng hoaëc vaät theå 
beân ngoaøi leân vaät theå ñang xeùt. 

b) Phaân loaïi : 
♦ Taûi troïng : Ñaõ bieát tröôùc (vò trí, 
phöông vaø ñoä lôùn), thöôøng ñöôïc quy ñònh bôûi caùc quy phaïm thieát keá hoaëc  
tính toaùn  theo traïng thaùi chòu löïc cuûa vaät theå. Taûi troïng goàm: 
 +Löïc phaân boá: taùc duïng treân moät theå 
tích, moät dieän tích cuûa vaät theå ( troïng löôïng 
baûn thaân, aùp löïc nöôùc leân thaønh beå...) 
 Löïc phaân boá theå tích coù thöù nguyeân laø 
löïc/theå tích,hay [F/L3].  
 Löïc phaân boá dieän tích coù thöù nguyeân laø 
löïc/dieän tích, hay [F/L2].  

Neáu löïc phaân boá treân moät daûi heïp thì  thay 
löïc phaân boá dieän tích baèng löïc phaân boá ñöôøng 
vôùi cöôøng ñoä löïc coù thöù nguyeân laø löïc/chieàu 
daøi, hay [F/L] (H.1.6). Löïc phaân boá 
 ñöôøng laø loaïi löïc  thöôøng gaëp trong  SBVL. 
        +Löïc taäp trung: taùc duïng taïi moät ñieåm 
cuûa vaät theå, thöù nguyeân [F]. Thöïc teá, khi dieän tích truyeàn löïc beù coù theå coi 
nhö löïc truyeàn qua moät ñieåm 
  + Moâmen (ngaåu löïc) coù thöù nguyeân laø löïc x chieàu daøi hay [FxL] 
♦ Phaûn löïc : laø nhöõng löïc thuï ñoäng (phuï thuoäc vaøo taûi troïng), phaùt sinh taïi 
vò trí lieân keát vaät theå ñang xeùt vôùi caùc vaät theå khaùc.  
  c) Tính chaát taûi troïng 
♦ Taûi troïng tónh: bieán ñoåi chaäm hay khoâng ñoåi theo thôøi gian, boû qua  gia 
toác chuyeån ñoäng (boû qua löïc quaùn tính khi xeùt caân baèng). AÙp löïc ñaát leân 
töôøng chaén, troïng löôïng cuûa coâng trình laø caùc löïc tónh… 
♦Taûi troïng ñoäng: löïc thay ñoåi nhanh theo thôøi gian, gaây ra chuyeån ñoäng 
coù gia toác lôùn ( rung ñoäng do moät ñoäng cô gaây ra, va chaïm cuûa buùa xuoáng 
ñaàu coïc…). Vôùi löïc ñoäng thì caàn xeùt ñeán söï tham gia cuûa löïc quaùn tính . 

Phaûn löïc  

Taûi troïng

H. 1.5  Taûi troïng vaø phaûn löïc  

q

H. 1.6  Caùc loaïi löïc phaân 
boá 

G

h
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 1.2.2 Lieân keát phaúng, phaûn löïc lieân keát, caùch xaùc ñònh 

    1.2.2.1 Caùc loaïi lieân keát phaúng vaø phaûn löïc lieân keát: 
       Moät thanh muoán duy trì hình daïng, vò trí ban ñaàu khi chòu taùc ñoäng cuûa 
ngoaïi löïc thì noù phaûi ñöôïc lieân keát vôùi vaät theå khaùc hoaëc vôùi ñaát.  

 ♦ Goái di ñoäng (lieân keát 
thanh): ngaên caûn moät chuyeån vò 
thaúng vaø phaùt sinh moät phaûn löïc 
R theo phöông cuûa lieân keát 
(H.1.7a) 
 ♦ Goái coá ñònh ( Lieân keát 
khôùp, khôùp, baûn leà) : ngaên caûn 
chuyeån vò  thaúng theo phöông 
baát kyø vaø phaùt sinh phaûn löïc R  cuõng theo phöông ñoù. Phaûn löïc R thöôøng 
ñöôïc phaân tích ra hai thaønh phaàn V vaø H (H.1.7b) 
 ♦ Ngaøm: ngaên caûn taát caû chuyeån vò thaúng vaø chuyeån vò xoay. Phaûn löïc 
phaùt sinh trong ngaøm goàm ba thaønh phaàn V, H vaø M (H.1.7c) 

 1.2.2.2 Caùch xaùc ñònh phaûn löïc: 
 Giaûi phoùng caùc lieân keát, thay baèng caùc phaûn löïc töông öùng, caùc phaûn 
löïc ñöôïc xaùc ñònh töø ñieàu kieän caân baèng tónh hoïc giöõa taûi trong vaø phaûn löïc.  

        Baøi toaùn phaúng coù ba phöông trình caân baèng ñoäc laäp, ñöôïc thieát laäp 
ôû caùc daïng khaùc nhau nhö sau: 

1. ∑∑∑ === 0 ;0 ;0 OMYX  (2 phöông X, Y khoâng song song)  

2. ∑∑∑ === 000 CBA M ;M ;M  ( 3 ñieåmA, B, C khoâng thaúng haøng) 

3. ∑∑∑ === 000 BA M ;M ;X  (phöông AB khoâng vuoâng goùc vôùi X)  

        Baøi toaùn khoâng gian coù saùu phöông trình caân baèng ñoäc laäp, thöôøng 
coù daïng:     ∑∑∑∑∑∑ ====== 0/;0/ ;0/;0;0 ;0 OzOyOx MMMZYX                    

Chuù yù:Ñeå coá ñònh moät thanh trong mp caàn toái thieåu 3 lieân keát ñôn ñeå choáng 
laïi 3 chuyeån ñoäng töï do. Neáu ñuû lieân keát vaø boá trí hôïp lyù 3 phaûn löïc seõ tìm 
ñöôïc töø 3 ptcb tænh hoïc.Thanh ñöôïc goïi laø tænh ñònh. Neáu soá lieân keát töông 
ñöông lôùn hôn 3 goïi laø baøi toaùn sieâu tænh.  

 

 

R

a)

V

H

b)

V

H 
M

c)

H. 1.7 Lieân keát vaø phaûn löïc lieân keát
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1.3 CAÙC DAÏNG CHÒU LÖÏC VAØ BIEÁN DAÏNG CÔ BAÛN – CHUYEÅN VÒ 

1.3.1Bieán daïng cuûa vaät theå: 
      Trong thöïc teá, söï chòu löïc cuûa moät thanh coù theå phaân tích ra caùc 
daïng chòu löïc cô baûn:  
 Truïc thanh khi chòu keùo (neùn) seõ daõn daøi (co ngaén) (H.1.8a,b) 
  Truïc thanh chòu uoán seõ bò cong (H.1.8e) 
 Thanh chòu xoaén thì truïc thanh vaãn thaúng nhöng ñöôøng sinh treân 
beà maët trôû thaønh ñöôøng xoaén truï (H1.8.d). 
  Khi chòu caét, hai phaàn cuûa thanh coù xu höôùng tröôït ñoái vôùi nhau 
(H1.8.c).  

 

  
 

 1.3.2 Bieán daïng cuûa phaân toá: Neáu töôûng töôïng taùch moät phaân toá hình 
hoäp töø moät thanh chòu löïc thì söï bieán daïng cuûa noù trong tröôøng hôïp toång 
quaùt coù theå phaân tích ra hai thaønh phaàn cô baûn: 
    ♦ Phaân toá treân H.1.9a daøi dx chæ thay ñoåi chieàu daøi, khoâng thay ñoåi goùc. 

 Bieán daïng daøi tuyeät ñoái theo phöông x  :     Δdx. 
 Bieán daïng daøi töông ñoái theo phöông x : 

dx
dx

x
Δε =  

     ♦ Phaân toá treân H.1.9b chæ coù thay ñoåi goùc, khoâng thay ñoåi chieàu daøi 
   Bieán daïng goùc hay goùc tröôït, kyù hieäu laø γ : Ñoä thay ñoåi cuûa goùc 
vuoâng ban ñaàu  

 

H. 1.9  Caùc bieán 
daïng cô baûn 

dx Δdx

a) 

b) 

γ 

e)

Hình 1.8  Caùc daïng chòu löïc cô baûn

a)

PP

c)

2P

P

P

P

b)P
T1 T2 T2T1

d)
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1.3.3 Chuyeån vò: 
 Khi vaät theå bò bieán daïng, caùc ñieåm 

trong vaät theå noùi chung bò thay ñoåi vò trí. 
Ñoä chuyeån dôøi töø vò trí cuõ cuûa ñieåm A 
sang vò trí môùi A’ ñöôïc goïi laø chuyeån vò 
daøi. Goùc hôïp bôûi vò trí cuûa moät ñoaïn 
thaúng AC tröôùc vaø trong khi bieán daïng 
A’C’ cuûa vaät theå ñöôïc goïi laø chuyeån vò 
goùc ( H.1.10). 

 1.4  Caùc giaû thieát 

Khi giaûi baøi toaùn SBVL, ngöôøi ta chaáp nhaän moät soá giaû thieát nhaèm ñôn 
giaûn hoaù baøi toaùn nhöng coá gaéng ñaûm baûo söï chính xaùc caàn thieát phuø hôïp 
vôùi yeâu caàu thöïc teá.  

1.4.1 Giaû thieát veà vaät lieäu 

Vaät lieäu ñöôïc coi laø lieân tuïc, ñoàng nhaát, ñaúng höôùng vaø ñaøn hoài   
tuyeán tính. 
 ♦ Ta töôûng töôïng laáy moät phaân toá bao quanh moät ñieåm trong vaät theå. 
Neáu cho phaân toá beù tuøy yù maø vaãn chöùa vaät lieäu thì ta noùi vaät lieäu lieân tuïc 
taïi ñieåm ñoù.  

Giaû thieát veà söï lieân tuïc cuûa vaät lieäu cho pheùp söû duïng caùc pheùp tính 
cuûa toaùn giaûi tích nhö giôùi haïn, vi phaân, tích phaân.... Trong thöïc teá, ngay caû 
vôùi vaät lieäu ñöôïc coi laø hoaøn haûo nhaát nhö kim loaïi thì cuõng coù caáu truùc 
khoâng lieân tuïc.  
 ♦ Vaät lieäu ñoàng nhaát : Tính chaát cô hoïc 
taïi moïi ñieåm trong vaät theå laø nhö nhau. 
 ♦ Vaät lieäu ñaúng höôùng : Tính chaát cô hoïc 
taïi moät ñieåm theo caùc phöông ñeàu nhö nhau.   
 ♦ Tính chaát ñaøn hoài cuûa vaät theå laø khaû 
naêng khoâi phuïc laïi hình daïng ban  ñaàu cuûa noù 
khi ngoaïi löïc thoâi taùc duïng. Neáu quan heä giöõa ngoaïi löïc vaø bieán daïng laø 
baäc nhaát, thì vaät lieäu ñöôïc goïi laø ñaøn hoài tuyeán tính  (H.1.11). 

    Giaû thieát vaät lieäu ñaøn hoài tuyeán tính laøm giaûm bôùt söï phöùc taïp cuûa baøi 
toaùn SBVL. 

P3 

P4 

P1 

P2 

A 

A’  C’ 

 C + 
+ 

+ 

+ 

H. 1.10 

Bieán daïng

Löïc 

H. 1.11 Ñaøn hoài tuyeán 
tính 
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       1.4.2 Giaû thieát veà sô ñoà tính 
Khi tính toaùn, ngöôøi ta thay vaät theå thöïc baèng sô ñoà tính (H1.12).  

 

 

 

1.4.3 Giaû thieát veà bieán daïng vaø chuyeån vò 

 Vaät theå coù bieán daïng vaø chuyeån vò beù so vôùi kích thöôùc ban ñaàu cuûa 
vaät  ⇒  Coù theå khaûo saùt vaät theå hoaëc caùc boä phaän cuûa noù treân hình daïng 
ban ñaàu ( tính treân sô ñoà khoâng bieán daïng cuûa vaät theå). 
 Giaû thieát naøy xuaát phaùt ñieàu kieän bieán daïng vaø chuyeån vò lôùn nhaát trong 
vaät theå phaûi naèm trong moät giôùi haïn töông ñoái nhoû.  
 
Heä quaû: 
  Khi vaät theå coù chuyeån vò beù vaø vaät lieäu ñaøn hoài tuyeán tính thì coù theå aùp 
duïng nguyeân lyù coäng taùc duïng nhö sau: 

Moät ñaïi löôïng do nhieàu nguyeân nhaân ñoàng thôøi gaây ra seõ baèng 
toång ñaïi löôïng ñoù do töøng nguyeân nhaân gaây ra rieâng leû. (H.1.13) 

 

 Chuyeån vò Δ taïi ñaàu thanh do löïc P1 vaø P2 gaây ra coù theå phaân tích nhö 
sau:       ( ) ( ) ( )221121 PPP,P ΔΔΔ +=  

Nguyeân lyù coäng taùc duïng bieán baøi toaùn phöùc taïp thaønh caùc baøi toaùn ñôn 
giaûn  deã giaûi quyeát hôn. Vì vaäy, thöôøng ñöôïc söõ duïng trong SBVL.  

 

H.1.13  Nguyeân lyù coäng taùc duïng

1 2 

P 1 P 2 P1

P 2 

  q

a)   
b)

 

H. 1.12   Sô ñoà tính
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Chöông 2 
LYÙ THUYEÁT NOÄI LÖÏC 

2.1  KHAÙI NIEÄM VEÀ NOÄI LÖÏC - PHÖÔNG PHAÙP KHAÛO SAÙT - ÖÙNG SUAÁT 

 1- Khaùi nieäm veà noäi löïc:  
     Xeùt moät vaät theå chòu taùc duïng cuûa ngoaïi löïc vaø ôû traïng thaùi caân baèng 
(H.2.1). Tröôùc khi taùc duïng löïc, giöõa caùc phaân töû cuûa vaät theå luoân coù caùc 
löïc töông taùc giöõ cho vaät theå coù hình daùng nhaát ñònh. Döôùi taùc duïng cuûa 
ngoaïi löïc, caùc phaân töû cuûa vaät theå coù theå dòch laïi gaàn nhau hoaëc taùch xa 
nhau. Khi ñoù, löïc töông taùc giöõa caùc phaân töû cuûa vaät theå phaûi thay ñoåi ñeå 
choáng laïi caùc dòch chuyeån naøy. Söï thay ñoåi cuûa löïc töông taùc giöõa caùc 
phaân töû trong vaät theå ñöôïc goïi laø noäi löïc. 
        Moät vaät theå khoâng chòu taùc ñoäng naøo töø beân ngoaøi thì ñöôïc goïi laø vaät 
theå ôû traïng thaùi töï nhieân vaø noäi löïc cuûa noù ñöôïc coi laø baèng khoâng. 
 2-Phöông phaùp khaûo saùt noäi löïc: Phöông phaùp maët caét 
 Xeùt laïi vaät theå caân baèng vaø 1 ñieåm C trong vaät theå (H.2.1),. 
 Töôûng töôïng moät maët phaúng Π caét qua C vaø chia vaät theå thaønh hai 
phaàn A vaø B; hai phaàn naøy seõ taùc ñoäng laãn nhau baèng heä löïc phaân boá treân 
dieän tích maët tieáp xuùc theo ñònh luaät löïc vaø phaûn löïc. 
 Neáu taùch rieâng phaàn A thì heä löïc taùc ñoäng töø phaàn B vaøo noù phaûi caân 
baèng vôùi ngoaïi löïc ban ñaàu (H.2.2).  

 Xeùt moät phaân toá dieän tích ΔF bao quanh ñieåm khaûo saùt C treân maët caét 
Π coù phöông phaùp tuyeán v. Goïi pΔ  laø vector noäi löïc taùc duïng treân ΔF . Ta 
ñònh nghóa öùng suaát toaøn phaàn taïi ñieåm khaûo saùt laø: 

  dF
pd

F
pp

F
=

Δ
Δ

=
→Δ 0

lim  

 Thöù nguyeân cuûa öùng suaát laø [löïc]/[chieàu daøi]2 (N/m2, N/cm2…).  
  

  
P 2 

P 1 P6

P5

P4
P 3 

A B

H.2.1 Vaät theå chòu löïc caân baèng

Δp
ΔF 

H.2.2  Noäi löïc treân maët caét 

P1

P2

P3

A
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ÖÙng suaát toaøn phaàn p coù theå phaân ra hai thaønh 
phaàn:  
       + Thaønh phaàn öùng suaát phaùp σv  coù phöông 
phaùp tuyeán cuûa maët phaúng Π 
 + Thaønh phaàn öùng suaát tieáp τv naèm trong maët 
phaúng Π ( H.2.3 ).  
 Caùc ñaïi löôïng naøy lieân heä vôùi nhau theo bieåu thöùc: 
   222

vvvp τσ +=   (2.1) 
 ÖÙng suaát laø moät ñaïi löôïng cô hoïc ñaëc tröng cho möùc ñoä chòu ñöïng cuûa 
vaät lieäu taïi moät ñieåm; öùng suaát vöôït quaù moät giôùi haïn naøo ñoù thì vaät lieäu bò 
phaù hoaïi. Do ñoù, vieäc xaùc ñònh öùng suaát laø cô sôû ñeå ñaùnh giaù ñoä beàn  cuûa 
vaät lieäu, vaø  chính laø moät noäi dung quan troïng cuûa moân SBVL. 

Thöøa nhaän: ÖÙng suaát  phaùp σv  chæ gaây ra bieán daïng daøi. 

                   Öùng suaát tieáp τv chæ gaây bieán daïng goùc. 

  

 

 

σν

Hình 2.3 Caùc thaønh 
phaàn  
      öùng suaát 

pτν
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2.2  CAÙC THAØNH PHAÀN NOÄI LÖÏC - CAÙCH XAÙC ÑÒNH 

1- Caùc thaønh phaàn noäi löïc: 
      Nhö ñaõ bieát, ñoái töôïng khaûo saùt cuûa SBVL laø nhöõng chi tieát daïng thanh, 
ñaëc tröng bôûi maët caét ngang (hay coøn goïi laø tieát dieän) vaø truïc thanh. 
 

      
    Goïi hôïp löïc cuûa caùc noäi löïc phaân boá treân maët caét ngang cuûa thanh laø R. 
   R coù ñieåm ñaët vaø phöông chieàu chöa bieát . 

   Dôøi R veà troïng taâm O cuûa maët caét ngang ⇒ 
⎩
⎨
⎧

M  Moâmen
R Löïc   coù phöông baát kyø  

     Ñaët moät heä truïc toïa ñoä Descartes vuoâng goùc ngay taïi troïng taâm maët caét 
ngang, Oxyz, vôùi truïc z  truøng phaùp tuyeán cuûa maët caét,  coøn hai truïc x, y  
naèm trong maët caét ngang. 
 Khi ñoù, coù theå phaân tích R  ra ba thaønh phaàn theo ba truïc: 
   + Nz, theo phöông truïc z  (⊥  maët caét ngang)  goïi laø löïc doïc        
   + Qx  theo phöông truïc x (naèm trong maët caét ngang) goïi laø löïc caét.   
   + Qy  theo phöông truïc y (naèm trong maët caét ngang) goïi laø löïc caét.   
 Moâmen M  cuõng ñöôïc phaân ra ba thaønh phaàn : 
   + Moâmen Mx  quay quanh truïc x goïi laø moâmen uoán .  
   + Moâmen My  quay quanh truïc y goïi laø moâmen uoán .  
   + Moâmen Mz quay quanh truïc z  goïi laø moâmen xoaén. 
 Saùu thaønh phaàn naøy ñöôïc goïi laø caùc thaønh phaàn noäi löïc treân maët caét 
ngang (H.2.4) 
 
. 
 

  
P 2 

P 1 P 6 
P 5 

P 4 P 3 
A B 

H.2.4 Caùc thaønh phaàn noäi löïc

Mz 
P1

P2

P3

A

P1

P2

P3

A 

Qy 

Qx 

Nz 

y 

x 

z 

Mx x 

z 

y 

My
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2 Caùch xaùc ñònh: 
 Saùu thaønh phaàn noäi löïc treân moät maët caét ngang ñöôïc xaùc ñònh töø 
saùu phöông trình caân baèng ñoäc laäp cuûa phaàn vaät theå ñöôïc taùch ra, treân 
ñoù coù taùc duïng cuûa ngoaïi löïc ban ñaàu PI  vaø caùc  noäi löïc.  

Caùc phöông trình caân baèng hình chieáu caùc löïc treân caùc truïc toïa ñoä: 

   

x

n

i
ixx

y

n

i
iyy

z

n

i
izz

QPQZ

QPQY

NPNZ

⇒=+⇔=∑

⇒=+⇔=∑

⇒=+⇔=∑

∑

∑

∑

=

=

=

00

00

00

1

1

1

   (2.2) 

trong ñoù: Pix, Piy, Piz - laø hình chieáu cuûa löïc Pi xuoáng caùc truïc x, y, z. 
 Caùc phöông trình caân baèng moâmen ñoái vôùi caùc truïc toïa ñoä ta coù: 

   

z

n

i
izz

y

n

i
iyy

x

n

i
ixx

MPmMOzM

MPmMOyM

MPmMOxM

⇒=+⇔∑

⇒=+⇔∑

⇒=+⇔∑

∑

∑

∑

=

=

=

0)(/

0)(/

0)(/

1

1

1

  (2.3) 

vôùiù:mx(Pi), my(Pi), mz(Pi) - caùc moâmen cuûa caùc löïc Pi ñoái vôùi caùc truïc x,y, z. 
         
3-Lieân heä giöõa noäi löïc vaø öùng suaát:   
 Caùc thaønh phaàn noäi löïc  lieân heä vôùi caùc thaønh phaàn öùng suaát nhö sau: 
 - Löïc doïc laø toång caùc öùng suaát phaùp 
 - Löïc caét laø toång caùc öùng suaát tieáp cuøng phöông vôùi noù 
 - Moâmen uoán laø toång caùc moâmen gaây ra bôûi caùc öùng suaát ñoái vôùi truïc x 
hoaëc y 
 - Moâmen xoaén laø toång caùc moâmen cuûa caùc öùng suaát tieáp ñoái vôùi truïc z 
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2-3 BAØI TOÙAN PHAÚNG: 
 Tröôøng hôïp baøi toaùn phaúng ( ngoaïi löïc naèm trong moät maët phaúng ( thí 
duï maët phaúng yz)), chæ coù ba thaønh phaàn noäi löïc naèm trong maët phaúng yz :    
Nz, Qy, Mx. 
♦ Qui öôùc daáu (H.2.5) 
 - Löïc doïc Nz > 0 khi gaây keùo 
ñoaïn thanh ñang xeùt (coù chieàu 
höôùng ra ngoaøi maët caét) 
 - Löïc caét Qy  > 0  khi  laøm quay 
ñoaïn thanh ñang xeùt theo chieàu kim 
ñoàng hoà. 
 - Moâmen uoán Mx  > 0   khi caêng 
thôù döôùi ( thôù y döông ). 
 
 
  
 
 

♦ Caùch xaùc ñònh:  

         Duøng 3 phöông trình caân baèng tænh hoïc khi xeùt caân baèng phaàn A) hay 
phaàn B) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Hình 2.5: Chieàu döông  
caùc thaønh phaàn noäi 

M > 0X

N > 0 z

Q > 0y

y

P1

P2

P3

A

M > 0 X 
Q > 0y

N > 0 z 

y

P4

P5

P6

B
O O

Töø phöông trình  Σ Z = 0 ⇒ Nz  

Töø phöông trình  Σ Y = 0 ⇒ Qy                                      (2.4) 

Töø phöông trình  Σ M/O = 0 ⇒ Mx 

Mx < 0 Mx < 0Mx > 0Mx > 0 

Moâmen M x > 0 , Moâmen M x < 0
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Thí duï 2.1  Xaùc ñònh caùc trò soá noäi löïc taïi maët caét 1-1 cuûa thanh AB, vôùi : 
 q = 10 kN/m; a = 1m; Mo = 2qa2. ( H.2.6) 
                                               
 
 
 
 
 
 
 
 
               Giaûi. 
 Tính phaûn löïc: Giaûi phoùng caùc lieân keát vaø thay vaøo ñoù baèng caùc phaûn löïc 
lieân keát VA, HA, VB.  
Vieát caùc phöông trình caân baèng tænh hoïc khi xeùt caân baèng thanh AB 
  
      
 

      02M - a x P   
2

0 0 =−+×⇒=∑ axVaqaA
M

B  

              ⇒   HA = 0;   kN 5,27
4
11

== qaVA ;  kN 5,2
4
1

== qaVB  

 Tính noäi löïc:  Maët caét 1-1 chia thanh laøm hai phaàn.  
 Xeùt söï caân baèng cuûa phaàn beân traùi (H.2.6) : 

           

mkN 25,21
8

17 
2

25,10

kN 5,2 
4
1 00

00

2

1
==×−×−×=⇒=

−=−=⇒=−−−⇒=

=⇒=

∑

∑
∑

qaaqaaqaaVMO
M

qaQQPqaVY

NZ

A

A  

Neáu xeùt caân baèng cuûa phaàn  phaûi ta cuõng tìm ñöôïc caùc keát quaû nhö treân. 

Σ Z = 0 ⇒ HA  = 0 

Σ Y = 0 ⇒ VA +VB  - qa – P = 0          

M = 
2qa2 

H.
2.6 

1

1
k

A

q P = 
2qa 

1,5a
a a

B

V A V B

A 
q P = 

2qa 

1,5aV A

Q

M
N

H A
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2.4   BIEÅU ÑOÀ NOÄI LÖÏC ( BAØI TOAÙN PHAÚNG ) 
 1. Ñònh nghóa: Thöôøng caùc noäi löïc treân caùc maët caét ngang cuûa moät 
thanh khoâng gioáng nhau.  
 Bieåu ñoà noäi löïc (BÑNL) laø ñoà thò bieåu dieãn söï bieán thieân cuûa caùc noäi löïc 
theo vò trí cuûa caùc maët caét ngang. Hay goïi laø  maêït  caét bieán thieân. 
 Nhôø vaøo BÑNL coù theå xaùc ñònh vò trí maët caét coù noäi löïc lôùn nhaát vaø trò 
soá noäi löïc aáy. 

2. Caùch veõ BÑNL- Phöông phaùp giaûi tích:  
 Ñeå veõ bieåu ñoà noäi löïc ta tính noäi löïc treân  maët caét caét ngang  ôû moät vò 

trí baát kyø coù hoaønh ñoä z so vôùi moät goác hoaønh ñoä naøo ñoù maø ta choïn tröôùc. 
Maët caét ngang chia thanh ra thaønh 2 phaàn. Xeùt söï caân baèng cuûa moät phaàn 
(traùi, hay phaûi) , vieát bieåu thöùc giaûi tích cuûa noäi löïc theo z.. 

Veõ ñöôøng bieåu dieãn treân heä truïc toaï ñoä coù truïc hoaønh song song vôùi 
truïc thanh (coøn goïi laø ñöôøng chuaån),  tung ñoä cuûa bieåu ñoà noäi löïc seõ ñöôïc 
dieãn taû bôûi caùc ñoaïn thaúng vuoâng goùc caùc ñöôøng chuaån. 
Thí duï 2.2-  Veõ BÑNL cuûa daàm muùt thöøa  (H.2.7) 
    Giaûi 
 Xeùt maët caét ngang 1-1  coù hoaønh ñoä 
z so vôùi goác A, ta coù ( 0 ≤ z ≤ l ) 
         Bieåu thöùc giaûi tích cuûa löïc caét  
vaø moâmen uoán taïi maët caét 1-1  
ñöôïc xaùc ñònh töø vieäc xeùt caân baèng  
phaàn phaûi cuûa thanh: 

)(0)(0

00

00

1
zlPMzlPMO

M

PQPQY

NZ

xx

yy

−−=⇒=−+⇒=

=⇒=−⇒=

=⇒=

∑
∑
∑

  

Cho z bieán thieân töø 0 ñeán l, ta seõ ñöôïc 
bieåu ñoà noäi löïc nhö treân H.2.7. 
Qui öôùc:+Bieåu ñoà löïc caét Qy  tung ñoä döông veõ phía treân truïc hoaønh. 
            +Bieåu ñoà moâmen uoán Mx tung ñoä döông veõ phía döôùi truïc hoaønh.  

z

BA
K

zQ
p

Hình 2.7 M

zPlM

P
1 

P

B
K

1 

1 

Q

N

M

 
l
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 (Tung ñoä cuûa bieåu ñoà moâmen luoân ôû veà phía thôù caêng cuûa thanh). 
 
Thí duï 2.3 – Veõ BÑNL cuûa daàm ñôn giaûn chòu taûi  phaân boá ñeàu q (H.2.8a). 
      Giaûi 
 Phaûn löïc: Boû caùc lieân keát taïi A vaø B, 
thay baèng caùc phaûn löïc  ( H.2.8a).   
       ∑Z = 0 ⇒  HA  =0. 
       Do ñoái xöùng ⇒ 

2
ql   V V BA ==  

 Noäi löïc: Choïn truïc hoaønh nhö treân 
H.2.8b. Xeùt maët caét ngang 1-1 taïi K coù 
hoaønh ñoä laø z, ( 0 ≤ z ≤ l ). Maët caét chia 
thanh laøm hai phaàn. 
       Xeùt  caân baèng cuûa phaàn beân traùi AK 
(H.2.8b) 
 Töø caùc phöông trình caân baèng ta suy ra: 

   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=−=⇒=∑

−=−=⇒=∑

=⇒=∑

)(
222

0/

)
2

(
2

0

00

2

1 zlqzqzzqlMOM

zlqqzqlQY

NZ

x

y

z

  

 Qy laø haøm baäc nhaát theo z, Mx laø haøm baäc 2 theo z.  
 Cho z bieán thieân töø 0 ñeán l ta veõ ñöôïc caùc bieåu ñoà noäi löïc (H2.8).  
 Cuï theå:  +Khi z=0 ⇒ Qy = ql/2 , Mx = 0 
   +Khi z=l ⇒ Qy = -ql/2 , Mx = 0 
   +Tìm Mx, cöïc trò baèng caùch cho ñaïo haøm dMx / dz =0,  

                       dMx / dz =0 ⇔ 
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⇒

=⇒=−

8

2
0

2
2qlM

lzqzql

maxõx,

 

 Qua caùc BÑNL, ta nhaän thaáy: 
 Löïc caét Qy coù giaù trò lôùn nhaát ôû maët caét saùt goái töïa, 
 Moâmen uoán Mx  coù giaù trò cöïc ñaïi ôû giöõa daàm. 
 

a
)

z

1

1
K B

q

l
1

1 Qy 

Mx V 
=

B ql
2V A ql

2
A

z
y

VA

ql
2ql

8
2 

Qy

Mx

+

b
)

c
)
d
)

A

H.2.8 

Nz z

HA = 
0

ql
2
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Thí duï 2.4  Veõ BÑNL cuûa daàm ñôn giaûn chòu löïc taäp trung P  ( H.2.9a) .  
          Giaûi  
       Phaûn löïc:  Caùc thaønh phaàn phaûn löïc taïi caùc goái töïa laø: 
   0=AH ;

l
PbVA = ;  

l
PaVB =   

 Noäi löïc : Vì taûi troïng coù phöông vuoâng goùc vôùi truïc thanh neân löïc doïc  
Nz treân moïi maët caét ngang coù trò soá baèng khoâng. 
       Phaân ñoaïn thanh: Vì tính lieân tuïc cuûa caùc haøm soá giaûi tích bieåu dieån 
caùc noäi löïc neân phaûi tính noäi löïc trong töøng ñoaïn cuûa thanh; trong moãi ñoaïn 
phaûi khoâng coù söï thay ñoåi ñoät ngoät cuûa ngoaïi löïc . 
  ♦ Ñoaïn AC- Xeùt maët caét 1-1 taïi ñieåm K1 trong ñoaïn AC vaø caùch goác A 
moät ñoaïn z, ( 0 ≤ z ≤ a ). 
Khaûo saùt caân baèng cuûa phaàn beân traùi ta ñöôïc caùc bieåu thöùc giaûi tích cuûa 
noäi löïc: 

   
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
===

−
===

z
l

alPz
l

PbzVM

l
alP

l
PbVQ

Ax

Ay

)(.

)(

 (a) 

  
  ♦ Ñoaïn CB- Xeùt maët caét 2-2 taïi ñieåm K2 

Trong ñoaïn CB caùch goác A moät ñoaïn z , ( a 
≤ z ≤ l ). Tính noäi löïc treân maët caét  2-2 baèng 
caùch xeùt phaàn beân phaûi (ñoaïn K2B). Ta 
ñöôïc: 

  
)()( zl

l
PazlVM

l
PaVQ

Bx

By

−=−=

−=−=
     (b) (b)   

 Töø (a) vaø (b) deã daøng veõ ñöôïc caùc bieåu 
ñoà noäi löïc nhö H.2.9d,e. 
 Tröôøng hôïp ñaëc bieät : Neáu a=b= L/2, khi ñoù moâmen cöïc ñaïi xaûy ra taïi giöõa 
daàm vaø coù giaù trò: Mmax = PL/4 
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M x
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Thí duï 2.5 Veõ BÑNL cuûa daàm ñôn giaûn chòu taùc duïng cuûa moâmen taäp trung 
Mo  (H.2.10a.) 
      Giaûi 
 Phaûn löïc: Xeùt caân baèng cuûa toaøn daàm ABC ⇒ caùc phaûn löïc lieân keát taïi 
A vaø B laø:  0=AH ;  

l
MVV o

BA ==  , chieàu phaûn löïc nhö H.2.10a. 

 Noäi löïc:  
 Ñoaïn AC: Duøng maët caét 1-1 caùch goác A 
moät ñoaïn z1 ;(0 ≤ z1 ≤ a ).Xeùt caân baèng cuûa 
ñoaïn AK1 beân traùi maët caét K1 ⇒ caùc noäi löïc 

nhö sau  
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−=

−=−=

111

1

z
l

M
zVM

l
M

VQ

o
Ax

o
Ay

     (c) 

 Ñoaïn CB: Duøng maët caét 2-2 trong ñoaïn 
CB caùch goác A moät ñoaïn z2 vôùi (a ≤ z2 ≤ l ) . 
Xeùt caân baèng cuûa phaàn beân phaûi K2B ⇒  caùc 
bieåu thöùc noäi löïc treân maët caét 2-2 laø: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−=

−=−=

)()( 222

2

zl
l

MzlVM

l
MVQ

o
Bx

o
By

     (d) 

BÑNL ñöôïc veõ töø caùc bieåu thöùc (c), (d) cuûa noäi 
löïc trong hai ñoaïn (H.2.10d-e). 

  Tröôøng hôïp ñaëc bieät: Moâmen taäp trung Mo 
ñaët taïi maët caét saùt goái töïa A (H.2.11). 
 Qy vaø Mx seõ ñöôïc xaùc ñònh bôûi (d) öùng vôùi 
 a = 0. BÑNL veõ nhö H.2.11 

  
 
 
 

- 

Mo
l

B
a)

b
)

c
)

Q
y

H. 2.11

M
x

M / l o

l 
V  =B

Mo

Mo
l V  = A

M o

a 

z1

l – z2 
VB

c
) 

- 
M o
l 

M 

Q 
z1 

VA

1 
1 

VA VB

B
1 

1 

K1 A
2 
2

K2

l – z2

K1

1 y

a)

x1 M 2 x 2

2
A

Qy

a 

M o
l (l - a) 

H. 2.10 

Mx

z
Q 2y

Mo / l

C 

M o

z2 

b)

d)

e)
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 Caùc nhaän xeùt :  
 - Nôi naøo coù löïc taäp trung, bieåu ñoà löïc caét nôi ñoù coù böôùc nhaûy. Trò soá 
cuûa böôùc nhaûy baèng trò soá löïc taäp trung. Chieàu böôùc nhaûy theo chieàu löïc 
taäp trung neáu ta veõ töø traùi sang phaûi 
 - Nôi naøo coù moâmen taäp trung, bieåu ñoà moâmen uoán nôi ñoù coù böôùc 
nhaûy. Trò soá cuûa böôùc nhaûy baèng trò soá moâmen taäp trung. Chieàu böôùc nhaûy 
theo chieàu moâmen taäp trung neáu ta veõ töø traùi sang phaûi 

  
 Kieåm chöùng caùc nhaän xeùt : 
 

 
      Khaûo saùt ñoaïn Δz bao quanh moät ñieåm K coù taùc duïng löïc taäp trung P0 , 
moâmen taäp trung M0 ( H.2.12b).  
 Vieát caùc phöông trình caân baèng ⇒ 

  ∑Y = 0 ⇒  Q1 + P0  – Q2  = 0 ⇒ Q2 – Q1  =  P0               (i) 

  ∑M/K = 0 ⇒  M1 +M0 - M2 + Q1
2
zΔ

 - Q2
2
zΔ

   =0                      

    Boû qua voâ cuøng beù baäc moät  Q1
2
zΔ

 ,  Q2
2
zΔ

   ,  ⇒  M2 - M1  = M0               (ii)   

Bieåu thöùc (i) ñaõ kieåm chöùng nhaän xeùt veà böôùc nhaûy cuûa bieåu ñoà löïc caét. 
Bieåu thöùc (ii) ñaõ kieåm chöùng nhaän xeùt veà böôùc nhaûy cuûa bieåu ñoà moâmen. 
 

 

z Δz

P0

M0 

1 2

Δz
21

Q   2 

M  2 Q 1

M1 

a) b)H. 2.12

M0 

P0

K 
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2.4. LIEÂN HEÄ VI PHAÂN GIÖÕA NOÄI LÖÏC VAØ TAÛI TROÏNG PHAÂN BOÁ TRONG 
THANH THAÚNG 

 Xeùt moät thanh chòu taûi troïng baát kyø (H.2.13a). Taûi troïng taùc duïng treân 
thanh naøy laø löïc phaân boá theo chieàu daøi coù cöôøng ñoä q(z) coù chieàu döông 
höôùng leân (H.2.13b). 

 

z dz

q(z)M o 

1 2q(z)

dz
21

Q + dQ yy 

M+ dM x x Q y

Mx 

a) b)H. 2.13  

 Khaûo saùt ñoaïn thanh vi phaân dz, giôùi haïn bôûi hai maët caét 1-1 vaø 2-2  
(H.2.13b). Noäi löïc treân maët caét 1-1 laø Qy vaø Mx. Noäi löïc  treân maët caét 2-2 so 
vôùi  1-1 ñaõ thay ñoåi moät löôïng vi phaân  vaø trôû thaønh Qy + dQy; Mx + dMx . Vì 
dz laø raát beù neân coù theå xem taûi troïng laø phaân boá ñeàu treân ñoaïn dz.  

Vieát caùc phöông trình caân baèng:  

1-Toång hình chieáu caùc löïc theo phöông ñöùng 

  ∑Y = 0 ⇒  Qy + q(z)dz – (Qy + dQy) = 0 
     ⇒  

dz
dQ

zq y=)(      (2.4) 

Ñaïo haøm cuûa löïc caét baèng cöôøng ñoä cuûa löïc phaân boá vuoâng goùc vôùi truïc 
thanh. 
  2- Toång moâmen cuûa caùc löïc ñoái vôùi troïng taâm maët caét 2-2 ta ñöôïc: 
   ∑M/o2 = 0 ⇒        0)(

2
)( =+−+⋅⋅+ xxxy dMMMdzdzzqdzQ  

 Boû qua löôïng voâ cuøng beù baäc hai 
2

)(
2dzzq ⋅  ⇒ 

   y
x Q

dz
dM

=     (2.5) 

 Ñaïo haøm cuûa moâmen uoán taïi moät maët caét baèng löïc caét taïi maët caét ñoù 
 Töø (2.4) vaø (2.5) ⇒   )(2

2
zq

dz
Md x =   (2.6) 

nghóa laø: Ñaïo haøm baäc hai cuûa moâmen uoán taïi moät ñieåm chính laø baèng 
cöôøng ñoä cuûa taûi troïng phaân boá taïi ñieåm ñoù. 
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Thí duï 2.6  Veõ BÑNL cho  daàm 
ñôn giaûn AB chòu taùc duïng cuûa taûi 
phaân boá baäc nhaát nhö H.2.14. 

   Giaûi 

• Phaûn löïc: Giaûi phoùng lieân 
keát, ñaët caùc phaûn löïc töông öùng ôû 
caùc goái töïa, xeùt caân baèng cuûa toaøn 
thanh,  
 ∑X =0 ⇒  HA  = 0,  

lqVY

lqVllqlVBM

oB

oAoA

3
10   

6
1

32
10

=⇒=

=⇒××=⇒=

∑

∑
   

• Noäi löïc: Cöôøng ñoä cuûa löïc 

phaân boá ôû maët caét 1-1 caùch goác A moät ñoaïn z cho bôûi: q(z)= q0 
l
z    

 Duøng maët caét 1-1 vaø xeùt söï caân baèng cuûa phaàn beân traùi (H.2.14b).  
   ∑Y = 0 ⇒  

l
zqlqzzqVQ oo

Ay 262
)(

2
−=−=   (e)  

   ∑M/o1 = 0 ⇒      
l
zqzlqzzzqzlqM ooo

x 6632
)(

6

3
−=××−=      (g)  

 Töø (e) vaø (g) ta veõ ñöôïc bieåu ñoà löïc caét vaø moâmen cho daàm ñaõ cho. 
Caùc bieåu ñoà naøy coù tính chaát nhö sau: 
 Bieåu ñoà löïc caét Qy coù daïng baäc 2. Taïi vò trí z = 0, q(z) = 0 neân ôû ñaây 
bieåu ñoà Qy ñaït cöïc trò: (Qy)z = 0 = Qmax = 6lqo   

       Bieåu ñoà moâmen uoán Mx coù daïng baäc 3. Taïi vò trí 3lz = ; Qy = 0. Vaäy taïi 

ñaây Mx ñaït cöïc trò:  

   
39

)(
2

max
3

lqMM o
lzx ==

=
 

 
 
 
 
 

 
A

1 

1 

qo

B

VA
V B l 

z

z
M x 

Q y V =     q 0 l Ao
1
6

+

Mmaz

     q o l 
3 

3l   qol
6

H.2.14 

a)

b)

VB =     qo l1
3

q(z)
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Thí duï 2.7  Veõ BÑNL cho daàm chòu löïc toång quaùt (H.2.15) 

                Giaûi 

 Phaûn löïc: Giaûi phoùng lieân keát, xeùt caân baèng 
toaøn thanh, suy ra phaûn löïc lieân keát taïi A vaø 
C laø: 

  HA = 0 , VA = 2qa;  VC = 2qa 
 Noäi löïc:  

 * Ñoaïn AB: Maët caét 1-1, goác A (0 ≤ z ≤ a), 
xeùt caân baèng phaàn traùi 
•  

 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=

2
2

2
2

1

1

qzqazM

qzqaQ
 

 * Ñoaïn BC: Maët caét 2-2, goác A (a ≤ z ≤ 2a) 
vaø xeùt caân baèng  phaàn traùi: 

          
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=

−=

2
2

2

2
3 

 

qaqazM

qaQ
                                         

* Ñoaïn CD: Maët caét 3-3, goác A, (2a ≤ z ≤ 3a)ø xeùt caân baèng  phaàn  phaûi: 

       
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−
−=

−=

2
)3( 

)3(
2

3

3

zaqM

zaqQ
                       (2a ≤ z ≤ 3a) 

 
 Bieåu ñoà moâmen vaø löïc caét veõ nhö H.2.15. 
 
 

 

 

 

 

M2

aVA Q 2z

Mo

P = 2qa 
M = qa o

2 
A

V  = 2qa A
V = 2qaC

a a a

qq

+ +
- 

q
a

q
a 

q
a q

a

2

2

q
a 

2 
2 

q
a 

2 
2
3

Mx

Qy

1

1

3

B C D
2 
2 

H. 2.15

M1z
V = 
2qa

A
Q1

Q3 q 

M3 3a – z 
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Thí duï 2.8  Veõ bieåu ñoà noäi löïc trong khung chòu taûi troïng nhö treân H.2.16. 

       

a

z1
A

K1
K3

1
3

D
z3

VDVA

HA

Hình 2.15

1 3

2

2
B

K2

C

P = qa

z2

qa2

q

a

 

 

 

 

Giaûi 

Tính phaûn löïc lieân keát 
 Xeùt söï caân baèng cuûa toaøn khung döôùi taùc duïng cuûa taûi troïng ngoaøi vaø 
caùc phaûn löïc lieân keát ta suy ra: 
   ∑Ngang = 0 ⇒ HA = 0 
   qaVaqaqaaqaaVD

M
Aa 2

50
2

0 2 −=→=×++×+×⇒=∑  

         ∑Ñöùng = 0 ⇒ VA + VD= 0 ⇒ VD =  
2
5 qa+ ( Ñuùng chieàu ñaõ choïn )   

Vaäy chieàu thaät cuûa VA ngöôïc vôùi chieàu ñaõ choïn 
  
 
 
 
 
 

a)

+

+

q
a

N5
2

q
a

5
2

q
a

–

3
2

q
a

2

5
2

q
a

2

M

parabol
e

c
)

d
) 

5 
2 q

a 5
2

q
a

B

3 
2 q

a 
2 

5 
2 q

a C qa

5
2

qa2

5
2 q

a
q
a 

2 
q
a

q
a

5
2

qa

Q+ 

2qa 
b
)

–
qa 

H..16

q
a
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Veõ bieåu ñoà noäi löïc 

Ñoaïn AB: duøng maët caét 1-1 vaø xeùt caân baèng ñoaïn AK1 ta ñöôïc: 
 

     

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=

=

2
2

2
2
5

2
1

11

11

1

qzqazM

qzqaQ

qaN

     (0 ≤ z1 ≤ a) 

  
Ñoaïn BC: duøng maët caét 2-2 vaø xeùt caân baèng ñoaïn ABK2 ta ñöôïc: 
                    
 

             

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=

=

2
2

2

2

2

2
5

2
5

2
5

qazqaM

qaQ

qaN

    (0 ≤ z2 ≤ a) 

  
  

Ñoaïn CD: duøng maët caét 3-3 vaø xeùt caân baèng DK3  
           
 

      
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
=

−=

0
0 

2
5 

3

3

3

M
Q

qaN

         (0 ≤ z3 ≤ a) 

 Kieåm tra söï caân baèng nuùt 
 Ñoái vôùi khung, coù theå kieåm tra keát quaû baèng vieäc xeùt caân baèng caùc nuùt. 
Neáu taùch nuùt ra khoûi heä thì ta phaûi ñaët vaøo nuùt caùc ngoaïi löïc taäp trung       
(neáu coù) vaø caùc noäi löïc taïi caùc maët caét, giaù trò cuûa chuùng ñöôïc laáy töø bieåu 
ñoà vöøa veõ.  
 Sau khi ñaët caùc löïc treân, neáu tính ñuùng caùc noäi löïc ôû caùc nuùt thì nuùt seõ 
caân baèng, nghóa laø caùc phöông trình caân baèng ñöôïc thoûa maõn. Ngöôïc laïi, 
neáu caùc phöông trình khoâng thoûa maõn thì caùc noäi löïc tính sai. 

N 1 M1

2q
a

z 1 
Q1 

q
a

2 
5 

K1 

A

q
a 

5
2

Q3

N3
M3

Z3

V  = D

D

K3

2q
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q
a 

5 
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N 2

M 2 

z 2 

a

Q 2 

K2 
B

q
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 Cuï theå ñoái vôùi khung ñang xeùt, ta taùch nuùt B vaø ñaët vaøo ñoù moâmen taäp 
trung qa2 vaø caùc thaønh phaàn noäi löïc treân caùc ñoaïn thanh ngang vaø ñöùng 
nhö H.2.16d: 

 - Taïi maët caét treân thanh ngang coù löïc doïc +qa höôùng ra ngoaøi maët caét, 
löïc caét 25 2qa  coù chieàu höôùng leân vaø moâmen 25 2qa  gaây caêng thôù döôùi. 

 - Taïi maët caét treân thanh ñöùng coù löïc doïc 25qa+  höôùng ra ngoaøi maët caét 

(höôùng xuoáng) löïc caét +qa höôùng töø phaûi sang traùi vaø moâmen 23 2qa  gaây ra 
caêng thôù trong khung neân chieàu quay coù muõi teân höôùng ra ngoaøi. 
 Ta deã daøng thaáy caùc phöông trình caân baèng thoûa maõn:  
    ∑ X = 0 ; ∑ Y = 0 ; ∑ M/B = 0 

 Töông töï, taùch nuùt C vaø ñaët vaøo ñoù löïc taäp trung qa höôùng töø traùi sang 
phaûi vaø caùc thaønh phaàn noäi löïc treân caùc ñoaïn thanh ngang vaø ñöùng nhö 
H.2.16d. 

 - Taïi maët caét treân thanh ngang coù löïc doïc +qa höôùng ra ngoaøi maët caét, 
löïc caét 25qa−  coù khuynh höôùng laøm quay phaàn ñoaïn thanh ñang xeùt ngöôïc 
chieàu kim ñoàng hoà neân coù chieàu höôùng xuoáng, coøn moâmen thì baèng khoâng. 

 - Taïi maët caét treân thanh thaúng ñöùng toàn taïi löïc doïc 25qa−  coù chieàu 
huôùng vaøo maët caét (höôùng leân) vaø khoâng coù löïc caét cuõng nhö moâmen.  

 Ta deã daøng thaáy raèng caùc phöông trình caân baèng ñöôïc thoûa maõn: 

 ∑ =+−= 0 qaqaX ;   0
2
5

2
5

=+−=∑ qaqaY ;   0=∑ BM  

 Vaäy caùc nuùt B vaø C ñeàu caân baèng nghóa laø caùc heä noäi löïc taïi caùc         
nuùt ñuùng. 

 

 

 

 

 

 

Thí duï 2.9  Veõ BÑNL trong thanh cong (H.2.17) 
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                      Giaûi 

 Caét thanh taïi tieát dieän 
1-1, xaùc ñònh bôûi goùc ϕ (0 
≤ ϕ ≤ 90o), xeùt caân baèng 
cuûa phaàn treân döôùi taùc 
duïng cuûa caùc ngoaïi löïc 
vaø caùc thaønh phaàn noäi löïc 
ñaët theo chieàu döông quy 
öôùc nhö H.2.17b. 

 

       Phöông trình caân 
baèng hình chieáu caùc löïc 
theo phöông phaùp tuyeán vôùi maët caét cho:    N  =  2Psinϕ – Pcosϕ  =  
P(2sinϕ – cosϕ)                    (a) 
 Phöông trình caân baèng hình chieáu caùc löïc theo phöông ñöôøng kính 
cho:                Q  =  2Pcosϕ + Psinϕ  =  P(2cosϕ + sinϕ)           (b) 
 Phöông trình caân baèng cuûa caùc moâmen caùc löïc ñoái vôùi troïng taâm maët 
caét daãn ñeán:  
             M  =  – 2PRsinϕ – PR(1 – cosϕ)  =  – PR(2sinϕ + 1 – cosϕ)  (c) 
 Cho ϕ moät vaøi trò soá ñaëc bieät vaø tính caùc trò soá noäi löïc töông öùng, ta veõ 
ñöôïc bieåu ñoà. 

   Löïc caét ñaït cöïc trò khi 0=
ϕd

dQy , nghóa laø khi: 

  -2sinϕ + cosϕ  =  0  ⇒   tgϕ  =  0,5  ⇒  ϕ  =  ϕo  =  26o56’ 
  sinϕo  =  0,4472 ;    cosϕo = 0,8944 
 Ta coù baûng noäi löïc sau: 

ϕ 0 ϕo 45o 900 

N 
Q 
M 

– P 
2 P 
0 

0 
2,236 P 

- PR 

0,7 P 
2,12 P 
-1,7 PR

2 P 
+P 

-3PR 

Khi veõ caàn chuù yù ñaët caùc tung ñoä theo phöông vuoâng goùc vôùi truïc thanh, 
töùc laø theo phöông baùn kính nhö treân H.2.17c,d,e. 

P A

2P
ϕ

M 

N

Q 
R

45o

P 

2.12P 

Q max =2,236P 

ϕo

Q 3PR

b
)

d
)

e)

H. 2.17 

1 

1,7PR

PR

M

ϕo

2P

P A

2P
ϕ R

B

ϕo

0,7PP

2PN

a)

c
)

1
1

-
+
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2.5 CAÙCH VEÕ BIEÅU ÑOÀ NHANH  

2.5.1 Phöông phaùp veõ töøng ñieåm 

 Döïa treân caùc lieân heä vi phaân, ta ñònh daïng caùc BÑNL tuøy theo daïng taûi 
troïng ñaõ cho vaø töø ñoù ta xaùc ñònh soá ñieåm caàn thieát ñeå veõ bieåu ñoà.  
 Treân 1 ñoaïn thanh 
+ q =0 ⇒ Q = haèng soá, M = baäc nhaát. 
+ q = haèng ⇒ Q = baäc nhaát, M = baäc hai. 
………………………………………………………………………………. 
 
+ Neáu bieåu ñoà coù daïng haèng soá , chæ caàn xaùc ñònh moät ñieåm baát kyø. 
+ Neáu bieåu ñoà coù daïng baäc nhaát , caàn tính noäi löïc taïi hai ñieåm ñaàu vaø cuoái 
ñoaïn thanh. 
 + Neáu bieåu ñoà coù daïng baäc hai trôû leân thì caàn ba giaù trò taïi ñieåm ñaàu, ñieåm 
cuoái vaø taïi nôi coù cöïc trò, neáu khoâng coù cöïc trò thì caàn bieát chieàu loài loõm cuûa 
bieåu ñoà theo daáu cuûa ñaïo haøm baäc hai. Ñoaïn thanh coù löïc phaân boá q 
höôùng xuoáng seõ aâm, neân beà loõm cuûa bieåu ñoà moâmen höôùng leân. Ngöôïc laïi, 
neáu q höôùng leân seõ döông neân beà loõm cuûa bieåu ñoà moâmen höôùng xuoáng. 
Toùm laïi, ñöôøng cong moâmen  höùng laáy löïc phaân boá q. 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Thí duï 2.10:  Veõ BÑNL trong daàm cho treân H.2.18 (phöông phaùp veõ ñieåm)  
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                                           Giaûi.   
Phaûn löïc lieân keát  
     qaVaVqaqaqaBM CC 2

30222 0 222 =⇒=×−++−⇒=∑  

     qaVY B∑ =⇒=
2
50  

Noäi löïc  
 Ñoaïn AB: q=0⇒  Qy = haèng soá, 
 Mx = baäc nhaát. 
  Trong tröôøng hôïp naøy Qy laø haèng 
soá baèng khoâng vì QA

(AB) = 0.  
 ⇒ Mx  trong ñoaïn naøy seõ laø haèng soá 
 MA 

(AB) =  MB
 (BA)

  =  – Mo  = -qa2 

 Ñoaïn BD: q= haèng ⇒ Qy = baäc 1, 
 Mx = baäc 2. 

     Taïi B:      
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=−=

+=

2)(

)(

2
5

qaMM

qaQ

o
BD

B

BD
B

 
     

    Taïi  D:      
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−=

=−=

2
2

2)(

)(

22
3

2
3

2
5

qaqaqaM

qaqaqaQ

BD
D

BD
D

 

 Bieåu ñoà Qy  trong ñoaïn naøy khoâng coù vò trí naøo =0 ⇒ bieåu ñoà Mx khoâng 
coù cöïc trò.  
 Chæ caàn noái hai giaù trò moâmen taïi B vaø D baèng ñöôøng cong baäc hai coù 
beà loõm sao cho höùng laáy löïc q. 
 
 Ñoaïn DC: q= haèng ⇒ Qy = baäc 1, Mx = baäc 2. 
 Taïi D:   

2
1)( qaQ DC

D −= ; 2
2

2)(

22
3 qaqaqaM DC

D =−=  

 Taïi C:    0      ; 
2
3

=−=−= CCC MqaVQ  

 Bieåu ñoà Qy  trong ñoaïn naøy khoâng coù vò trí naøo =0 ⇒ bieåu ñoà Mx khoâng 
coù cöïc trò.  
 Chæ caàn noái hai giaù trò moâmen taïi D vaø C baèng ñöôøng cong baäc hai coù 
beà loõm sao cho höùng laáy löïc q. 
        Caùc bieåu ñoà löïc caét Qy vaø moâmen Mx  laàn löôït ñöôïc veõ treân H.2.18b,c.  
  

a a

Mo = qa2

q

q
a 

2 

a)

b
)

c
)

a

P = 
2qa 

A D C

VC = 3
2

q
a

+ 
– 

5
2

q
a

3
2

q
a

1 
2 q

a 

3
2

q
a

q
a

2

H. 2.18 

Mx

Qy

2 VB = 5 q
a 

B



http://www.ebook.edu.vn

      GV: Leâ Ñöùc Thanh         

Chöông 2: Lyù Thuyeát Noäi Löïc  21 
 

2.5.2 Caùch aùp duïng nguyeân lyù coäng taùc duïng 

 Khi thanh chòu taùc duïng nhieàu loaïi taûi troïng, ta coù theå veõ bieåu ñoà noäi 
löïc trong thanh do töøng taûi troïng rieâng leû gaây ra roài coäng ñaïi soá laïi ñeå ñöôïc 
keát quaû cuoái cuøng. 
 
Thí duï 10. Veõ bieåu ñoà moâ men trong daàm nhö H.2.18a baèng caùch coäng 
bieåu ñoà. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Giaûi. Taûi troïng treân thanh ñöôïc chia thaønh hai tröôøng hôïp cô baûn:  

  + Hình 2.18b bieåu dieãn moâ men do löïc taäp trung P gaây ra 

  + Hình 2.18c bieåu dieãn moâ men do löïc phaân boá ñeàu q gaây ra 

Hình 2.18dbieåu dieãn moâ men toång hôïp caàn tìm, caùc tung ñoä baèng toång 
ñaïi soá caùc tung ñoä taïi caùc tieát dieän töông öùng treân H.2.18b,c 

 

 

 

 

 

Baûng toùm taét daàm console , daàm ñôn giaûn, daàm ñaàu thöøa  

 

a

q
P = 2qa

Pa 

H.2.18

a) 

b) 

c
) 

d
) 

qa2/
2 

Pa + 
qa2/
2 

 

A B

C

P 

L
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. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
BAØI TAÄP CHÖÔNG 2 

2.1. Veõ bieåu ñoà noäi löïc cuûa caùc daàm cho treân H.2.1. 
 

M = 10 kNm 
P = 5 kN q P = 2qa q = 5 kN/m
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2.2. Khoâng caàn tính ra phaûn löïc, veõ BÑNL cuûa caùc daàm cho treân H.2.2. 

 

 

 

 

     

2.3. Veõ bieåu ñoà noäi löïc nhö treân H.2.3. 

                           

 
 

 
 
2.4. Veõ bieåu ñoà noäi löïc cuûa daàm tónh ñònh nhö treân H.2.4.  
      

 

 

a) 

a2a 3a 

P = 2qaq

b
)

a 4a

P = qa M =     qa21
2 q

H.2.2 

a) 

qo  = 2 kN/m
 

b
)

a

q

1 
m 

1 
m 

3 
m 

P = 8 kN 

A

B

D

C 
a 

H.2.3 

1 
m 

1 
m 

1 
m 

a a

M = qa2

2

P
a) b

)P = 6qa 
q

c
) 

2a a 

P = 4 kN

1 
m 

2 
m 

1 
m 

M = 16 kNm 
q = 2 kN/m

d
)

P = qa

e) 

a2a 3a 

P = qaq M = qa 2

f
)

P 
q = 10 kN/m

1 
m 

2 
m 

2 
m 

1m
m 

M = 15 kNm
P = 20 kN

H.2.1

M = qa2
M = qa2

3a 3aa a

H. 2.4 
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2.5. Veõ bieåu ñoà noäi löïc cho heä khung sau (H.2.5). 
 

 

 

 

 

 

 

2.6. Veõ bieåu ñoà löïc doïc, moâmen uoán, moâmen xoaén cho thanh khoâng 
gian (H.2.6). 

 
 

  
 

 
 

P = ql 
q

l 

l 
a) 

l

b
)

2q
a 

q
a

q

q
a
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H. 2.6
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Chöông 3. KEÙO - NEÙN ÑUÙNG TAÂM 
 

3.1  KHAÙI NIEÄM 

♦ Ñònh nghóa: Thanh ñöôïc goïi laø chòu keùo hay  
neùn ñuùng taâm khi treân moïi maët caét ngang cuûa 
 thanh chæ coù moät thaønh phaàn noäi löïc laø löïc doïc Nz. 
Nz > 0 khi höôùng ra ngoaøi maët caét- Keùo 

Nz < 0 khi höôùng vaøo trong maët caét- Neùn  

Ñaây laø tröôøng hôïp chòu löïc ñôn giaûn nhaát. Ta gaëp tröôøng hôïp naøy khi 
thanh chòu 2 löïc ôû baèng nhau vaø traùi chieàu ôû hai ñaàu  doïc truïc thanh . 

 Thanh chòu keùo ñuùng taâm (H.3.2a) hay chòu neùn ñuùng taâm (H.3.2b). 

 
     

 

 H. 3.2 Ñònh nghóa thanh chòu keùo neùn ñuùng 
t â

P P P P 

a) b)

 
 

 ♦Thöïc teá : coù theå gaëp caùc caáu kieän chòu keùo hay neùn ñuùng taâm nhö: 
daây caùp trong caàn caåu (H.3.3a), oáng khoùi (H.3.3b), caùc thanh trong daøn 
(H.3.3c). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Y
   y 

Nz 

H. 3.1 

b
PQ 

a) b) c)

H. 3.3 Moät soá caáu kieän chòu keùo neùn ñuùng taâm
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3.2. ÖÙNG SUAÁT TREÂN MAËT CAÉT NGANG 
 

Xeùt thanh thaúng chòu keùo (neùn) ñuùng taâm (H.3.3a) caùc maët caét ngang CC 
vaø DD tröôùc khi thanh chòu löïc caùch nhau ñoaïn dz vaø vuoâng goùc truïc thanh. 
Caùc thôù doïc trong ñoaïn CD (nhö laø GH) baèng nhau (H.3.3b). 

Khi thanh chòu keùo (neùn), noäi löïc treân maët caét ngang DD hay baát kyø maët 
caét ngang khaùc laø Nz = P (H.3.3c) thanh seõ daõn ra, maët caét DD di chuyeån doïc 
truïc thanh z so vôùi maët caét CC moät ñoaïn beù δdz (H.3.3b). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ta thaáy bieán daïng caùc thôù doïc nhö GH ñeàu baèng HH’ vaø khoâng ñoåi, maët 

caét ngang trong suoát quaù trình bieán daïng vaãn phaúng vaø vuoâng goùc vôùi truïc 
thanh, ñieàu naøy cho thaáy caùc ñieåm treân maët caét ngang chæ coù öùng suaát phaùp σz 
khoâng ñoåi (H.3.3d). 

Ta coù: ∫ =
F

zz NdFσ     vì  ( 
dz
dz

z
δε =     

E
z

z
σ

ε = ) 

Neân   σz = const    ta ñöôïc:   zz NF =σ  

hay:   
F
Nz

z =σ   (3.1)  

vôùi: F- dieän tích maët caét ngang cuûa thanh. 
 
 
 
 
 
3.3. BIEÁN DAÏNG CUÛA THANH CHÒU KEÙO (NEÙN) ÑUÙNG TAÂM 

1- Bieán daïng doïc 

b

 

C 

C D 

D 

P Nz 

a) 

C 

C 

D 

D 

D’ 

D’ 

H’ 
H G 

dz δdz 

b) 

c) 

P Nz 

dF Nz 

x 

y 

z 

σz 

d) 
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Bieán daïng doïc truïc z cuûa ñoaïn daøi dz chính laø δdz (H.3.3b).  

Nhö vaäy bieán daïng daøi töông ñoái cuûa ñoaïn dz laø:    
dz
dz

z
δε =           (a) 

Theo ñònh luaät Hooke ta coù:       
E

z
z

σ
ε =          (b) 

trong ñoù: E - laø haèng soá tyû leä, ñöôïc goïi laø moâ ñun ñaøn hoài khi keùo (neùn), noù 

phuï thuoäc vaøo vaät lieäu vaø coù thöù nguyeân 
( ) ⎥⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2daøi  chieàu

löïc , ñôn vò N/m2   , xaùc 

ñònh töø thí nghieäm . 
                          Baûng 3.1 cho trò soá E cuûa moät soá vaät lieäu. 
 

         Vaät lieäu E (kN/cm2) μ 

Theùp (0,15 ÷ 0,20)%C

Theùp loø xo 

Theùp niken 

Gang xaùm 

Ñoàng  

Ñoàng thau 

Nhoâm 

Goã doïc thôù 

Cao su 

2 x 104 

2,2 x 104 

1,9 x 104 

1,15 x 104 

1,2 x 104 

(1,0 ÷1,2)104 

(0,7 ÷ 0,8)104 

(0,08 ÷ 0,12)104 

0,8 

0,25 ÷ 0,33 

0,25 ÷ 0,33 

0,25 ÷ 0,33 

0,23 ÷ 0,27 

0,31 ÷ 0,34 

0,31 ÷ 0,34 

0,32 ÷ 0,36 

 

0,47 
T 
Töø (a) tính δdz, theá (b) vaøo, ta ñöôïc bieán daïng daøi doïc truïc cuûa ñoaïn dz laø: 

  dz
EF
N

dz
E

dzdz zz
z ===

σ
εδ    (c) 

Suy ra bieán daïng daøi (daõn khi thanh keùo, co khi thanh neùn) cuûa ñoaïn thanh 
daøi L: 

  dz
EF
N

dzL
L

z

L
∫∫ ==Δ δ   (3.2)  

Neáu E,  Flaø haèng soá vaø Nz cuõng khoâng ñoåi treân chieàu daøi L cuûa thanh, ta seõ 
ñöôïc: 

  
EF

LN
dz

EF
N

L z

L

z ==Δ ∫   (3.3) 
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Neáu thanh goàm nhieàu ñoaïn chieàu daøi Li vaø treân moãi ñoaïn Nz, E, A khoâng ñoåi 
thì: 

  ∑ ∑=Δ=Δ
ii

izi
i FE

LN
LL   (3.3’) 

Tích soá EF goïi laø ñoä cöùng khi chòu keùo hay neùn ñuùng taâm cuûa thanh. 
2- Bieán daïng ngang 

Theo phöông ngang thanh cuõng coù bieán daïng, ta ñaõ choïn z laø truïc thanh, 
x, y laø caùc phöông vuoâng goùc vôùi z (H.3.3d). Neáu ta goïi εx vaø εy laø bieán daïng daøi 
töông ñoái theo hai phöông x vaø y, thì ta coù quan heä sau: 

  zyx νεεε −==   (3.4) 

trong ñoù: ν  - heä soá Poisson, laø haèng soá vaät lieäu  
Daáu (–) trong bieåu thöùc chæ raèng bieán daïng theo phöông doïc vaø ngang ngöôïc 
nhau. 
 
Thí duï 3.1. Veõ bieåu ñoà doïc Nz tính öùng suaát vaø bieán daïng daøi toaøn phaàn cuûa 
thanh treân H.3.4a cho bieát E = 2.104 kN/cm2; F1 = 10 cm2; F2 = 20 cm2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Giaûi. Duøng phöông phaùp maët caét ta deã daøng veõ ñöôïc bieåu ñoà Nz (H.3.4b) 
Töø ñoù ta tìm ñöôïc öùng suaát treân maët caét ngang moãi ñoaïn laø: 

H.3.4

30 cm 

30 cm 

50 cm 

50 cm I 

II 

III 

IV 
F2 

10 kN 

10 kN 

20 kN 

P2=40k
N

F1 

30 kN 

P1=30kN Nz 

b) a) 
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2 kN/cm3
10
30

1

===
F
N I

z
Iσ ,  2 kN/cm1

10
10

1

−=
−

==
F

N II
z

IIσ  

2 kN/cm,50
20
10

2

−=
−

==
F

N III
z

IIIσ ,   2 kN/cm,50
20
10

2

===
F

N IV
z

IVσ  

Ñeå xaùc ñònh bieán daïng doïc toaøn phaàn chính laø bieán daïng daøi tuyeät ñoái cuûa 
thanh ta söû duïng coâng thöùc (3.3’) aùp duïng cho boán ñoaïn cuûa thanh. 

ΔL = 
20102

3010
20102

3010
10102

5010
10102

5030
4444 ××
×

+
××
×−

+
××

×−
+

××
×  = 0,005 cm 

Bieán daïng doïc mang daáu + nghóa laø thanh bò daøi ra. 
  
Ta coù theå tính bieán daïng baèng phöông phaùp coâïng taùc duïng. 

ΔL= +
××

+
××

−
+

××
+

+
××

×
20102

40x60-
10102

40x50
20102

30x60
10102

10030
4444 x202x10

20x30
4 = 0,005cm 

 
3.4. ÑAËC TRÖNG CÔ HOÏC CUÛA VAÄT LIEÄU 
1. Khaùi nieäm 

Vaán ñeà cuûa chuùng ta laø caàn phaûi so saùnh ñoä beàn, ñoä cöùng cuûa vaät lieäu khi 
chòu löïc vôùi öùng suaát bieán daïng cuûa vaät lieäu cuøng loaïi ñaõ bieát. Ta caàn thí 
nghieäm keùo, neùn ñeà tìm hieåu tính chaát chòu löïc vaø quaù trình bieán daïng töø luùc 
baét ñaàu chòu löïc ñeán luùc phaù hoûng cuûa caùc loaïi vaät lieäu khaùc nhau. 

Ngöôøi ta phaân vaät lieäu thaønh hai loaïi cô baûn: Vaät lieäu deûo, vaät lieäu doøn. 
Nhö vaäy coù boán thí nghieäm cô baûn sau: 

 
2. Thí nghieäm keùo vaät lieäu deûo (theùp) 

1- Maãu thí nghieäm 
Theo tieâu chuaån TCVN 197 - 85 

(H.3.5) 
Chieàu daøi Lo thí nghieäm laø ñoaïn thanh 

ñöôøng kính do, dieän tích Fo 
2- Thí nghieäm 
Taêng löïc keùo töø 0 ñeán khi maãu ñöùt, vôùi boä phaän veõ bieåu ñoà cuûa maùy keùo, 

ta nhaän ñöôïc ñoà thò quan heä giöõa löïc keùo P vaø bieán daïng daøi ΔL cuûa maãu nhö 
H.3.6. Ngoaøi ra sau khi maãu bò ñöùt ta chaép maãu laïi, maãu seõ coù hình daùng nhö 
H.3.7. 

3- Phaân tích keát quaû 
Quaù trình chòu löïc cuûa vaät lieäu coù theå chia laøm ba giai ñoaïn. 

OA: ñaøn hoài, P vaø ΔL baäc nhaát, Löïc lôùn nhaát laø löïc tæ leä Ptl.  
o

tl
tl F

P
=σ     (3.5) 

L0 

d0

H.3.5 
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AD: giai ñoaïn chaûy, löïc keùo khoâng taêng nhöng bieán daïng taêng lieân tuïc. Löïc 
keùo töông öùng laø löïc chaûy Pch vaø ta coù giôùi haïn chaûy.   

o

ch
ch F

P
=σ         (3.6) 

DBC: giai ñoaïn cuûng coá (taùi beàn), töông quan giöõa löïc P vaø bieán daïng ΔL 
laø ñöôøng cong. Löïc lôùn nhaát laø löïc beàn PB vaø ta coù giôùi haïn beàn. 

o

b
b F

P
=σ       

(3.7) 

Neáu chieàu daøi maãu sau khi ñöùt (H.3.7) laø L1 vaø dieän tích maët caét ngang nôi 
ñöùt laø A1 thì ta coù caùc ñònh nghóa ñaëc tröng cho tính deûo cuûa vaät lieäu nhö sau: 

Bieán daïng daøi töông ñoái (tính baèng phaàn traêm):δ = %10010

oL
LL −

 (3.8) 

Ñoä thaét tyû ñoái (tính baèng phaàn traêm): ψ = 1001

o

o

F
FF − %      (3.9) 

4- Bieåu ñoà σ -ε (bieåu ñoà qui öôùc) 
Töø bieåu ñoà P-ΔL ta deã daøng suy ra bieåu ñoà töông 

quan giöõa öùng suaát oz FP=σ  vaø bieán daïng daøi töông 
ñoái oz LLΔ=ε .  

Bieåu ñoà naøy coù hình daïng gioáng nhö bieåu ñoà P - ΔL 
(H.3.8). Treân bieåu ñoà chæ roõ bchtl σσσ ,,  vaø caû moâ ñun 
ñaøn hoài: 

 
ε
σ

=E  = tanα 

Neáu keå ñeán söï bieán ñoåi dieän tích maët caét ngang ta 
seõ coù bieåu ñoà töông quan giöõa zε  vaø öùng suaát 
thöïc (ñöôøng neùt ñöùt). 
3. Thí nghieäm keùo vaät lieäu doøn 
 Bieåu ñoà keùo vaät lieäu doøn coù daïng ñöôøng 
cong (H.3.9). Vaät lieäu khoâng coù giôùi haïn tyû leä 
vaø giôùi haïn chaûy maø chæ coù giôùi haïn beàn. 

PB 

Pch 
Ptl  

P 

ΔLO 

A 

D 

B 

C 

H.3.6 

L1

d1, A1 

H.3.7

Ptl

P

Pb

O ΔL

Ñöôøng cong thöïc

Ñöôøng qui öôùc 

H.3.9 

σb

σch
σtl

σ

ε
O

D 

B 
C

α 

A 

H.3.8 
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o

b
b F

P
=σ        (3-10) 

Tuy vaäy ngöôøi ta cuõng qui öôùc moät giôùi haïn ñaøn hoài naøo ñoù vaø xem ñoà thò 
quan heä löïc keùo vaø bieán daïng laø ñöôøng thaúng (ñöôøng qui öôùc). 
 
4. Neùn vaät lieäu deûo 

Bieåu ñoà neùn vaät lieäu 
deûo nhö H.3.10a. Ta chæ 
xaùc ñònh ñöôïc giôùi haïn tyû 
leä vaø giôùi haïn chaûy, maø 
khoâng xaùc ñònh ñöôïc giôùi 
haïn beàn do söï phình ngang 
cuûa maãu laøm cho dieän tích 
maët caét ngang maãu lieân 
tuïc taêng leân. Sau thí 
nghieäm maãu coù daïng hình troáng (H.3.10c). 
 
5. Neùn vaät lieäu doøn. Ñöôøng cong töông töï bieåu ñoà keùo vaät lieäu doøn. Pb. 

Nghieân cöùu caùc thí nghieäm keùo vaø neùn caùc vaät lieäu deûo vaø doøn, ngöôøi ta 
thaáy raèng: giôùi haïn chaûy cuûa vaät lieäu deûo khi keùo vaø neùn nhö nhau, coøn ñoái vôùi 
vaät lieäu doøn giôùi haïn beàn khi keùo beù hôn nhieàu so vôùi giôùi haïn beàn khi neùn.  
 
3.6. THEÁ NAÊNG BIEÁN DAÏNG ÑAØN HOÀI (TNBDÑH) 

1- Khaùi nieäm 
Xeùt thanh chòu keùo laøm vieäc trong giai ñoaïn ñaøn hoài (H.3.13a). Löïc taêng 

daàn töø 0 ñeán giaù trò P, thanh daõn ra töø töø ñeán giaù trò ΔL. Boû löïc, thanh veà vò trí 
ban ñaàu. 

Ngöôøi ta noùi coâng cuûa W cuûa ngoaïi löïc phaùt sinh trong quaù trình di 
chuyeån ñaõ chuyeån hoùa thaønh theå naêng bieán daïng ñaøn hoài U tích luõy trong 
thanh vaø chính theá naêng naøy laøm cho thanh ñaøn hoài sau khi khoâng taùc duïng 
löïc. 
 2- Tính theá naêng bieán 
daïng ñaøn hoài 

P vaø ΔL bieåu dieãn 
nhö H.3.13b. Coâng cuûa 
löïc P treân chuyeån dôøi 
ΔL. 

L

ΔL

P

ΔL

ΔL dΔL

P 

P
P + dP

O

A

C

a)              b) 
H.3.13 

Pch

Ptl

P

ΔLO
a)

H.3.10

d h

b)

c) d)
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   dW = (P + dP)dΔL = PdΔL + dPdΔL= PdΔL 
Suy ra coâng cuûa löïc keùo P taêng töø 0 ñeán P ñöôïc bieåu thò baèng dieän tích tam 
giaùc OAC. 

    W = 
2

LPΔ  

Coâng naøy bieán thaønh TNBD ÑH   U:  U = W = 
2

LPΔ =
EF

LP
2

2

 (3.11) 

Goïi u laø TNBDÑH rieâng (theá naêng tích luõy trong moät ñôn vò theå tích), ta 
coù: 

    u = 
22

2
zzz

EV
U εσσ

==    (3.12) 

Xeùt ñoaïn thanh coù chieàu daøi dz coù noäi löïc Nz (H.3.14):   dU = 
EF

dzN z

2

2

 

 Suy ra theá naêng bieán daïng ñaøn hoài cuûa ñoaïn thanh daøi L, coù noäi löïc Nz laø: 

    U = ∫ ∫=L L

z

EF
dzN

dU
2

2

 

Khi trong ñoaïn thanh 
EF
N z  khoâng ñoåi ta coù: U = 

EF
LN z

2

2

  (3.13) 

Vôùi nhieàu ñoaïn daøi Li ta seõ coù: U = ∑Ui = ∑
ii

izi

FE
LN

2

2

     (3.13’) 

Theá naêng bieán daïng ñaøn hoài thöôøng duøng ñeå tính 
chuyeån vò cuûa heä thanh. 
 
Ví duï 3.2. Xaùc ñònh chuyeån vò ñöùng cuûa ñieåm ñaët löïc. Cho 

E = 20000 kN/cm2; (H.3.15a). Cho L = 200 cm; P = 300 (KN); α = 30o ; F= 10 
cm2  
 
Giaûi 
- Xaùc ñònh noäi löïc 

Taùch maét A (H.3.15b). 
 Duøng hai phöông trình hình chieáu: 

∑X = 0:  NAB = NAC = N 
 ∑Y = 0:   2Ncosα = P 

suy ra:         N = 
αcos2

P  

 
 
 
 

dz 

Nz 

Nz 

H.3.14 

P

A

NAB NAC

a)

H. 3.15 
P

α α

B C

A

K I

ΔAC ΔAB

F F

L L

b) 
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 - Chuyeån vò ñöùng cuûa ñieåm A 
a) Phöông phaùp duøng caùch tính theo bieán daïng hình hoïc. 
Goïi ΔAB, ΔAC caùc bieán daïng cuûa ñoaïn AB, AC (H.3.15a).  
Töø I, K keû hai ñöôøng vuoâng goùc vôùi AB vaø AC, chuùng caét nhau ôû A’, AA’ 

chính laø ñoä di chuyeån cuûa ñieåm A.  
Tröôøng hôïp heä thanh treân vì NAB = NAC neân ΔAB = ΔAC vaø A’ naèm treân 

ñöôøng thaúng ñöùng keû töø A, hay AA’ chính laø chuyeån vò caàn tìm. 
Xeùt tam giaùc AIA’ ta coù: 

        AA’cosα = AI        hay:      AA’ = 
αcos

AI  = 
αcos

ABΔ
 

      AA’ = ( ) αcosAB

ABAB

EF
LN  = 

α22 cosEF
PL  

Vôùi P = 300 kN, E = 20000 kN/cm2, A = 10 cm2, α = 300 ta ñöôïc: AA’ = 0,4 cm 
b) Phöông phaùp duøng theá naêng bieán daïng ñaøn hoài 
Ta coù:  W = U  (*) 

Coâng ngoaïi löïc:  
   W = 

2
1 P.AA’ 

Theá naêng bieán daïng ñaøn hoài cuûa heä:U = 
AB

ABAB

EF
LN
)(2

2

 + 
AC

ACAC

EF
LN
)(2

2

 = 2
EF

LN
2

2

 

Theá vaøo (*) ta ñöôïc:               
2
1 P.AA’ = 2

EF
LN

2

2

 

suy ra:   AA’ = 
P
2

EF
LN 2

 = 
α22 cosEF

PL  = 0,4 cm 

 
3.7. ÖÙNG SUAÁT CHO PHEÙP - HEÄ SOÁ AN TOAØN - BA BAØI TOAÙN CÔ BAÛN 

Ta goïi öùng suaát nguy hieåm, kyù hieäu oσ , laø trò soá öùng suaát maø öùng vôùi noù 
vaät lieäu ñöôïc xem laø bò phaù hoaïi. Ñoái vôùi vaät lieäu deûo cho σσ = , ñoái vôùi vaät lieäu 
doøn bo σσ = . 
Nhöng khi cheá taïo, vaät lieäu thöôøng khoâng ñoàng chaát hoaøn toaøn, vaø trong quaù 
trình söû duïng taûi troïng taùc duïng coù theå vöôït quaù taûi troïng thieát keá, ñieàu kieän 
laøm vieäc cuûa keát caáu hay chi tieát chöa ñöôïc xem xeùt ñaày ñuû, caùc giaû thieát khi 
tính toaùn chöa ñuùng vôùi söï laøm vieäc cuûa keát caáu. Vì theá ta khoâng tính toaùn 
theo oσ . Chuùng ta phaûi choïn moät heä soá an toaøn n lôùn hôn 1 ñeå xaùc ñònh öùng 
suaát cho pheùp. 

        [ ]
n

oσ
σ =          (3.15) 

Vaø duøng trò soá [ ]σ  ñeå tính toaùn. 
Heä soá an toaøn do nhaø nöôùc hay hoäi ñoàng kyõ thuaät cuûa nhaø maùy qui ñònh. 
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Ñeå choïn heä soá an toaøn ñöôïc chính xaùc, nhieàu khi ngöôøi ta phaûi choïn nhieàu heä 
soá theo rieâng töøng nguyeân nhaân daãn ñeán söï khoâng an toaøn cuûa coâng trình hay 
chi tieát maùy, coù theå keå ñeán: 

- Heä soá keå ñeán ñoä ñoàng chaát cuûa vaät lieäu 
- Heä soá keå ñeán söï vöôït quaù taûi troïng thieát keá 
- Heä soá keå ñeán söï laøm vieäc taïm thôøi hay laâu daøi 
Nhö vaäy muoán ñaûm baûo söï laøm vieäc an toaøn veà ñoä beàn khi thanh chòu keùo 

(neùn) ñuùng taâm, öùng suaát trong thanh phaûi thoûa maõn ñieàu kieän beàn laø: 
        [ ]σσ ≤=

F
N z

z         (3.16) 

Töø ñieàu kieän beàn, ta coù ba baøi toaùn cô baûn: 

Kieåm tra beàn:  [ ] %5±≤= σσ
F
N z

z  

Choïn kích thöôùc maët caét ngang: [ ] %5±≥
σ

zN
F  

Ñònh taûi troïng cho pheùp:   [ ] %5±≤ FN z σ         hay:      [ ] [ ]FN z σ=  
 
 
 

 
Thí duï 3.4. Cho heä nhö H.3.17a. Ñònh taûi troïng cho pheùp [P] theo ñieàu kieän 
beàn cuûa caùc thanh 1, 2, 3. Cho bieát [σ ] = 16 kN/cm2, F1= 2 cm2, F2= 1 cm2, F3= 
2 cm2. 
Giaûi. Tröôùc tieân ta caàn tính noäi löïc trong caùc thanh. Coâ laäp heä nhö H.3.17b. 

Xeùt caân baèng vôùi caùc phöông trình: 
  ∑X = 0 => N2 cos45o + N3 = 0 
   ∑Y = 0 => –P + N1 + N2 sin45o

 = 0 
           ∑M/A = 0 => –P2a + N1a = 0 

Ta ñöôïc N1 = 2P, N2 = –P 2  (neùn), N3 = P 
Vieát ñieàu kieän beàn cuûa caùc thanh 1, 2, 3: 
 

          
1

1
1 F

N
=σ  = 

1

2
F
P  ≤  [ ]σ  =>    P ≤ [ ]

2
1Fσ  = 

2
2.16  = 16 kN 

         
2

2
2 F

N ||
=σ  = 

2

2
F

P   ≤[ ]σ   =>    P ≤ [ ]
2

2Fσ  = 
2
1.16  = 11,3 kN 

           
3

3
3 F

N
=σ  = 

3F
P  ≤   [ ]σ  =>     P ≤[ ]σ  F3 = 16.2 = 32 Kn 

 
So saùnh ta ñöôïc [P] = 11,3 KN. 
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3.8. BAØI TOAÙN SIEÂU TÓNH  
Ñònh nghóa: Baøi toaùn sieâu tónh laø baøi toaùn maø chæ vôùi caùc phöông trình caân baèng 
tónh hoïc seõ khoâng ñuû ñeå giaûi ñöôïc taát caû caùc phaûn löïc hay noäi löïc trong heä. 
Caùch giaûi. Caàn tìm theâm caùc phöông trình dieãn taû ñieàu kieän bieán daïng cuûa heä 
sao cho coäng soá phöông trình naøy vôùi caùc phöông trình caân baèng tónh hoïc vöøa 
ñuû baèng soá aån soá phaûn löïc, noäi löïc caàn tìm. 
 
Thí duï 3.5. Xeùt thanh chòu löïc nhö H.3.18a. ÔÛ hai ngaøm coù hai phaûn löïc VA vaø 
VB. Ta coù phöông trình caân baèng: VA + VB – P = 0  (a)      

Phöông trình naøy coù hai aån, muoán giaûi ñöôïc ta phaûi tìm theâm phöông 
trình ñieàu kieän bieán daïng cuûa thanh. 
Töôûng töôïng boû ngaøm B vaø thay baèng phaûn löïc VB (H.3.18b). Ñieàu kieän bieán 
daïng cuûa heä laø:       ΔL = ΔBA = ΔBC + ΔCA = 0       (b) 
Goïi NBC vaø NCA laø noäi löïc treân caùc maët caét cuûa caùc ñoaïn BC vaø CA ta seõ ñöôïc:  

     ΔL = 
EF

LN BCBC  + 
EF

LN CACA  = 0 (c)        

vôùi NBC = −VB ; NCA = −VB + P, (c) trôû thaønh:  
EF

aPV
EF

bV BB )( +−
+

−  = 0 

suy ra:        VB = 
ba

Pa
+

 

Ta ñaõ tính ñöôïc phaûn löïc VB, baøi toaùn trôû thaønh baøi toaùn tónh ñònh bình 
thöôøng 
 

P N1 N2

N3

a a

P 

B 

1

45o

2 

3 

a a

H. 3.17

a) 

b) 
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Thí duï 3.6. Xeùt heä goàm ba thanh treo löïc P (H.3.19a) haõy tính noäi löïc trong caùc 
thanh treo. 
Giaûi. Ta coù hai phöông trình caân baèng ( taùch nuùt A): 

     ∑X = NAB sin α + NAD sin α = 0     (a) 
     ∑Y = –P + NAB cosα + NAC + NAD cosα = 0     (b) 
Ñeå giaûi ba aån soá noäi löïc ta caàn theâm moät phöông trình ñieàu kieän bieán daïng. 

Xeùt heä thanh sau khi chòu löïc. Vì ñoái xöùng neân ñieåm A di chuyeån theo phöông 
AC ñeán A’. Töø A keû ñöôøng AI vaø AK laàn löôït vuoâng goùc vôùi A’B vaø A’D. Bieán 
daïng nhoû neân goùc A’BA vaø A’DA voâ cuøng beù vaø goùc BA’C vaø DA’C vaãn α. 
Suy ra IA’ laø ñoä daõn daøi cuûa AB vaø töông töï KA’ laø ñoä daõn daøi cuûa AD. 

Ngoaøi ra AA’ cuõng chính laø ñoä daõn daøi cuûa AC 
Xeùt tam giaùc A’IA vaø A’KA ta coù lieân heä: 
IA‘ = KA’ = AA’cosα   ( c ) 
  

Thay IA’ = 
αcosEF

LN AB  ;  KA’ =
αcosEF

LN AD  ;  AA’ = 
EF

LN AC vaøo (c) roài vaøo (a) vaø (b) ta 

seõ ñöôïcNAB = NAD = 
α

α
3

2

cos21
cos

+
P ; NAC = 

α3cos21+
P  

 
 
 
 

 
 
 

 
 

α α

B C

A
I K

EA EA

P
A’

L 

EA

D

P

A

NAB NAD 
NAC

y

x 

H.3.19
a) b)

b
P

a

VB

C

A

B

b  P 

a 

VA 

 VB 

 C 

 A 

B 

a) b)
H.3.18
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Thí du ï3.7. Cho thanh ABC tuyeät ñoái cöùng lieân keát khôùp taïi A ñöôïc treo bôûi 
daây CD coù tieát dieän F  vaø coù chieàu daøi L nhö hình veõ. 

 1/ Tính noäi löïc cuûa CD. 
 2/  Tính  [q] theo ñieàu  kieän beàn cuûa thanh CD . 
      Cho bieát [σ ] = 16 kN/cm2, L=2m F1= 2 cm2 . 
3/ Tính chuyeån vò ñöùng cuûa ñieåm C . Cho E = 20000 kN/cm2 
4/ Baây giôø theâm thanh choáng BH hay thanh treo CH (neùt chaám) . Tính laïi noäi 

löïc cuûa caùc thanh choáng CD vaøBH 
. 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
Cho q =10kN/m, L = 1m , F = 1.5cm 2 , E=20000kN/cm 2  , [σ ] = 16 kN/cm2 
-Kieåm tra beàn thanh CD. 
-Tính chuyeån vò ñöùng cuûa ñieåm C 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

A

qL22qL

C B

30

H 

2L

LL L
A

F
A

D 

D

L/2

P=2ql

EF
M = 2qL 2  

1.5EF 

q 

L 

B 

L 

C

L 

L/2
H 

A 
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Chöông 4 
 

TRAÏNG THAÙI ÖÙNG SUAÁT  
 

4.1 NHÖÕNG KHAÙI NIEÄM VEÀ TRAÏNG THAÙI ÖÙNG SUAÁT.  

4.1.1  TRAÏNG THAÙI ÖÙNG SUAÁT (TTÖS)TAÏI MOÄT ÑIEÅM. 

Xeùt moät ñieåm K trong moät vaät theå caân 
baèng vaø caùc maët caét qua K, treân caùc maët 
caét aáy coù caùc öùng suaát phaùp σ vaø öùng suaát 

tieáp τ. Caùc öùng suaát naøy thay ñoåi tuøy vò trí  
maët caét (H.4.1).   

Ñònh nghóa TTÖÙS:  TTÖS taïi moät ñieåm 
laø taäp hôïp taát caûû nhöõng  öùng suaát treân caùc 
maët ñi qua ñieåm aáyù. 

TTÖS taïi moät ñieåm ñaëc tröng cho möùc ñoä chòu löïc cuûa vaät theå taïi ñieåm 
ñoù. Nghieân cöùu TTÖS laø tìm ñaëc ñieåm vaø lieân heä giöõa caùc öùng suaát σ , τ, 
xaùc ñònh öùng suaát lôùn nhaát, nhoû nhaát ñeå  tính toaùn ñoä beàn hay giaûi thích, 
ñoaùn bieát daïng phaù hoûng cuûa vaät theå chòu löïc. 

 4.1.2  Bieåu dieãn TTÖS taïi moät ñieåm 

Töôûng töôïng taùch moät phaân toá hình 
hoäp voâ cuøng beù bao quanh ñieåm K. Caùc 
maët phaân toá song song vôùi caùc truïc toaï 
ñoä (H 4.2).  

Treân caùc maët cuûa phaân toá seõ coù chín 
thaønh phaàn öùng suaát:  
 +Ba öùng suaát phaùp: σx , σy , σz  

      +Saùu öùng suaát tieáp. τxy , τyx , τxz , τzx , 
τyz , τzy , 
  ÖÙng suaát phaùp σ  coù 1 chæ soá chæ phöông phaùp tuyeán maët coù σ .  
ÖÙng suaát tieáp τ coù hai chæ soá: Chæ soá thöù nhaát chæ  phöông phaùp tuyeán cuûa 
maët caét coù τ, chæ soá thöù hai chæ phöông  cuûa τ.  

• 
σ

τ 

K 

P4 

P3

P2P1 

y 

x 

H.4.1. ÖÙng suaát taïi moät ñieåmz

z

x

y  

τ  yz  
τ  zy  

τ  zx  τ xz

τxy

τyx

σ y  

σ x
σ  z  

        H.4.2  
Caùc thaønh phaàn öùng suaát  
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4.1.3 Ñònh luaät ñoái öùng cuûa öùng suaát tieáp 

         Treân hai maët vuoâng goùc, neáu maët naày coù öùng suaát tieáp höôùng vaøo 
caïnh ( höôùng ra khoûi caïnh ) thì maët kia cuõng coù öùng suaát tieáp höôùng vaøo 
caïnh ( höôùng ra khoûi caïnh ), trò soá hai öùng suaát baèng nhau ( H.4.3) 

⎮τxy ⎮ = ⎮τyx ⎮; ⎮τxz⎮=⎮τzx⎮ ; ⎮τyz ⎮  =⎮τzy ⎮                 (4.1) 
TTÖÙS taïi moät ñieåm coøn 6 thaønh phaàn öùng suaát 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.1.4 Maët chính, phöông chính vaø öùng suaát chính. Phaân loaïi TTÖS 
Lyù thuyeát ñaøn hoài ñaõ chöùng minh raèng taïi moät ñieåm baát kyø cuûa vaät theå 

chòu löïc luoân tìm ñöôïc moät phaân toá hình hoäp vuoâng goùc maø treân caùc maët 
cuûa phaân toá ñoù chæ coù öùng suaát phaùp, maø khoâng coù öùng suaát tieáp (H4.4a).  

Nhöõng maët ñoù goïi laø maët chính.  
Phaùp tuyeán cuûa maët chính goïi laø phöông chính. 
ÖÙng suaát phaùp treân maët chính goïi laø öùng suaát chính vaø kyù hieäu laø:   
σ1 , σ2 vaø σ3. Quy öôùc: σ1 > σ2 > σ3. 

 Thí duï :  
σ1 = 200 N/cm2; 
σ2 = −400 N/cm2; 
σ3 = −500 N/cm2 

    Phaân loaïi TTÖS : 

- TTÖS khoái : Ba öùng 
suaát chính khaùc 
khoâng (H.4.4a). 

- TTÖS phaúng: Hai öùng suaát chính khaùc khoâng (H.4.4b).    

- TTÖS ñôn: Moät öùng suaát chính khaùc khoâng (H.4.4c). 

 

H. 4.4 Caùc loaïi traïng thaùi öùng suaát

b) 
a) c)

 
τ   

τ
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       TTÖS khoái vaø TTÖS phaúng goïi laø TTÖS phöùc taïp. 

4.2  TTÖÙS TRONG BAØI TOAÙN PHAÚNG- PHÖÔNG PHAÙP GIAÛI TÍCH. 

4.2.1 Caùch bieåu dieãn – Quy öoùc daáu 

Caùch bieåu dieån: 

 

 

 

 

 

 

 

 Xeùt moät phaân toá (H.4.5a). ÖÙng suaát treân maët vuoâng goùc vôùi truïc z 
baèng khoâng vaø maët naøy laø moät maët chính vì coù öùng suaát tieáp baèng khoâng.  

Ñeå deã hình dung, ta bieåu dieãn phaân toá ñang xeùt baèng hình chieáu cuûa 
toaøn phaân toá leân maët phaúng Kxy (H.4.5b).  

Quy öôùc daáu: + σ > 0 khi gaây keùo ( höôùng ra ngoaøi maët caét) 

      + τ > 0 khi laøm cho phaân toá quay thuaän kim ñoàng hoà 

Hình 4.5b bieåu dieån caùc öùng suaát > 0 

        (qui öôùc naày phuø hôïp vôùi baøi toaùn thanh)  

4.2.2 ÖÙng suaát treân maët caét nghieâng baát kyø 
Vaán ñeà: Xaùc ñònh öùng suaát treân maët caét nghieâng song song vôùi truïc z vaø coù 
phaùp tuyeán u taïo vôùi truïc x moät goùc α (α > 0 khi quay ngöôïc chieàu kim 
ñoàng hoà keå töø truïc x ) (H.4.6a). Giaû thieát  ñaõ bieát öùng suaát  σx, σy vaø τxy.  
  

♦ Tính σu vaø τuv : Töôûng töôïng caét phaân toá baèng maët caét nghieâng ñaõ 
neâu, maët caét chia phaân toá ra laøm hai phaàn, xeùt caân baèng cuûa moät phaàn 
phaân toá (H.4.6b) 

 
 
 

 H. 4.5  TTÖÙS trong baøi toaùn phaúng

a)z

x

y
σy

σx
σx

τxy

τyx

K
σx

σ

τxy

σ y 
τ y x 

b) 

σu   

u

v 

 τuv

ασxσx 

σy

σy

τxy

τyx τyx 

τxy

σx

σy 

x

y

z
 a)  b)
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Treân maët nghieâng coù öùng suaát σu vaø τuv , chuùng ñöôïc xaùc ñònh töø 
phöông trình caân baèng tónh hoïc.   

* ∑U=0 ⇒  0cossinsincos =+−+− ατασατασσ dzdxdzdxdzdydzdydsdz xyyxyxu  

 * ∑V=0 ⇒ 0sincoscossin =++−− ατασαταστ dzdxdzdxdzdydzdydsdz xyyxyxuv  

 Keå ñeán: ⎮τxy ⎮ = ⎮τyx ⎮; dx = ds sinα ;  dy = ds cosα,  

 
ααα

αααα

2sin
2
1cossin

)2cos1(
2
1);2cos1(

2
1cos2

=

−=+= 2sin   
 

⇒  ατα
σσσσ

σ 2sin2cos
22 xy

yxyx
u −

−
+

+
=  (4.2a) 

  ατα
σσ

τ 2cos2sin
2 xy

yx
uv +

−
+=  (4.2b) 

 ♦ Tính σv : Xeùt maët nghieâng coù phaùp 
tuyeán v, vuoâng goùc maët coù phaùp tuyeán u 
(H.4.7). Thay theá α  baèng (α + 90°) vaøo (4.2a) 
, 
⇒  öùng suaát phaùp taùc duïng treân maët coù phaùp 
tuyeán v: 

ατα
σσσσ

σ 2sin2cos
22 xy

yxyx
v +

−
−

+
=          (4.3) 

 Toång (4.2a) vaø (4.3), ⇒ 

  

b)

σ y 
τ yx 

τxy
τ   uv  

u  

v 

x  

y 

α  σ x 

σ  u  

H.4.6 ÖÙng suaát treân maët nghieâng 

τuv τ   xy   τ   yx   

σ u 

dx  

dy  dz

ds 

σ y 

x

y   

z  

v 

u

α  

a)  

α σ   x   

 

H. 4.7  ÖÙng suaát treân  
2 maët vuoâng goùc  nhau 

τ  uv   
τ   vu  

v 
u 

x 
α 

α   + 90  
o 
σ  u  

σ v  
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   yxvu σσσσ +=+              (4.4) 

 Bieåu thöùc treân cho thaáy, toång öùng suaát phaùp taùc duïng treân hai maët 
vuoâng goùc cuûa phaân toá öùng suaát phaúng taïi moät ñieåm laø haèng soá vaø khoâng 
phuï thuoäc vaøo goùc α.  
Ñoù laø Baát Bieán Thöù Nhaát cuûa öùng suaát phaùp 

Thí duï 4.1  Thanh coù dieän tích 5 cm2, chòu keùo vôùi löïc P = 40 kN. Xaùc ñònh 
öùng suaát treân maët caét nghieâng moät goùc 30o vôùi maët caét ngang (H.4.8). 
                                            Giaûi  
ÖÙng suaát phaùp treân maët caét ngang (Chöông 3) 

         2kN/cm 8
5
40

===
F
P

xσ  

 Taùch phaân toá hình hoäp bao ñieåm K 
naèm treân maët caét ngang. 
 Ta coùù: 2kN/cm 8+=xσ , 0=yσ    

       Maët caét nghieâng coù phaùp tuyeán 
hôïp vôùi truïc vôùi truïc x (truïc thanh) moät 
goùc( +30o ). 
Töø  (4.2)    ⇒ 

( )
2

2

kN/cm 46,330.2sin
2
82sin

2

kN/cm 630.2cos1
2
82cos

22

+=+=+=

=+=+=

ox
uv

oxx
n

αστ

ασσσ
 

4.2.3  ÖÙng suaát chính - Phöông chính - ÖÙng suaát phaùp cöïc trò 

1- ÖÙng suaát chính - phöông chính 

 Ngoaøi maët chính laø maët ñaõ bieát vuoâng goùc 
vôùi truïc z, hai maët chính coøn laïi laø nhöõng maët 
song song vôùi truïc z (vì phaûi vuoâng goùc vôùi 
maët chính ñaõ coù).  
Maët chính laø maët coù öùng suaát tieáp = 0 ⇒ Tìm 
hai maët chính coøn laïi baèng caùch cho uvτ  =0 

 

H. 4.9 ÖÙng suaát chính

x 

σ   1 
σ 2  

σ 1 
σ 2 

) 1 ( o α 

o o o   90 
) 1 (   )  2 (  + = α α  

H.4.8 

σ   u  
σx 

v 

u 
30

 

τ uv 

σu

P P = 40 kN 
K  

30  
o  u 

v

τuv
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 Neáu goïi oα  laø goùc cuûa truïc x hôïp vôùi phöông chính thì ñieàu kieän ñeå tìm 

phöông chính laø:   uvτ  =0   ⇔ 02cos2sin
2

=+
−

+ ατα
σσ

xy
yx  

 ⇒ Phöông trình xaùc ñònh α0 :   β
σσ

τ
α tantan =

−
−=

yx

xy
o

2
2     (4.5) 

              22
πβα ko ±=    ⇒    201

βα =     vaø    2202
πβα ±=  

(4.5) cho thaáy  coù hai giaù trò α0  sai bieät nhau 90°. Vì vaäy, coù hai maët chính 
vuoâng goùc vôùi nhau vaø song song vôùi truïc z. Treân moãi maët chính coù moät 
öùng suaát chính taùc duïng. 

Hai öùng suaát chính naøy  cuõng laø öùng suaát phaùp cöïc trò (kyù hieäu laø 
σmax hay σmin ) bôûi vì  

yx

xyu

dz
d

σσ
τ

α
σ

−
−=⇔=

2
2tan0    gioáng vôùi (4.5) 

Giaùù trò öùng suaát chính hay öùng suaát phaùp cöïc trò coù theå tính ñöôïc 
baèng caùch theá ngöôïc trò soá cuûa α  trong (4.5) vaøo (4.2a). 
 Ñeå yù raèng:   

oo

o
o

α
α

α

αα
2tan1

1;
2tan1

2tan2sin
22 +

±=
+

±= ocos2   

⇒   2
2

3,1
min
max 22 xy

yxyx τ
σσσσ

σσ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
±

+
==  (4.6) 

Ta laïi thaáy  σ max + σ min = σ 1 + σ 3 = σ x + σ y 

 
Thí duï 4.2 Tìm öùng suaát 
chính vaø phöông chính cuûa 
TTÖS (H.4.10a). Ñôn vò cuûa 
öùng suaát laø kN/cm2. 
                Giaûi  
Theo quy öôùc daáu, ta coù:    

2
y

2 kN/cm 2  ;kN/cm 4 == σσ x
2kN/cm 1 +=xyτ  

Phöông chính xaùc ñònh töø (4.5): 

  1
24

22
2tan −=

−
−

=
−

−=
yx

xy
o σσ

τ
α  ⇒  oo

o k180452 +−=α  

 ⇒      '3067;'3022 )2()1( o
o

o
o =−= αα   (i) 

a) H. 4.10   

y

x

1

4

2

b)
x

y 

σ1

σ2

67o30’ 

22o30’ 
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 Coù 2 phöông chính ( 2 maët chính) vuoâng goùc nhau 
 Caùc öùng suaát chính ñöôïc xaùc ñònh töø (4.6): 

     
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=±=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

±
+

=
2

2

kN/cm 
kN/cm 

58,1
41,4

231
2

24
2

24 2

min
maxσ             (ii) 

 Ñeå xaùc ñònh maët chính naøo töø (i) coù öùng suaát chính (ii) taùc duïng, ta 
duøng (4.2b), chaúng haïn vôùi '3022)1( o

o −=α , ta coù: 

         ( ) ( ) 2kN/cm   41,4'30222sin1'30222cos
2

24
2

24
=−−−

−
+

+
= oo

uσ  

Vaäy : σ1 = 4,41 kN/cm2 öùng vôùi goùc nghieâng '3022)1( o
o −=α ,  

         σ2 = 1,58 kN/cm2 taùc duïng treân maët coù '3067)2( o
o −=α .  

Caùc maët vaø öùng suaát chính bieåu dieãn treân phaân toá ôû H.4.10b.  

       2- ÖÙng suaát tieáp cöïc trò 
 Tìm öùng suaát tieáp cöïc trò vaø maët nghieâng treân ñoù coù öùng suaát tieáp cöïc 

trò baèng caùch cho 0=
α

τ
d

d uv  

     02sin22cos)( =−−= ατασσ
α
τ

xyyx
uv

d
d  (4.7) 

⇔    =
−

=
xy

yx

τ
σσ

α
2

2tan                 (4.7) 

So saùnh (4.7) vôùi (4.5) ⇒  
oα

α
2tan
12tan −=            

(4.8) 

        ⇒ o
o k9022 ±= αα  hay    o

o k45±= αα   ⇒   

 Maët coù öùng suaát tieáp cöïc trò hôïp vôùi nhöõng maët chính moät goùc 45°.  
Theá (4.8) vaøo (4.2b), ta ñöôïc : 

  2
2

min
max 2 xy

yx τ
σσ

τ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
±=              (4.9) 

4.2.4  Caùc tröôøng hôïp ñaëc bieät 

1- TTÖS phaúng ñaëc bieät 
Phaân toá treân H.4.12 coù:    0; xy ττσσσ === yx ;  

Töø (4.6) 
⇒

  

σ

τ

  TTUSphaúng ñaëc bieät
 

 

τ

   
 TTUS Tröôït thuaàn tuyù

  

H. 4.13

H. 4.11 ÖÙng suaát tieáp cöïc trò

o   o   45 
)  2 ( )   2 (  1 +  =  α  α  

τ max

σ 

H.4.12
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22
,1

min
max 4

2
1

2
τσσσσ +±== 3     (4.10) 

     Phaân toá coù 2 öùng suaát chính ( seõ gaëp ôû tröôøng hôïp thanh chòu uoán ). 
2- TTÖS tröôït thuaàn tuùy (H.4.13) 

ÔÛ ñaây, ττσσ === xyyx ;0 ;Thay vaøo (4.6)  

 ⇒   τσσ ±== 3 ,1
min
max  hay      τσσ =−= 31              (4.11) 

Hai phöông chính ñöôïc xaùc ñònh theo (4.5): 

  ∞=oα2tan   ⇔    24
ππα ko +=       (4.12) 

Nhöõng phöông chính xieân goùc 45o vôùi truïc x vaø y. 
       3- Tröôøng hôïp phaân toá chính (H.4.14) 
       Phaân toá chính chæ coù σ 1 , σ 3 ,τ = 0; 

       Thay vaøo (4.9), ta ñöôïc:  
2

31
minmax,

σσ
τ

−
±=       (4.13)                        

4.3 TTÖÙS TRONG BAØI TOAÙN PHAÚNG- PHÖÔNG PHAÙP ÑOÀ THÒ. 
1- Voøng troøn Mohr öùng suaát.  
Coâng thöùc xaùc ñònh öùng suaát treân maët caét nghieâng (4.2) coù theå bieåu 

dieãn döôùi daïng hình hoïc baèng voøng troøn Mohr. Ñeå veõ voøng troøn Mohr, ta 
saép xeáp laïi  (4.2) nhö sau: 

  ατα
σσσσ

σ 2sin2cos
22 xy

yxyx
u −

−
=

+
−                 (4.14)  

             ατα
σσ

τ 2cos2sin
2 xy

yx
uv +

−
=  (4.14)’ 

Bình phöông caû hai veá cuûa hai ñaúng thöùc  treân roài coäng laïi, ta ñöôïc: 

 2
2

2
2

22 xy
yx

uv
yx

u τ
σσ

τ
σσ

σ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−     (4.15) 

Ñaët: 2
2

2
;

2 xy
yxyxc τ

σσσσ
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

+
= 2R    (4.16)   

 (4.15)  thaønh:   ( ) 222 Rc uvu =+− τσ                 (4.17) 
Trong heä truïc toïa ñoä, vôùi truïc hoaønh σ vaø 

truïc tung τ, (4.17) laø phöông trình cuûa moät 
ñöôøng troøn coù taâm naèm treân truïc hoaønh vôùi 
hoaønh ñoä laø c vaø coù baùn kính R . Nhö vaäy, caùc 
giaù trò öùng suaát phaùp vaø öùng suaát tieáp treân taát caû caùc maët song song vôùi 

σ1 

σ3 

H. 4.14 

 

O 
C σ 

R 

C

τ  

H. 4.15 Voøng 
troøn öùng suaát 
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truïc z cuûa phaân toá ñeàu bieåu thò baèng toïa ñoä nhöõng ñieåm treân voøng troøn. Ta 
goïi voøng troøn bieåu thò TTÖS cuûa phaân toá laø voøng troøn öùng suaát hay voøng 
troøn Mohr öùng suaát cuûa phaân toá. 
 Caùch veõ voøng troøn: (H.4.16) 
 
 
- Ñònh heä truïc toïa ñoä τσO : truïc hoaønh σ //  truïc x, truïc tung τ // truïc y  cuûa 
phaân toá vaø höôùng leân 
treân.  
-Treân truïc σ  ñònh ñieåm 
E(σx, 0) vaø ñieåm F(σy, 0)  
Taâm C laø trung ñieåm 
cuûa EF 
- Ñònh ñieåm cöïc P (σy, 
τxy ) .  
- Voøng troøn taâm C, qua 
P laø voøng troøn Mohr  caàn veõ 

 Chöùng minh: +  C laø trung ñieåm cuûa EF ⇒  cyx =
+

=
+

=
2

σσ
2

OFOEOC  

Trong tam giaùc vuoâng CPF: xy
yx τ

σσ
=

−
=

−
= FP  ;

2
OFOEFC

2
 

Do ñoù ⇒ 22
2

22

2
FPFCCP Rxy

yx =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=+= τ

σσ   

2- ÖÙng suaát treân maët caét nghieâng  

 

σ

x 

 x  

F C

σ

  

P

τx  y  
O 

τ

H.4.16  

voøng troøn öùng suaát Caùch veõ 

σ y

E
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 H. 4.17 Ñònh öùng suaát treân maët  nghieâng 

B F 
C

E 
G 

A 

max 

M 
max

D 

min

uv

xy 

xy

y x 

x 

y 

y

u 

uv 

max P 

max

u

x

u 

u 

minx

u 
uv

2α 

α

 
Duøng voøng troøn Mohr ñeå tìm öùng suaát treân maët caét nghieâng cuûa phaân 

toá coù phaùp tuyeán u hôïp vôùi truïc x moät goùc α.  
Caùch tìm σu  ; τuv  
Veõ voøng troøn Mohr nhö H.4.17. 

 Töø cöïc P veõ tia Pu // vôùi phöông u  caét voøng troøn taïi ñieåm M.  
 Hoaønh ñoä cuûa M = σu  ; Tung ñoä cuûa M = τuv 
Chöùng minh: 
Kyù hieäu 2α1 laø goùc (CA,CD), 2α laø goùc (CD,CM). 

 Hình 4.17 cho: 

 
( )

αααα
σσ

αα
σσ

2sin2sin2cos2cos
2

     

22cos
2

CGOCOG

11

1

RR

R

yx

yx

−+
+

=

++
+

=+=
  

nhöng:  xy
yxR τα

σσ
α ==

−
== ED2 Rsin  CE 1;

2
2cos 1  

neân:          uxy
yxyx σατα

σσσσ
=−

−
+

+
= 2sin2cos

22
OG    

 Töông töï, ta coù: 

 
( )

uvxy
yx

RRR

τατα
σσ

αααααα

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

+=+=

2cos2sin
2

      

2cos2sin2sin2cos22sinGM 111

 

Ta nhaän laïi ñöôïc phöông trình (4.2)  

 

3- Ñònh öùng suaát chính- phöông chính- ÖÙng suaát phaùp cöïc trò 
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Treân voøng troøn öùng suaát ( H.4.17) 
 Ñieåm A coù hoaønh ñoä lôùn nhaát, tung ñoä = 0⇒ σmax  = AO ; τ =0 

Tia PA bieåu dieãn moät phöông chính. 
Ñieåm B coù hoaønh ñoä nhoû nhaát, tung ñoä = 0⇒ σmin  = BO ; τ =0 

Tia PB bieåu dieãn  phöông chính thöù hai. 

4- Ñònh öùng suaát tieáp cöïc trò 

Treân voøng troøn (H.4.17): hai ñieåm I vaø J laø nhöõng ñieåm coù tung ñoä τ 
lôùn vaø nhoû nhaát. Do ñoù, tia PI vaø PJ xaùc ñònh phaùp tuyeán cuûa nhöõng maët 
treân ñoù coù öùng suaát tieáp cöïc ñaïi vaø cöïc tieåu. Nhöõng maët naøy taïo vôùi nhöõng 
maët chính moät goùc 45o.  

ÖÙng suaát tieáp cöïc trò coù trò soá baèng  baùn kính ñöôøng troøn. 
 ÖÙùng suaát phaùp treân maët coù öùng suaát tieáp cöïc trò coù giaù trò baèng hoaønh 

ñoä ñieåm C, töùc laø giaù trò trung bình cuûa öùng suaát phaùp: 

  
2

yx
tb

σσ
σ

+
=   

5- Caùc tröôøng hôïp ñaëc bieät 

- TTÖS phaúng ñaëc bieät  
Phaân toá coù hai öùng suaát 

chính σ 1 vaø σ 3  (H.4.18).  

- TTÖS tröôït thuaàn tuùy 
Phaân toá coù 2 öùng suaát chính: 
   ||31 τσσ =−=   
Caùc phöông chính xieân goùc 

45o vôùi truïc x vaø y (H.4.19) 

 

 - TTÖS chính ( H.4.20) 
        
       

2
21

minmax,
σστ −

±=  

 
Thí duï 4.3 Phaân toá ôû TTÖS phaúng 
(H.4.21),caùc öùng suaát tính theo 

b)a) 

σ 
τ

σ
τ 

τ
P

C E O

σB

min   

σ 
max

σ  
H. 4.18

 
TTÖÙS phaúng ñaëc bieät vaø voøng Morh  

A 

 
τ

σ

σ max =  τ 

CB

A

P

σ  min   
 =   τ  -  

τ
 

τ 
τ  

H. 4.19TTÖÙS tröôït thuaàn tuùy vaø voøng Morh  

  τ 

σ
C

B A

P  

τmax
 

τmin

σ   2   
σ  1  

σ 2

σ1

τmax
 

H. 4.20
 
TTÖÙS CHÍNH-  Voøng Morh
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kN/cm2. Duøng voøng troøn Mohr, xaùc ñònh: 
 a) ÖÙng suaát treân maët caét nghieâng o45=α  
 b) ÖÙng suaát chính vaø phöông chính 
 c) ÖÙng suaát tieáp cöïc trò. 

 

45
o

u
σ u 

x 

y 

1 
4 

5 

τ uv σ 

σ 3

σ u

τ

M

D

τmin

τ uv

σ 1 

B

J

A
3

F
O-2-5-7 1

3
4

5

I 

P

= - 67 o 24’ 

αo
(3)= 26

o
36’

C

161
o
36'

71o36

45o

D’

αo
(1) 

τmax 

H. 4.21 
 

Giaûi. 

  Theo quy öôùc ta coù:  
  2

xy
2

y
2 kN/cm 4  ;kN/cm 1  ;kN/cm 5 +==−= τσσ x  

 ♦Taâm voøng troøn ôû C ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− 0,

2
15 .  

 ♦ Cöïc P(1, + 4). Töø P veõ tia song song vôùi truïc u caét voøng troøn Mohr 
taïi M. Toïa ñoä ñieåm M bieåu thò öùng suaát treân maët caét nghieâng vôùi o45=α : 
   2

uv
2 kN/cm 3  ;kN/cm 6 −=−= τσ u  

 ♦Hoaønh ñoä A vaø B bieåu thò öùng suaát chính coù giaù trò baèng: 
   2

3
2

1 kN/cm 7;kN/cm 3 −==== BA σσσσ  

 Hai phöông chính xaùc ñònh bôûi goùc αo: 
   '3626;'4267 )3()1( o

o
o

o =−= αα  
 ♦Tung ñoä I vaø J coù giaù trò baèng öùng suaát tieáp cöïc trò: 
   22 kN/cm kN/cm 5;5 minmax −== ττ  
 Caùc öùng suaát naøy taùc duïng leân caùc maët, töông öùng vôùi caùc goùc 
nghieâng: '36161;'3671 )2(

1
)1(

1
oo == αα  
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4.3 BIEÅU DIEÃN HÌNH HOÏC TTÖS KHOÁI 

 

 
 
       

 
 
 
♦ Toång quaùt, TTÖS taïi moät ñieåm laø TTÖS khoái (H.4.22).  

♦ Xeùt nhöõng maët // moät phöông chính ( thí duï phöông III) , öùng suaát 
chính σ3 khoâng aûnh höôûng ñeán σ, τ treân caùc maët naøy (H.4.23). ⇒ coù theå 
nghieân cöùu öùng suaát treân nhöõng maët naøy töông töï TTÖS phaúng. 

Veõ  voøng troøn öùng suaát bieåu 
dieån caùc öùng suaát treân maët nghieâng 
naøy (voøng troøn soá 3 treân H.4.24) .  

Töø voøng troøn naøy, ta thaáy treân 
nhöõng maët song song vôùi phöông 
chính III coù maët coù öùng suaát tieáp cöïc 
ñaïi (kyù hieäu τmax,3) ,   2

21
3max,

σστ −
=  

      
♦ Töông töï, ñoái vôùi nhöõng maët 

song song vôùi phöông chính thöù I vaø thöù II, ta cuõng veõ ñöôïc caùc voøng troøn 
öùng suaát (Voøng troøn soá 1 vaø voøng troøn soá 2) (H.4.24). 

♦ Lyù thuyeát ñaøn hoài ñaõ chöùng minh raèng giaù trò cuûa σ vaø τ treân moät maët 
baát kyø cuûa moät phaân toá trong TTÖS khoái coù theå bieåu thò baèng toïa ñoä cuûa 
moät ñieåm naèm trong mieàn gaïch cheùo ( H.4.24 ). 

♦  Qua hình veõ, öùng suaát tieáp  lôùn nhaát cuûa phaân toá bieåu thò baèng baùn 
kính cuûa voøng troøn lôùn nhaát, (H.4.24).  

 

 2
31

2
σστ −

=max,             (18) 

          

x

y

z

II

σ1

σ3 

σ2 

I

III
H.4.22. TTÖS khoái vôùi maët 
caét nghieâng baát kyø

H.4.24 
 Ba voøng troøn Mohr öùng suaát 

σ
σ1

3 

1
2

2σ3O

τ

τmax,3 

τmax,
τmax,

σ2 σ1 

τ

Ο

σ 

σ 2

σ3

σ 
τ

1

σ  2   

σ  2  

σ  1   
τ  

σ 3 

σ

σ

σ1 

σ 2 

σ1 τ 

σ2 

H. 4.23TTÖÙS khoái vaø caùc maët // truïc chính 
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4.4  LIEÂN HEÄ ÖÙNG SUAÁT VAØ BIEÁN DAÏNG 

4.4.1  Ñònh luaät Hooke toång quaùt 

1- Lieân heä öùng suaát phaùp vaø bieán daïng 
daøi 

 ♦TTÖS ñôn: trong chöông 3, ñaõ coù: 
Ñònh luaät Hooke lieân heä giöõa öùng suaát phaùp 
vaø bieán daïng daøi :   

E
σε =                (4.19)   

 ε - bieán daïng daøi töông ñoái theo phöông  σ.  

 Theo phöông vuoâng goùc vôùi σ cuõng coù bieán daïng daøi töông ñoái ε’ 
ngöôïc daáu vôùi ε:     

E
σμμεε −=−='          (4.20) 

♦ TTÖS khoái: vôùi caùc öùng suaát chính σ 1, σ2  ,  σ3   theo ba phöông chính      
I, II, III (H.4.25). Tìm bieán daïng daøi töông ñoái ε1  theo phöông I .  
 Bieán daïng daøi theo phöông I do σ 1  gaây ra:  

E
1

11 )( σ
=σε  

 Bieán daïng daøi theo phöông I do σ 2  gaây ra:  
E

2
21 )( σμσε −=  

 Bieán daïng daøi theo phöông I do σ 3  gaây ra:  
E

3
31 )( σμσε −=  

 Bieán daïng daøi töông ñoái theo phöông I do caû ba öùng suaát σ 1, σ2  ,  σ3    
sinh ra seõ laø toång cuûa ba bieán daïng treân: 

          [ ])(1)()()( 3213121111 σσμσσεσεσεε +−=++=
E

             (4.21)  

Töông töï, bieán daïng daøi töông ñoái theo hai phöông chính II , III coøn laïi: 

  ( )[ ]1322
1 σσμσε −−=
E

   (4.22) 

  ( )[ ]2133
1 σσμσε +−=
E

 (4.23) 

♦ TTÖS toång quaùt: Lyù thuyeát ñaøn hoài ñaõ chöùng minh ñoái vôùi vaät lieäu 
ñaøn hoài ñaúng höôùng, σ chæ sinh ra bieán daïng daøi maø khoâng sinh ra bieán 
daïng goùc , τ chæ sinh ra bieán daïng goùc maø khoâng sinh ra bieán daïng daøi.  

⇒ Trong tröôøng hôïp phaân toá ôû TTÖS toång quaùt, vaãn coù 
 
 
 

σ1 

σ3 

σ2 

I

II

III

x 

y 

z 

H.4.25. TTÖS khoái  
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                          (4.24) 
   

 

      

2-Lieân heä giöõa öùng suaát tieáp vaø bieán daïng 
goùc 

 ( Ñònh luaät Hooke veà tröôït) 
Phaân toá ôû TTÖS tröôït thuaàn tuyù (H.4.26). Bieán 
daïng goùc (goùc tröôït) γ  bieåu thò ñoä thay ñoåi 
goùc vuoâng. 

 Ñònh luaät Hooke veà tröôït: 

   
G
τ

γ =                 (4.25) 

trong ñoù: G - laø moâñun ñaøn hoài tröôït. Thöù nguyeân cuûa G laø [löïc/(chieàu daøi)2] 
vaø ñôn vò thöôøng duøng laø N/m2 hay MN/m2.  
  
Lieân heä giöõa E, ν vaø G nhö sau:  

)1(2 μ+
=

EG                       

    (4.26) 

4.4.2  Ñònh luaät Hooke khoái 

Tính ñoä bieán ñoåi theå tích cuûa moät phaân toá hình 
hoäp coù caùc caïnh baèng da1, da2 vaø da3 . 

Theå tích cuûa phaân toá tröôùc bieán daïng laø: 
  321 dadadaVo =                    

 Sau bieán daïng, phaân toá coù theå tích laø: 
 )da)(da)(( 3322111 dadadadaV Δ+Δ+Δ+=  
 Goïi bieán daïng theå tích töông ñoái laø θ, ta coù: 

  321
1 εεεθ ++=

−
=

o

o

V
VV

                           (4.27) 

σ1

σ3 

σ2

I

II

III

x 

y

z

H.4.27. TTÖS khoái  

( )[ ]

( )[ ]

( )[ ]yxzz

xzyy

zyxx

E

E

E

σσμσε

σσμσε

σσμσε

+−=

+−=

+−=

1

1

1

τ 

γ 

H. 4.26 TTÖÙS tröôït thuaàn tuyù- 
                 Bieán daïng goùc 
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 Theá  (4.21)(4.22),(4.23) vaøo (4.27) ⇒  

        ( )321321
21 σσσμεεεθ ++

−
=++=

E                   (4.28) 

ñaët toång öùng suaát phaùp laø:   321 σ+σ+σ=Σ      

(4.28) thaønh:   ∑
−

=
E

μθ 21      (4.29)    

coâng thöùc (4.29) ñöôïc goïi laø ñònh luaät Hooke khoái bieåu thò quan heä tuyeán 
tính giöõa bieán daïng theå tích töông ñoái vaø toång öùng suaát phaùp. 

 
 
Nhaän xeùt : 
♦Töø (4.29), neáu vaät lieäu coù heä soá Poisson μ = 0,5 ( cao su), thì θ  luoân 

luoân baèng khoâng töùc laø theå tích khoâng ñoåi döôùi taùc duïng cuûa ngoaïi löïc.  
♦ Coâng thöùc treân cho thaáy θ  phuï thuoäc vaøo toång öùng suaát phaùp chöù 

khoâng phuï thuoäc vaøo rieâng töøng öùng suaát phaùp. Nhö vaäy, neáu cuõng vôùi 
phaân toá aáy ta thay caùc öùng suaát chính baèng moät öùng suaát trung bình σtb coù 
giaù trò baèng trung bình coäng cuûa ba öùng suaát chính noùi treân: 

  
33

321 σσσσ ++
=

Σ
=tb   

thì bieán daïng theå tích töông ñoái cuûa phaân toá treân vaãn khoâng thay ñoåi.  
 Thaät vaäy, vôùi nhöõng öùng suaát chính laø σtb , bieán daïng theå tích baèng: 

  ( ) Σ
−

=++
−

=
EE tbtbtb

μσσσμθ 2121
1    

 Keát quaû treân coù yù nghóa nhö sau: vôùi phaân toá ban ñaàu laø hình laäp 
phöông, trong hai tröôøng hôïp treân ta thaáy theå tích phaân toá ñeàu bieán ñoåi nhö 
nhau. 

- Tuy nhieân, trong tröôøng hôïp ñaàu khi caùc öùng suaát chính khaùc nhau, 
phaân toá vöøa bieán ñoåi theå tích vöøa bieán ñoåi hình daùng töùc laø trôû thaønh 
phaân toá hình hoäp chöõ nhaät sau khi bieán daïng. 
        - Coøn trong tröôøng hôïp thöù hai, khi thay caùc öùng suaát chính baèng öùng 
suaát trung bình, phaân toá chæ bieán ñoåi veà theå tích maø khoâng bieán ñoåi hình 
daùng, nghóa laø sau khi bieán daïng phaân toá vaãn giöõ hình laäp phöông. 

- Veà maët lyù luaän, coù theå phaân phaân toá ôû TTUS khoái chòu caùc öùng suaát 
chính σ1 , σ2 , σ3 thaønh 2 phaân toá (H. 4.28). Phaân toá b) chæ bieán ñoåi theå tích, 
phaân toá c) chæ bieán ñoåi hình daùng.  
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 σ 2 

σ 1 

σ 3 = 

σtb

σtb

σ tb + 
σ3 - σtb

σ1 - σtb 

σ2 - σtb

a) b) c)

H.4.28  Phân tích TTUS khoái thaønh 2 TTUS 
 

4.5  THEÁ NAÊNG BIEÁN DAÏNG ÑAØN HOÀI 

♦  ÔÛ chöông 3, phaân toá ôû TTÖS ñôn (thanh bò keùo hoaëc neùn): 
Theá naêng bieán daïng ñaøn hoài rieâng           2σε=u    (4.30) 
♦ Trong TTÖS khoái, söû duïng nguyeân lyù ñoäc laäp taùc duïng, ta coù theá 

naêng bieán daïng ñaøn hoài rieâng baèng: 
   

222
332211 εσεσεσ

++=u  (4.31) 

thay ε1, ε2,  ε3  theo ñònh luaät Hooke trong (4.21) - (4.23) vaøo , ⇒ 

 ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]{ }1233132232112
1 σσμσσσσμσσσσμσσ +−++−++−=
E

u  

hay   ( )[ ]133221
2
3

2
2

2
1 2

2
1 σσσσσσμσσσ ++−++=
E

u           (4.32) 

Ta coù theå phaân tích theá naêng bieán daïng ñaøn hoài u thaønh hai thaønh phaàn: 
-Thaønh phaàn laøm ñoåi theå tích goïi laø theá naêng bieán ñoåi theå tích utt 
-Thaønh phaàn laøm ñoåi hình daùng goïi laø theá naêng bieán ñoåi hình daùng uhd 
Ta coù:   u = utt + uhd  

Ñeå tính theá naêng bieán ñoåi  hình daùng, ta thay caùc öùng suaát σ1, σ2 vaø σ3 
baèng öùng suaát  (σ1 -σtb ), (σ2 -σtb ), (σ3 -σtb ),  taùc duïng leân caùc maët phaân toá.  

 σ 2 

σ 1 

σ 3 = 

σtb

σtb

σtb
+ 

σ3 - σtb

σ 1 - σ tb

σ 2 - σ tb 

H.4.29 Phaân tích TTÖÙS thaønh hai TTÖÙS 
 

 Theá vaøo (4.32)  ta coù theá naêng bieán ñoåi hình daùng baèng: 

 ( )[ ] ( )2
321133221

2
3

2
2

2
1 6

212
2
1 σσσμσσσσσσνσσσ ++

−
−++−++=

EE
uhd  
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hay : ( )313221
2
3

2
2

2
13

1 σσσσσσσσσμ
−−−++

+
=

E
uhd   (4.33) 

 ♦ TTÖS ñôn , thay σ1 = σ; σ2 = 0; σ3 = 0 vaøo (4.32) vaø (4.33), ta ñöôïc theá 
naêng rieâng vaø theá naêng bieán ñoåi hình daùng nhö sau: 

 2
2

3
1    ;

2
σμσ

E
u

E
u hd

+
==  (4.34 

 
 
 
 
Thí duï 4.4: Cho phaân toá nhö hình veõ: 

 ôû traïng  thaùi öùng suaát phaúng. 
Tính xε , yε , uε  (phöông utaïo vöùi truïc x moät goùc 30 0  . 

   Cho E=104kN/cm2 , μ =0,34 ,α   =300             α  

 
Ta coù   26 cmkNx /=σ  

             28 cmkNy /=σ  

            22 cmkN /−=τ   

             060=α  
 

[ ] [ ] 4
4 1028383406

10
11 −×=−=−= ,),(yxx E

μσσε  

[ ] [ ] 4
4 1096563408

10
11 −×=−=−= ,),(yõyyy E

μσσε  

2232922
22

cmkNxy
yxyxõ

u /,sincos =−
−

+
+

= ατα
σσσσ

σ  

[ ] [ ] 2611711 cmkN
EE uyxuvuu /,( =−+−=−= σσσμσμσσε  

 
  
 
 
 

x

6kN/cm 2

8kN/cm 2  

2kN/cm 2

u 
y
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Thí duï 4.5: 
Moät khoái laäp phöông baèng beâ toâng ñaët vöøa khít vaøo raõnh cuûa vaät theå A 
(tuyeät ñoái cöùng) chòu aùp suaát phaân boá ñeàu ôû maët treân P= 1kN/cm2 (H.4.11).  

 Xaùc ñònh aùp löïc neùn vaøo vaùch raõnh, lieân heä giöõa öùng suaát vaø bieán daïng 
daøi töông ñoái theo caùc phöông. Ñoä bieán daïng theå tích tuyeät ñoái. Cho 
caïnh a = 5 cm;   E = 8.102 kN/cm2; μ= 0,36. 

 

Choïn heä truïc nhö hình veõ.Ta coù:  khoái beâ toâng ôû TTÖÙSphaúng .  

          00 =−=≠ zx p σσσ       ;kN/cm   ; 2
y  

               000 =≠≠ xz εεε      ; ; y              

          Ñònh luaät Hooke cho bieán daïng daøi:  

            [ ]         )( 01
=+−= zyxx E

σσμσε  

              ⇒   2 kN/cm0,361)-(0,36 −=×=−= px μσ  

        [ ]       )-(1  )( 2ησσμσε
E
p

E zxyy
−

=+−=
1

 

                      [ ] [ ]     )(1p p)-p(--0 )( μμμμσσμσε +==+−=
EEE yxzz

11
 

Bieán daïng theå tích tuyeät ñoái:  

      

[ ]

[ ]      0,0559cm- )(,
800

0,36)(2-1  

)

3=××−−
×

=

++
−

==Δ

5551360

21 V
E

V zyxv σσσμθ

 

 

 

H.4.11 

A 

P 

a 

x 

y 

z 
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Thíduï4.6 

Moät taám moûng coù kích thöôùc nhö  treân H.4.5 
 chòu taùc duïng cuûa öùng suaát keùo σ = 30 kN/cm2 

 theo phöông chieàu daøi cuûa taám  
vaø öùng suaát tieáp   τ =  15 kN/cm2. 
a) Xaùc ñònh öùng suaát phaùp theo phöông 
 ñöôøng cheùo mn vaø phöông vuoâng goùc vôùi ñöôøng cheùo 
b) Tính bieán daïng daøi tuyeät ñoái cuûa ñöôøng cheùo mn. 

 Cho E = 2.104 kN/cm2, μ= 0,3 
 

.Goïi mmu σσ =      , ummmm
mm

mm
u ll

l
l εε ×=Δ⇒

Δ
=       

[ ]vuu E
ησσε −=

1       

200 535601560
2

030
2

030 cmkNu /,sin)(cos      =−−
−

+
+

=σ

[ ] 310857511 −=−−== .,)(      uuummu E
σσησεε  

     mmll mmu 0930501085751 3 ,., =×=Δ=Δ −  

 

 

 

 

 

 

 

m

n

25 mm 
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BAØI TAÄP CHÖÔNG 4 

4.1 Tìm giaù trò öùng suaát phaùp vaø öùng suaát tieáp treân maët caét AB cuûa phaân toá 
nhö treân H.4.1 baèng phöông phaùp giaûi tích vaø ñoà thò. Ñôn vò öùng suaát tính 
baèng kN/cm2. 

 

H. 4.1

A 

B

50 o 

2 

4

A

B
30o

4

3

b)
A

B 
60o 

6 
c)

A 

B 

α 

6

d) 

A

B

60o

4

3

7

e)

A

B 

30 o 

6

3 
5 

f) 

a) b) c) 

 

4.2  Treân hai maët taïo vôùi nhau moät goùc α = 60o vaø ñi 
qua moät ñieåm ôû TTÖS phaúng coù caùc öùng suaát nhö 
treân H.4.2. Haõy tính caùc öùng suaát chính taïi ñieåm ñoù, 
öùng suaát phaùp σu vaø bieán daïng töông ñoái εu theo 
phöông u. Cho: E = 2.10 kN/cm2; μ= 0,3. 

4.3  Treân maët caét m - n ñi qua moät ñieåm trong vaät theå ôû 
TTÖS phaúng coù öùng suaát toaøn phaàn p = 3000 N/cm2, 
öùng suaát naøy coù phöông taïo thaønh goùc 60o vôùi maët 
caét. Treân maët vuoâng goùc vôùi maët caét ñoù chæ coù öùng 
suaát tieáp (H.4.3). 
Tính öùng suaát phaùp vaø öùng suaát tieáp treân maët caét hôïp 
vôùi maët caét m - n moät goùc 45o. Tính öùng suaát phaùp lôùn nhaát taïi ñieåm ñoù. 
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4.4  Taïi moät ñieåm treân beà maët cuûa vaät theå, öùng 
suaát taùc duïng leân phaân toá nghieâng moät goùc 30o 
vôùi truïc x coù trò soá vaø höôùng nhö treân H.4.30. 
a) Xaùc ñònh öùng suaát chính vaø phöông chính. 
b) Xaùc ñònh öùng suaát tieáp cöïc trò vaø öùng suaát 
phaùp treân beà maët coù öùng suaát tieáp cöïc trò. Bieåu 
dieãn caùc öùng suaát ñoù treân H.4.4. 

4.5  Moät taám moûng coù kích thöôùc nhö  treân 
H.4.5 chòu taùc duïng cuûa öùng suaát keùo σ 
= 30 kN/cm2 theo phöông chieàu daøi cuûa 
taám vaø öùng suaát tieáp   τ =  15 kN/cm2. 
a) Xaùc ñònh öùng suaát phaùp theo phöông 
ñöôøng cheùo mn vaø phöông vuoâng goùc 
vôùi ñöôøng cheùo 
b) Tính bieán daïng daøi tuyeät ñoái cuûa ñöôøng cheùo mn. 
 Cho E = 2.104 kN/cm2, μ= 0,3. 

4.6  Moät taám theùp moûng hình chöõ nhaät chòu öùng suaát phaùp phaân boá ñeàu σx 
vaø σy nhö treân H.4.6. Caùc taám ñieän trôû A vaø B ñöôïc gaén leân taám theo hai 
phöông x vaø y cho caùc soá ño nhö sau: εx = 4,8.10–4 vaø εy = 1,3.10–4. 
Tính σx vaø σy, bieát E = 2.104 kN/cm2; μ= 0,3. 

4.7  Taïi moät ñieåm treân maët vaät theå chòu löïc, ngöôøi ta gaén caùc taám ñieän trôû 
A, B, C ñeå ño bieán daïng tyû ñoái theo caùc phöông Om, On vaø Ou (H.4.7). 
Caùc soá ño thu ñöôïc:  444 10.625,1  ;10.81,2  ;10.81,2 −−− =ε−=ε−=ε unm  
Xaùc ñònh öùng suaát chính, phöông chính taïi ñieåm ñoù. 
Cho : E = 2.104 kN/cm2 ; μ= 0,3. 
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4.8 Taïi ñieåm A cuûa moät daàm caàu coù gaén hai 
tenxoâmeùt ñeå ño bieán daïng theo phöông 
naèm ngang vaø phöông thaúng ñöùng (H.4.8). 
Khi xe chaïy qua caàu, ngöôøi ta ño ñöôïc:  εx 
= 0,0004; εy = –0,00012.Tính öùng suaát 
phaùp theo phöông doïc vaø phöông thaúng 
ñöùng cuûa daàm. Cho bieát E = 2.104 kN/cm2; μ= 0,3. 

 

4.9 Coù moät phaân toá hình hoäp coù caùc caïnh: a = 2cm;  

 b = 4 cm; c = 2 cm, chòu taùc duïng cuûa caùc löïc P1, P2 
treân boán maët cuûa phaân toá (xem H.4.9). Cho : P1 = 60 
kN; P2 = 120 kN;  E = 2.104 kN/cm2; μ= 0,3.  

a) Xaùc ñònh caùc bieán daïng daøi Δa, Δb, Δc cuûa caùc caïnh 
a, b, c vaø bieán ñoåi theå tích cuûa phaân toá hình hoäp. 
b) Muoán bieán ñoåi theå tích ΔV = 0 thì phaûi ñaët theâm löïc 
phaùp tuyeán P3 baèng bao nhieâu vaøo hai maët coøn laïi? 
Tính τmax trong tröôøng hôïp naøy. 

4.10 Moät khoái hình hoäp laøm baèng theùp coù kích thöôùc cho treân H.4.10, ñöôïc 
ñaët giöõa hai taám cöùng tuyeät ñoái, chòu löïc neùn P = 250 kN. Tính löïc taùc 
duïng töông hoã giöõa maët tieáp xuùc cuûa hình hoäp vôùi caùc taám cöùng. Cho μ= 
0,3. 

. 
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4.11 Moät khoái laäp phöông baèng beâ toâng ñaët vöøa khít raõnh cuûa vaät theå A 
chòu aùp suaát phaân boá ñeàu ôû maët treân P = 1 kN/cm2 (H.4.11).  

 Xaùc ñònh aùp löïc neùn vaøo vaùch raõnh vaø ñoä bieán daïng theå tích tuyeät ñoái. 
Cho caïnh a = 5 cm;   E = 8.102 kN/cm2; μ= 0,36. 

. Vaät theå A coi nhö cöùng tuyeät ñoái. 

4.12 Moät taám theùp kích thöôùc a × b × c ñaët giöõa hai taám tuyeät ñoái cöùng, hai 
taám naøy ñöôïc lieân keát vôùi nhau baèng boán thanh nhö H.4.12. Khi taám 
theùp chòu aùp löïc p phaân boá treân hai maët beân thì öùng suaát keùo cuûa thanh 
laø bao nhieâu? Tính öùng suaát chính trong taám theùp. Cho Etaám = Ethanh vaø 
dieän tích F cuûa thanh. 
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Chöông 5 
LYÙ THUYEÁT BEÀN 

5.1  KHAÙI NIEÄM VEÀ LYÙTHUYEÁT BEÀN 

♦ Ñieàu kieän beàn thanh chòu keùo hoaëc neùn ñuùng taâm ( chöông 3), 
( TTÖÙS  ñôn) :  

          [ ] [ ]nk σ≤σ=σσ≤σ=σ 3min1max  ;  

trong ñoù, [ ]
toaønansoáHeä

lieäuvaätcuûahieåmnguysuaátÖÙngpheùpchosuaátÖÙng o )(σ
=  ;  [ ]

n
0σσ =  

 ÖÙng suaát nguy hieåm σ0  coù ñöôïc töø nhöõng thí nghieäm keùo (neùn) ñuùng taâm: 
 - Ñoái vôùi vaät lieäu deûo laø giôùi haïn chaûy σch 

      - Ñoái vôùi vaät lieäu doøn laø giôùi haïn beàn σb.  
♦ Ñeå vieát ñieàu kieän beàn ôû moät ñieåm cuûa vaät theå ôû TTÖÙS phöùc taïp 

(phaúng hay khoái), caàn phaûi coù keát quaû thí nghieäm phaù hoûng nhöõng maãu thöû 
ôû  TTÖÙS töông töï. Vieäc thöïc hieän nhöõng thí nghieäm nhö theá raát khoù khaên vì: 

- ÖÙng suaát nguy hieåm phuï thuoäc vaøo ñoä lôùn cuûa caùc öùng suaát chính vaø  
phuï thuoäc vaøo tæ leä giöõa nhöõng öùng suaát naøy. Do ñoù phaûi thöïc hieän moät soá 
löôïng raát lôùn caùc thí nghieäm môùi ñaùp öùng ñöôïc tæ leä giöõa caùc öùng suaát chính 
coù theå gaëp trong thöïc teá 

- Thí nghieäm keùo, neùn theo ba chieàu caàn nhöõng thieát bò phöùc taïp, khoâng 
phoå bieán roäng raõi nhö thí nghieäm keùo neùn moät chieàu 

Vì vaäy, khoâng theå caên cöù vaøo thí nghieäm tröïc tieáp maø phaûi döïa treân caùc 
giaû thieát veà nguyeân nhaân gaây ra phaù hoûng cuûa vaät lieäu hay coøn goïi laø nhöõng 
thuyeát beàn  ñeå ñaùnh giaù ñoä beàn cuûa vaät lieäu.  

Ñònh nghóa :Thuyeát beàn laø nhöõng giaû thuyeát veà nguyeân nhaân  phaù hoaïi 
cuûa vaät lieäu, nhôø ñoù ñaùnh giaù ñöôïc ñoä beàn cuûa vaät lieäu ôû moïi TTÖÙS khi  chæ 
bieát ñoä beàn cuûa vaät lieäu ôû TTÖÙS ñôn ( do thí nghieäm keùo, neùn ñuùng taâm). 
       Nghóa laø, vôùi phaân toá ôû TTÖÙS baát kyø coù caùc öùng suaát chính σ1, σ2, σ3, ta 
phaûi tìm öùng suaát tính theo thuyeát beàn laø moät haøm cuûa σ1, σ2, σ3 roài so saùnh 
vôùi [σ]κ  hay [σ]ν ôû TTÖÙS  ñôn. 

⇒ Ñieàu kieän beàn cuûa vaät lieäu coù theå bieåu dieãn döôùi daïng toång quaùt nhö 
sau:  ( ) kt f ][,, 321 σσσσσσ ≤== tñ  ( hay ( ) nt f ][,, 321 σσσσσ ≤= )    

 σt , σtñ ñöôïc goïi laø öùng suaát tính hay öùng suaát töông ñöông. Vaán ñeà laø 
phaûi xaùc ñònh haøm f hay laø tìm ñöôïc thuyeát beàn töông öùng.  
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5.2  CAÙC THUYEÁT BEÀN (TB) CÔ BAÛN 
1- Thuyeát beàn öùng suaát phaùp lôùn nhaát (TB 1) 

♦ Nguyeân nhaân vaät lieäu bò phaù hoûng laø do öùng suaát phaùp lôùn nhaát cuûa 
phaân toá ôû TTÖÙS  phöùc taïp ñaït ñeán öùng suaát nguy hieåm ôû TTÖÙS  ñôn.  

♦ Neáu kyù hieäu:  
 σ1 , σ2 , σ3 : öùng suaát chính 
cuûa TTÖÙS phöùc taïp 
 σ0k  hay σ0n - öùng suaát nguy 
hieåm veà keùo vaø neùn 
       n - heä soá an toaøn 
⇒ Ñieàu kieän beàn theo TB 1: 

k
k

t n
][0

11 σ=
σ

≤σ=σ  (5.1a) 

n
n

t n
][0

31 σ=
σ

≤σ=σ  (5.1b) 

trong ñoù: σt1 - laø öùng suaát tính hay öùng suaát töông ñöông theo TB 1 
♦ Öu khuyeát ñieåm: TB 1, trong nhieàu tröôøng hôïp, khoâng phuø hôïp vôùi 

thöïc teá. Thí duï trong thí nghieäm maãu thöû chòu aùp löïc gioáng nhau theo ba 
phöông (aùp löïc thuûy tónh), duø aùp löïc lôùn, vaät lieäu haàu nhö khoâng bò phaù hoaïi. 
Nhöng theo TB 1 thì vaät lieäu seõ bò phaù hoûng khi aùp löïc ñaït tôùi giôùi haïn beàn 
cuûa tröôøng hôïp neùn theo moät phöông.  

TB 1 khoâng keå ñeán aûnh höôûng cuûa caùc öùng suaát khaùc cho neân TB naøy 
chæ ñuùng ñoái vôùi TTÖÙS ñôn.  

 2- Thuyeát beàn bieán daïng daøi töông ñoái lôùn nhaát (TB 2) 

♦ Nguyeân nhaân vaät lieäu bò phaù hoûng laø do bieán daïng daøi töông ñoái lôùn 
nhaát cuûa phaân toá ôû TTÖÙS  phöùc taïp ñaït ñeán bieán daïng daøi töông ñoái lôùn 
nhaát ôû traïng thaùi nguy hieåm cuûa phaân toá ôû TTÖÙS  ñôn. 
♦ Goïi ε1 : bieán daïng daøi töông ñoái lôùn nhaát cuûa phaân toá ôû TTÖÙS phöùc taïp 

 ε0k : bieán daïng daøi töông ñoái ôû traïng thaùi nguy hieåm cuûa phaân toá bò keùo 
theo moät phöông ( TTÖÙS ñôn).  
Theo ñònh luaät Hooke, ta coù: 

 ( )[ ]3211
1 σσμσε +−=
E

     (a) 

E
k

k
0

0
σ

=ε     (b) 

 

H.5.1. TTÖÙS khoái  
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H.5.2. Traïng thaùi nguy 
hieåm cuûa TTÖÙS ñôn

σ0k 
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Keát hôïp (a) vaø (b), keå ñeán heä soá an toaøn n 
⇒  Ñieàu kieän beàn theo TB 2: 

( )[ ]
EnE

k0
321

11 σσσμσ ≤+−          (c) 

hay ( ) kt ][3212 σσσμσσ ≤+−=     (5.2a) 

Ñoái vôùi tröôøng hôïp bieán daïng 
co ngaén, ta coù 
       ( ) kt ][3232 σσσμσσ ≤+−=     (5.2b)        

♦ Öu khuyeát ñieåm: TB bieán 
daïng daøi töông ñoái tieán boä hôn so vôùi TB öùng suaát phaùp vì coù keå ñeán aûnh 
höôûng cuûa caû ba öùng suaát chính. Thöïc nghieäm cho thaáy TB naøy chæ phuø hôïp 
vôùi vaät lieäu doøn vaø ngaøy nay ít ñöôïc duøng trong thöïc teá. 

3- Thuyeát beàn öùng suaát tieáp lôùn nhaát (TB 3) 

♦ Nguyeân nhaân vaät lieäu bò phaù hoûng laø do öùng suaát tieáp lôùn nhaát cuûa 
phaân toá ôû TTÖÙS  phöùc taïp ñaït ñeán öùng suaát tieáp lôùn nhaát ôû traïng thaùi nguy 
hieåm cuûa phaân toá ôû TTÖÙS  ñôn. 

♦ Goïi: τmax - öùng suaát tieáp lôùn nhaát cuûa phaân toá ôû TTÖÙS phöùc taïp ;  
              τ0k - öùng suaát tieáp lôùn nhaát ôû traïng thaùi nguy hieåm cuûa phaân toá bò 

keùo theo moät phöông ( TTÖÙS  ñôn).  
       n – Heä soá an toaøn  

⇒  Ñieàu kieän beàn theo TB 3:   
n
okττ ≤max  (d) 

trong ñoù, theo (4.18), chöông 4, ta coù: 
  

2
;

2
0

0
31

max
k

k
σ

=τ
σ−σ

=τ     (e) 

 (e) vaøo (d), ⇒          
n
k

22
031 σσσ

≤
−     

⇒  Ñieàu kieän  beàn theo TB 3: 
  kt ][313 σ≤σ−σ=σ  (5.3) 

♦ Öu khuyeát ñieåm: TB öùng suaát tieáp lôùn nhaát phuø hôïp vôùi thöïc nghieäm 
hôn nhieàu so vôùi hai TB 1 vaø TB 2 . Tuy khoâng keå tôùi aûnh höôûng cuûa öùng 
suaát chính σ2 song TB naøy toû ra khaù thích hôïp vôùi vaät lieäu deûo vaø ngaøy 
nay ñöôïc söû duïng nhieàu trong tính toaùn cô khí vaø xaây döïng. Noù cuõng 
phuø hôïp vôùi keát quaû maãu thöû chòu aùp löïc theo ba phöông.  

H.5.1. TTÖÙS khoái  
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H.5.2. Traïng thaùi nguy 
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4- Thuyeát beàn theá naêng bieán ñoåi hình daùng (TB 4) 

♦ Nguyeân nhaân  vaät lieäu bò phaù hoûng laø do theá naêng bieán ñoåi hình daùng 
cuûa phaân toá ôû TTÖÙS phöùc taïp ñaït ñeán theá naêng bieán ñoåi hình daùng ôû traïng 
thaùi nguy hieåm cuûa phaân toá ôû TTÖÙS  ñôn. 

♦ Goïi: uhd - Theá naêng bieán ñoåi 
hình daùng cuûa phaân toá ôû TTÖÙS 
phöùc taïp  

          (uhd)o - Theá naêng bieán 
ñoåi hình daùng ôû traïng thaùi nguy 
hieåm cuûa phaân toá bò keùo theo moät 
phöông (ôû TTÖÙS ñôn).  
  n – Heä soá an toaøn 
⇒ Ñieàu kieän ñeå phaân toá ôû TTÖÙS 
phöùc taïp khoâng bò phaù hoûng laø beàn theo TB 4 laø: 
 uhd < (uhd)o    (g) 
 Theo 4.5 ,chöông 4, ta ñaõ coù: 

 
( )

( ) 2
0

133221
2
3

2
2

2
1

3
1

3
1

kohd

hd

E
u

E
u

σν

σσσσσσσσσν

+
=

−−−++
+

=
 (h) 

 Theá (h) vaøo (g) , laáy caên baäc hai cuûa hai veá , keå ñeùn heä soá an toaøn n  
⇒ Ñieàu kieän beàn theo TB 4: 

          k][133221
2
3

2
2

2
1 σ≤σσ−σσ−σσ−σ+σ+σ  

hay laø:  kt ][133221
2
3

2
2

2
14 σ≤σσ−σσ−σσ−σ+σ+σ=σ                     (5.4) 

trong ñoù: σt4 - laø öùng suaát töông ñöông theo thuyeát beàn thöù tö. 
 

♦ Öu khuyeát ñieåm: TB theá naêng bieán ñoåi hình daùng ñöôïc duøng phoå 
bieán trong kyõ thuaät vì khaù phuø hôïp vôùi vaät lieäu deûo. Ngaøy nay ñöôïc söû 
duïng nhieàu trong tính toaùn cô khí vaø xaây döïng . 
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 CAÙC KEÁT QUAÛ ÑAËC BIEÄT: 
     1- TTÖÙS phaúng ñaëc bieät (H.5.3):  

      Caùc öùng suaát chính :  0  ;
22 2

2
2

3,1 =στ+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ

±
σ

=σ  

 Theo TB  öùng suaát tieáp (5.3): 
   ][4 22

313 σ≤τ+σ=σ−σ=σt  (5.5) 

 Theo TB theá naêng bieán ñoåi hình daùng (5.4): 
   ][231231

2
3

2
2

2
14 σ≤σσ−σσ−σσ−σ+σ+σ=σt  

 hay:  ][3 22 σ≤τ+σ  (5.6) 

 2- TTÖÙS tröôït thuaàn tuùy (H.5.4): 
       Caùc öùng suaát chính : 0 |;| 231 =στ=σ−=σ  

 Theo TB öùng suaát tieáp: 
   ][||2313 σ≤τ=σ−σ=σt  

hay:   
2
][|| σ

≤τ   (5.7) 

 Theo TB theá naêng bieán ñoåi hình daùng: 
   ][3 2

4 σ≤τ=σt  

hay:   
3
][|| σ

≤τ   (5.8) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a) 

σ 

τ 

σ 
τ 

H. 5.3

τ

τ

H.5.4 
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5- Thuyeát beàn veà caùc TTÖÙS giôùi haïn  (TB 5 hay laø TB Mohr) 
TB Mohr ñöôïc xaây döïng treân cô sôû caùc keát quaû thöïc nghieäm, khaùc vôùi 

caùc TB tröôùc xaây döïng treân cô sôû caùc giaû thuyeát.  
ÔÛ chöông 4, ta ñaõ bieát moät TTÖÙS khoái vôùi ba öùng suaát chính σ1, σ2  vaø 

σ3   coù theå bieåu dieãn baèng ba voøng troøn Morh 1, 2 vaø 3 vôùi ñöôøng kính töông 
öùng laø σ2  − σ3 , σ1 − σ3 vaø σ1  − σ2   nhö  Hình.4.22. Neáu vaät lieäu ôû traïng thaùi 
nguy hieåm thì nhöõng voøng troøn töông öùng vôùi TTÖÙS nguy hieåm ñöôïc goïi laø 
nhöõng voøng troøn Mohr giôùi haïn. Thöïc nghieäm cho thaáy, öùng suaát phaùp σ2 ít 
aûnh höôûng ñeán söï phaù hoaïi cuûa vaät lieäu neân ta chæ ñeå yù ñeán voøng troøn Mohr 
lôùn nhaát goïi laø voøng troøn chính xaùc ñònh bôûi ñöôøng kính σ1 − σ3.  

 

 

 

 
  
         
Tieán haønh thí nghieäm cho caùc TTÖÙS khaùc nhau vaø tìm traïng thaùi giôùi haïn 
töông öùng cuûa chuùng, treân maët phaúng toïa ñoä σ, τ ta veõ ñöôïc moät hoï caùc 
ñöôøng troøn chính giôùi haïn nhö ôû H.5.5. Neáu veõ ñöôøng bao nhöõng voøng troøn 
ñoù ta seõ thu ñöôïc moät ñöôøng cong giôùi haïn, ñöôøng cong naøy caét truïc hoaønh 
ôû ñieåm töông öùng vôùi traïng thaùi coù ba öùng suaát chính laø öùng suaát keùo coù giaù 
trò baèng nhau. Giaû thieát raèng ñöôøng bao laø duy nhaát ñoái vôùi moãi loaïi vaät lieäu, 
ta nhaän thaáy neáu TTÖÙS naøo bieåu thò baèng moät voøng troøn chính naèm trong 
ñöôøng bao thì vaät lieäu ñaûm baûo beàn, voøng troøn chính tieáp xuùc vôùi ñöôøng bao 
thì TTÖÙS ñoù ôû giôùi haïn beàn coøn neáu voøng troøn chính caét qua ñöôøng bao thì 
vaät lieäu bò phaù hoûng. 

Vieäc phaûi thöïc hieän moät soá löôïng lôùn caùc thí nghieäm ñeå xaùc ñònh caùc 
voøng troøn giôùi haïn vaø veõ chính xaùc ñöôøng cong giôùi haïn laø khoâng ñôn 
giaûn.Vì vaäy, ngöôøi ta thöôøng veõ gaàn ñuùng ñöôøng bao baèng caùch döïa treân cô 
sôû hai voøng troøn giôùi haïn keùo vaø neùn theo moät phöông vôùi ñöôøng kính töông 
öùng laø [σ] k vaø [σ]n. ÔÛ ñaây, ñeå cho tieän ta thay theá caùc öùng suaát nguy hieåm 
σ0κ  vaø  σ0n baèng kyù hieäu öùng suaát cho pheùp [σ]k  vaø [σ]n töùc laø ñaõ coù keå tôùi heä 

τ

ñöôøng bao

H. 5.5  Caùc voøng troøn Mohr giôùi 
han vaø ñöôøng cong giôùi han

τ

σ

Cn  Ck 

O

H. 5.6  Ñöôøng bao giôùi haïn 
ñôn giaûn hoùa
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soá an toaøn. Ñöôøng bao ñöôïc thay theá baèng ñöôøng thaúng tieáp xuùc vôùi hai 
voøng troøn giôùi haïn nhö treân H.5.6. 

 

H. 5.7 Traïng thaùi öùng suaát giôùi haïn vaø ñöôøng bao 

N

M
K

M1N1

σ 

τ

[σ]n [σ]k

σ3

σ1

Cn CkC

 
Xeùt moät TTÖÙS khoái coù voøng troøn Mohr lôùn nhaát σ1 vaø σ3 tieáp xuùc vôùi 

ñöôøng bao, naèm ôû giôùi haïn veà ñoä beàn. Treân H.5.7, voøng troøn naøy ñöôïc veõ 
baèng ñöôøng neùt ñöùt. Sau ñaây, ta thieát laäp lieân heä giöõa nhöõng öùng suaát chính 
σ1 vaø σ3 vôùi caùc öùng suaát cho pheùp [σ]k vaø [σ]n. Töø hình veõ ta coù tyû leä thöùc:
  

1

1

1

1
KM
MM

KN
NN

=  

 Thay theá caùc trò soá: 

  
( ) ( )

( ) ( )( )311311

11

][
2
1 KM ; ][

2
1MM

][][
2
1KN  ; ][][[

2
1NN

σ+σ−σ=σ−σ−σ=

σ+σ=σ−σ=

kk

knkn
 

vaøo tyû leä thöùc treân, ta nhaän ñöôïc ñieàu kieän giôùi haïn: 
   ( )31

31
][

][
][][
][][

σ+σ−σ
σ−σ−σ

=
σ+σ
σ−σ

k

k

kn

kn  

hoaëc:   k
n

k ][
][
][

31 σ=σ
σ
σ

−σ  

 Nhö vaäy, ñieàu kieän beàn theo TB Mohr (TB 5) ñöôïc vieát laø:     k][31 σ≤ασ−σ

 (5.9a) 
vôùi heä soá:  

n

k
][
][

σ
σ

=α   (5.9b) 

Tuy boû qua aûnh höôûng cuûa öùng suaát chính σ2 vaø ñôn giaûn hoùa ñöôøng 
cong giôùi haïn thaønh ñöôøng thaúng, thuyeát beàn Mohr coù öu ñieåm hôn nhöõng 
thuyeát beàn treân vì noù khoâng döïa vaøo giaû thuyeát naøo maø caên cöù tröïc tieáp vaøo 
traïng thaùi giôùi haïn cuûa vaät lieäu. Thöïc teá cho thaáy TB naøy phuø hôïp vôùi vaät 
lieäu doøn, tuy nhieân noù cho keát quaû chính xaùc chæ khi voøng troøn giôùi haïn cuûa 
TTÖÙS ñang xeùt naèm trong khoaûng hai voøng troøn giôùi haïn keùo vaø neùn. 
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5.3  VIEÄC AÙP DUÏNG CAÙC TB 

Treân ñaây laø nhöõng TB ñöôïc duøng töông ñoái phoå bieán. Vieäc aùp duïng TB 
naøy hay TB khaùc ñeå giaûi quyeát baøi toaùn cuï theå phuï thuoäc vaøo loaïi vaät lieäu söû 
duïng vaø TTÖÙS cuûa ñieåm kieåm tra.  

Ñoái vôùi  TTÖÙS ñôn, ngöôøi ta duøng TB 1 ñeå kieåm tra ñoä beàn. 
Ñoái vôùi  TTÖÙS phöùc taïp, neáu laø vaät lieäu doøn, ngöôøi ta thöôøng duøng TB 5 

(TB Mohr) hay TB 2, neáu laø vaät lieäu deûo ngöôøi ta duøng TB 3 hay TB 4. 
Hieän nay, coù nhieàu TB môùi ñöôïc xaây döïng, toång quaùt hôn vaø phuø hôïp 

hôn vôùi keát quaû thöïc nghieäm. Tuy vaäy, nhöõng TB naøy cuõng coù nhöõng nhöôïc 
ñieåm nhaát ñònh neân chöa ñöôïc söû duïng roäng raõi. 

Thí duï:   Kieåm tra beàn phaân toá vaät theå ôû TTÖÙS khoái nhö treân H.5.8. ÖÙng 
suaát cho theo kN/cm2. Cho bieát: 2kN/cm 16][ =σ . 

    Giaûi. 
 Choïn heä toïa ñoä nhö treân H.5.8. 

Theo quy öôùc ta coù: 
σx = -5 kN/cm2 , σy = 6 kN/cm2  , τzy = -τyz = 4 kN/cm2   

σz =0 , τxz = τzx =τyx = τxy =0 

 Maët vuoâng goùc vôùi truïc x laø maët chính vôùi öùng 
suaát chính 2kN/cm 5−=xσ . Hai öùng suaát chính coøn laïi 
naèm trong maët phaúng vuoâng goùc vôùi öùng suaát chính ñaõ cho vaø coù giaù trò 
baèng: 

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
=±=τ+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ σ−σ
±

σ+σ
=σ

2

2
2

2

min
max

kN/cm 2

kN/cm 8
53

22 zy
yzyz  

 Do ñoù:  2
3

2
2

2
1 kN/cm 5   ;kN/cm 2   ;kN/cm 8 −=σ−=σ=σ  

 Theo TB öùng suaát tieáp: 
     22

313 kN/cm 16kN/cm 31)5(8 <=−−=σ−σ=σt  

 Theo TB theá naêng bieán ñoåi hình daùng: 

   ( ) ( ) ( )( )
22

222

323121
2
3

2
2

2
14

kN/cm 16kN/cm 79,11     

525882528     

<=

−−−−−×−−++=

σσ−σσ−σσ−σ+σ+σ=σt

 

 Nhö vaäy, theo caû hai TB phaân toá naøy ñaûm baûo beàn. 

H. 5.8

5

4 

6

x 

y 

z 
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BAØI TAÄP CHÖÔNG 5 

5.1 Khi neùn vaät lieäu theo ba 
phöông cuøng vôùi trò soá öùng 
suaát phaùp (H.5.1), ngöôøi ta 
thaáy vaät lieäu khoâng bò phaù 
hoaïi. Haõy kieåm tra beàn ñoái 
vôùi phaân toá treân baèng TB 
öùng suaát tieáp lôùn nhaát vaø TB theá naêng bieán ñoåi hình daùng lôùn nhaát. 

5.2  Duøng TB öùng suaát tieáp lôùn nhaát ñeå tính aùp löïc p lôùn nhaát taùc duïng treân 
khoái theùp treân H.5.2. Khoái theùp ñoù ñöôïc ñaët khít vaøo trong khoái theùp lôùn. 

Cho E = 2.107 N/cm2; μ = 0,28;  
[σ ] = 16 kN/cm2. 

5.3  Cho TTÖÙS nhö H.5.3. Tính öùng 
suaát töông ñöông (veá traùi cuûa coâng 
thöùc kieåm tra beàn) theo TB theá naêng 
bieán ñoåi hình daùng vaø TB Mohr. Cho 
σok/σon = 0,25. 

5.4  Cho TTÖÙS taïi moät ñieåm cuûa vaät 
theå chòu löïc nhö H.5.4: 

σ1 = 20 kN/cm2; σ2 = – 40 kN/cm2; 
σ3 = – 80 kN/cm2 
Kieåm tra ñoä beàn theo TB 3 vaø TB 4. 
    Bieát [σ] = 120 kN/cm2. 

5.5  Moät truï troøn baèng theùp (μ= 0,3) ñaët khít giöõa hai töôøng cöùng nhö H.5.5. 
Phaàn giöõa cuûa truï chòu aùp löïc p phaân boá ñeàu. Tính öùng suaát töông ñöông 
theo TB 4 ôû phaàn giöõa vaø phaàn ñaàu cuûa hình truï. 

 
σ

σ

σ

H. 5.1

P P

z

xy

H. 5.2 

a) b)

 

σ1

σ2

σ3

H. 5.4

a

a

a

P

x

y

z

p

H. 5.5

4 kN/cm2

2 kN/cm2

8 kN/cm2

H. 5.3
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Chöông 6 
 

 ÑAËC TRÖNG HÌNH HOÏC CUÛA MAËT CAÉT NGANG 
 

6.1  KHAÙI NIEÄM 

ÔÛ chöông 3, khi tính ñoä beàn cuûa thanh chòu keùo (neùn) ñuùng taâm, ta thaáy 
öùng suaát trong thanh chæ phuï thuoäc vaøo ñoä lôùn cuûa dieän tích maët caét ngang 
F (maët caét F, dieän tích F). Trong nhöõng tröôøng hôïp khaùc, nhö thanh chòu 
uoán, xoaén… thì öùng suaát trong thanh khoâng chæ phuï thuoäc vaøo dieän tích F maø 
coøn phuï thuoäc vaøo hình daùng, caùch boá trí maët caét… nghóa coøn nhöõng yeáu toá 
khaùc maø ngöôøi ta goïi chung laø ñaëc tröng hình hoïc cuûa maët caét ngang. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Xeùt thanh chòu uoán trong hai tröôøng hôïp maët caét ñaët khaùc nhau nhö treân 
H.6.1. Baèng tröïc giaùc, deã daøng nhaän thaáy tröôøng hôïp a), thanh  chòu löïc toát 
hôn tröôøng hôïp b), tuy raèng trong trong hai tröôøng hôïp dieän tích cuûa maët caét 
ngang thanh vaãn nhö nhau. Nhö vaäy, khaû naêng chòu löïc cuûa thanh coøn phuï 
thuoäc vaøo caùch saép ñaët vaø vò trí maët caét ngang ñoái vôùi phöông taùc duïng cuûa 
löïc.(ÖÙng suaát nhoû 04 laàn ñoä voõng nhoû 16 laàn ). Cho neân söï chòu löïc khoâng 
nhöõng phuï thuoäc F, maø caàn phaûi nghieân cöùu caùc ñaëc tröng hình hoïc khaùc 
cuûa maët caét ngang ñeå tính toaùn ñoä beàn, ñoä cöùng, ñoä oån ñònh  vaø thieát keá maët 
caét cuûa thanh cho hôïp lyù. 

 

6.2  MOÂMEN TÓNH - TROÏNG TAÂM 

H.6.1. Daàm chòu uoán  
a) Tieát dieän ñöùng;  b) Tieát dieän naèm ngang

z a)

P

xy

P 

y 

b)
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Xeùt moät hình phaúng bieåu dieãn maët 
caét ngang F ( maët caét F ) nhö treân H.6.2. 
Laäp moät heä toïa ñoä vuoâng goùc Oxy trong 
maët phaúng cuûa maët caét. M(x,y) laø moät 
ñieåm baát kyø treân hình. Laáy chung quanh 
M moät dieän tích vi phaân dF. 

♦ Moâmen tónh cuûa maët caét F ñoái vôùi 
truïc x (hay y) laø tích phaân: 

∫∫ ==
F

y
F

x xdFSydFS ,                      (6.1) 

vì x, y coù theå aâm hoaëc döông neân  
moâmen tónh coù theå coù trò soá aâm hoaëc döông.  
 Thöù nguyeân cuûa moâmen tónh laø [(chieàu daøi)3]. 
 ♦ Truïc trung taâm laø truïc coù moâmen tónh cuûa maët caét F  ñoái vôùi truïc ñoù 
baèng khoâng. 
     ♦ Troïng taâm laø giao ñieåm cuûa hai truïc trung taâm.  

⇒ Moâmen tónh ñoái vôùi moät truïc ñi qua troïng taâm baèng khoâng. 
     ♦  Caùch xaùc ñònh troïng taâm C cuûa maët caét F: 

Döïng heä truïc ooCyx  song song vôùi heä truïc xOy ban ñaàu (H.6.2). Ta coù 
      oCoC yyyxxx +=+= ;  , vôùi C(x c ,y c ) 

 Thay vaøo (6.1), ⇒ 
  ∫∫∫ +=+=+=

F
xoCo

F
Co

F
Cx SFydFydFydFyyS )(  

vì truïc ox  laø truïc trung taâm neân 0=xoS ,    ⇒ 
          FyS Cx = , vaø   : FxS Cy =   (6.2) 

 Töø (6.2)   ⇒ 

               F
Sy

F
S

x x
C

y
C ==   ;                                              (6.3) 

Keát luaän: Toïa ñoä troïng taâm ),( CC yxC  ñöôïc xaùc ñònh trong heä truïc xOy ban 
ñaàu theo moâmen tónh Sx , Sy  vaø dieäân tích F theo (6.4).  
 Ngöôïc laïi, neáu bieát tröôùc toïa ñoä troïng taâm,  coù theå söû duïng (6.2), (6.3) 
ñeå xaùc ñònh caùc moâmen tónh. 
 

  
Nhaän xeùt 1:  

 

H.6.2 Maët caét F vaø troïng taâm C

•

x

y

M
dF

F

O

C 

x 

x o x C 
xo

yC

yo

y o 

y
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        Maët caét coù truïc ñoái xöùng, troïng taâm naèm treân truïc naøy vì moâmen tónh 
ñoái vôùi truïc ñoái xöùng baèng khoâng (H.6.3a,b). 

 Maët caét coù hai truïc ñoái xöùng, troïng taâm naèm ôû giao ñieåm hai truïc ñoái 
xöùng (H.6.3c). 

 

 Thöïc teá, coù theå gaëp nhöõng maët caét ngang coù hình daùng phöùc taïp ñöôïc 
gheùp töø nhieàu hình ñôn giaûn.  

 Tính chaát: moâmen tónh cuûa hình phöùc taïp baèng toång moâmen tónh cuûa 
caùc hình ñôn giaûn.  

Vôùi nhöõng hình ñôn giaûn nhö chöõ nhaät, troøn, tam giaùc hoaëc maët caét caùc 
loaïi theùp ñònh hình I, U, V, L… ta ñaõ bieát tröôùc (hoaëc coù theå tra theo caùc baûng 
trong phaàn phuï luïc )  dieän tích, vò trí troïng taâm, töø ñoù deã daøng tính ñöôïc 
moâmen tónh cuûa hình phöùùc taïp goàm n hình ñôn giaûn: 

  
i

n

inny

i

n

innx

xFxFxFxFS

yFyFyFyFS

∑

∑

=+++=

=+++=

1
2211

1
2211

...

...
 (6.4) 

trong ñoù: iii yxF ,,  - dieän tích vaø toïa ñoä troïng taâm cuûa hình ñôn giaûn thöù i,      

n  - soá hình ñôn giaûn. 
⇒ Toaï ñoä troïng taâm cuûa moät hình phöùc taïp trong heä toïa ñoä xy.  

       
∑

∑

=

=== n

i
i

n

i
ii

y
C

F

xF

F
S

x

1

1   ;  
∑

∑

=

=== n

i
i

n

i
ii

x
C

F

yF

F
S

y

1

1   (6.5) 

 

C x 

y 

a) 

C 
x

y 

c) 

C
x

y

b)

C
x

y

b)

H.6.3 Maët caét coù truïc ñoái xöùng
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Thí duï 6-1 Xaùc ñònh troïng taâm 
maët caét chöõ L chæ goàm hai hình 
chöõ nhaät nhö treân H.6.4. Toïa ñoä 
troïng taâm C cuûa hình treân laø: 

;
21

2211

FF
FxFx

F
S

x y
C +

+
==

21

2211

FF
FyFy

F
Sy x

C +
+

==  

Thí duï 6.2  Moät maët caét thanh 
gheùp, goàm theùp chöõ Ι soá hieäu 
No55, theùp chöõ [ soá hieäu No27, 
vaø theùp chöõ nhaät 15 × 1,2 cm (H.6.5). Xaùc ñònh troïng taâm C  cuûa maët caét. 
                            Giaûi.  
Tra baûng (ΓOCT 8239-89) ⇒ soá lieäu sau: 
 - Ñoái vôùi theùp chöõ Ι No55: 
 h2   =  55 cm 

 t   =  1,65 cm 
F2   =  118 cm2 
- Ñoái vôùi theùp chöõ [ No27: 
h3  =  27 cm 
F3  =  35,2 cm2 
z3  =  2,47 cm 
- Hình chöõ nhaät: 

F1 = 15 cm x 1,2 cm = 18 cm2 
Choïn heä truïc toïa ñoä xy  qua goác C2 ⇒ toïa ñoä troïng taâm cuûa ba hình treân laø: 

              cm 1,28
2

 2,1
2

 55
1 =+=y  ; 02 =y  ; cm 97,29 47,2

2
 55 3 =+=y  

 Dieän tích vaø moâmen tónh cuûa toaøn maët caét laø: 
    F  =  F1 + F2 + F3 = 18 + 118 + 35,2  = 171,2 cm2 

        ( )( ) ( )( ) 3
332211 144,5492,3597,290181,28 cmFyFyFySx −=−+=++=  

vì y laø truïc ñoái xöùng, troïng taâm C seõ naèm treân truïc naøy.  

⇒ Toïa ñoä ñieåm C laø:    m
F
Syx x

CC c 32
2,171
144,549   ;0 −≈

−
===  

 Daáu (–) cho thaáy troïng taâm C naèm phía döôùi truïc x.  
 Chuù yù raèng, truïc x coù theå choïn tuøy yù song ôû thí duï naøy ta ñaët truïc x ñi 
qua troïng taâm C2 cuûa maët caét chöõ Ι cho tieän tính toaùn. 

 

H .6 .4  T r o ïn g  t a âm  h ìn h  p h ö ùc  t a ïp

x

x

x

x 1

x 2

y 2

y 1

C 1

C  2  

C

O

y

y C

x C

x

F  1  

F  2  

H.6.5. Trong taâm C cuûa hình gheùp

x
 

x
 

x
 

x
 

C1 

C2 

C3 

C 
X 

x 

y ≡ Y 

y1 

y3 

yC 

z3 

IoN55 

[ No27

150 × 12 mmI 

II

III 
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Thí duï 6.3. Cho maët caét hình chöõ U .Tìm troïng taâm C  
Choïn heä truïc x,y nhö hình veõ, truïc x qua ñaùy maët caét (truïc y laø truïc ñoái 
xöùng, C naèm treân truïc y) 

cm
F
S

y x
C 6

1242424
1012422424

=
×+×

××+××
==

)()(
)(  

Hay : 

cm
FF
SS

y xx
C 6

12161624
10121681624

21

21 =
××

××××
==

)_()(
)_()(

_
_

 

 
 
 

6.3  MOÂMEN QUAÙN TÍNH- HEÄ TRUÏC QUAÙN TÍNH CHÍNH TRUNG TAÂM  

1- Moâmen quaùn tính (MMQT) 

♦Moâmen quaùn tính ñoäc cöïc 
 ( MMQT ñoái vôùi ñieåm) cuûa maët caét F 
ñoái vôùi ñieåm O  ñöôïc ñònh nghóa laø 
bieåu thöùc tích phaân: 
 dFJ

F
∫= 2ρρ                              (6.6) 

vôùi ù: ρ - khoaûng caùch töø ñieåm M ñeán 

goác toïa ñoä O,  
♦Moâmen quaùn tính ñoái vôùi truïc 

y vaø x cuûa maët caét F ñöôïc ñònh nghóa: 
  ∫∫ ==

F
x

F
y dFyJdFxJ 22 ;  (6.7) 

♦Moâmen quaùn tính ly taâm cuûa maët caét F ñoái vôùi heä truïc x,y ñöôïc ñònh 
nghóa:  

        ∫=
F

xy xydFJ  (6.8) 

 Töø ñònh nghóa caùc moâmen quaùn tính, ta nhaän thaáy: 
- MMQT coù thöù nguyeân laø [chieàu daøi]4 
- Jx , Jy , Jp  > 0 
- MMQT ly taâm Jxy coùù theå döông, aâm hoaëc baèng khoâng. 

       - Vì    222 yx +=ρ     neân     yx JJJ +=ρ  (6.9) 

 

ρ

• 

x x

y

y

M 
dF 

F

O

H. 6.6 Hình phaúng F 

x 

X12cm 

H. 6.12

4cm 4cm 
16cm 

4cm 

yY
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Chöông 7 

UOÁN PHAÚNG THANH THAÚNG 
 

7.1 KHAÙI NIEÄM CHUNG 

♦ Thanh chòu uoán laø thanh coù 
 truïc bò uoán cong döoùi taùc duïng  
 cuûa ngoaïi löïc. Thanh coù truïc naèm ngang  
 chòu uoán ñöôïc goïi laø daàm. 
(Thanh coù truïc thaúng ñöùng goïi laø coät) 
♦ Ngoaïi löïc: Löïc taäp trung P, 
 löïc phaân boá q taùc duïng vuoâng goùc 
 vôùi truïc daàm hay momen (ngaãu löïc)  
M naèm trong maët phaúng chöùa truïc daàm (H.7.1).  
♦ Maët phaúng taûi troïng: Maët phaúng ( π ) chöùa ngoaïi löïc vaø truïc daàm.       
Ñöôøng taûi troïng: Giao tuyeán cuûa maët phaúng taûi troïng vôùi maët caét ngang. 
 
♦Giôùi haïn baøi toaùn: 
    + Chæ khaûo saùt caùc thanh maët caét ngang coù ít nhaát moät truïc ñoái xöùng.               
    Truïc ñoái xöùng naày vaø truïc thanh hôïp thaønh maët phaúng ñoái xöùng. 
    Taûi troïng naèm trong maët phaúng ñoái xöùng. 
     Maët phaúng taûi troïng truøng maët phaúng ñoái xöùng, 
     Ñöôøng taûi troïng cuõng laø truïc ñoái xöùng cuûa maët caét ngang  
     Truïc daàm sau khi bò cong vaãn naèm trong maët phaúng ( π )ñöôïc goïi laø      
uoán phaúng. 
   + Maët caét ngang daàm coù chieàu roäng beù so vôùi chieàu cao. 
 
        ♦ H.7.3 ,7.4,7.5 : giôùi thieäu moät soá loaïi daàm ñôn giaûn thöôøng gaëp 
 
 
 
 
 
 

P1 

P2 

P3 

P4 

P5 

01 

02 

H.7.1. Taûi troïng taùc duïng leân daàm
π
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 ♦ Noäi löïc: Tuyø theo ngoaïi löïc taùc duïng maø treân maët caét ngang daàm coù caùc 
noäi löïc laø löïc caét Qy vaø moâmen uoán Mx .  
♦ Phaân loaïi:   
 Uoán thuaàn tuùy phaúng: Noäi löïc  chæ coù moâmen uoán Mx=haèng soá.  
 Uoán ngang phaúng : Noäi löïc  goàm löïc caét Qy  vaø  moâmen uoán Mx  
 
♦ Daàm ôû H.7.4 coù ñoaïn giöõa CD chòu uoán thuaàn tuùy, daàm ôû H. 7.5  chòu  
uoán thuaàn tuùy. Ñoaïn daàm AC vaø DB cuûa daàm ôû H.7.4 chòu uoán ngang 
phaúng. 
 
 
 

 

P 
q 

a 

L 

b

a) 

b)

c)

H.7.3. Caùc loaïi daàm: a) Daàm ñôn giaûn 
b) Daàm cheøn keïp; c) Daàm coù ñaàu muùt thöøa 

P 

+ 

_

 P

a) 

b) 

c) 

a)

b)

H.7.4. Daàm vôùi vuøng ôû giöõa chòu  
uoán thuaàn tuùy 

H.7.5. Daàm chòu uoán thuaàn tuùy 

P M

P P

L-2a aa 

 Q

 M

 Pa Pa 

A B

A B

A

B

B
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7.2  UOÁN THUAÀN TUÙY PHAÚNG  

  7.2.1 Ñònh nghóa: Thanh chòu uoán thuaàn tuùy phaúng khi treân moïi maët caét 
ngang chæ coù moät noäi löïc Mx.  

Daáu cuûa Mx : Mx > 0 khi caêng (keùo) thôù döôùi ( thôù y > 0 ) cuûa daàm 

7.2.2 Tính öùng suaát treân maët caét ngang: 

  1. Thí nghieäm vaø quan saùt bieán daïng: 

 

                   H. 7.6   a) Thanh tröôùc khi bieán daïng 
 b) Sau bieán daïng;   c) Maët caét ngang sau bieán daïng 

  Keû leân maët ngoaøi moät thanh thaúng chòu uoán nhö  H.7.6a, nhöõng ñöôøng 
song song vôùi truïc thanh töôïng tröng cho caùc thôù doïc vaø nhöõng ñöôøng 
vuoâng goùc vôùi truïc thanh töôïng tröng cho caùc maët caét ngang; caùc ñöôøng 
naøy taïo thaønh caùc löôùi oâ vuoâng (H.7.6a). 

 Sau khi bieán daïng (H.7.6b), truïc thanh bò cong, caùc ñöôøng thaúng song 
song vôùi truïc thanh thaønh caùc ñöôøng cong song song vôùi truïc thanh; nhöõng 
ñöôøng vuoâng goùc vôùi truïc thanh vaãn coøn vuoâng goùc vôùi truïc thanh, nghóa laø 
caùc goùc vuoâng  ñöôïc baûo toaøn trong quaù trình bieán daïng.  

Ngoaøi ra, neáu quan saùt thanh thì thaáy caùc thôù beân döôùi daõn ra(bò keùo) 
vaø caùc thôù beân treân co laïi (bò neùn). Nhö theá, töø thôù bò daõn sang thôù bò co seõ 
toàn taïi caùc thôù maø chieàu daøi khoâng thay ñoåi trong quaù trình bieán daïng, goïi laø 
thôùù trung hoøa. Caùc thôù trung hoøa taïo thaønh lôùp trung hoøa. Giao tuyeán cuûa 
lôùp trung hoaø vôùi maët caét ngang taïo thaønh ñöôøng trung hoøa. Vì maët caét 
ngang coù chieàu roäng beù neân ñöôøng trung hoøa xem nhö thaúng (H.7.6.c) 

H.7.6.  a) Thanh tröôùc khi bieán daïng 
 b) Sau bieán daïng; c) Maët caét ngang sau bieán daïng 
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Sau bieán daïng caùc maët caét ngang 1-1 vaø 2-2 ban ñaàu caùch nhau moät ñoaïn 
vi phaân dz seõ caét nhau taïi taâm cong O’ (H.7.7b) vaø hôïp thaønh moät goùc dθ.  
Goïi ρ laø baùn kính cong cuûa thôù trung hoøa, töùc khoaûng caùch töø O’ ñeán thôù 
trung hoøa. Ñoä daõn daøi töông ñoái cuûa moät thôù ab ôû caùch thôù trung hoøa moät 
khoaûng caùch y cho bôûi: 

( ) ( )
yy

d
ddy

dz
dzdyab

z κ
ρθρ

θρθρθρε ==
−+

=
−+

=
−

=
21

21

00
00   (a) 

trong ñoù: κ - laø ñoä cong cuûa daàm. 
 Heä thöùc naøy chöùng toû bieán daïng doïc truïc daàm tæ leä vôùi ñoä cong vaø bieán 
thieân tuyeán tính vôùi khoaûng caùch y töø thôù trung hoøa 
 

 
 

              H.7.7  Ñoaïn daàm vi phaân dz 
 

 

M

1

1
a

O1 O2

b M

dz 2

2

y

O

ρdθ

M
a

O1 O2

bâ
My

σσ

a) Truôùc bieán daïng b) Sau bieán daïng

z

Phaàn bò neùn

x 
y 

Phaàn bò keùo 

Lôùp trung hoaø 

Maët phaúng taûi troïng

Ñöôøng taûi troïng
Ñöôøng trung hoaø 
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2. Thieát laäp coâng thöùc tính öùng suaát: 
Moãi thôù doïc cuûa daàm chæ chòu keùo hoaëc 
 neùn (caùc ñieåm baát kyø treân maët  
caét ngang ôû traïng thaùi öùng suaát ñôn). 
 Ñònh luaät Hooke öùng vôùi traïng thaùi  
öùng suaát ñôn cho ta:  

yEE zz κ=ε=σ                    (b)  
ÖÙùng suaát phaùp taùc duïng treân  
maët caét ngang bieán thieân baäc nhaát 
 vôùi khoaûng caùch y  töø thôù trung hoøa.  
Xeùt hôïp löïc cuûa caùc öùng suaát phaùp treân toaøn maët caét ngang.  

+ Lieân heä giöõa σz  vaø Nz  
   0== ∫∫ FF z yFEdF κσ  (ñònh nghóa N z  =0)  (c) 

Vì ñoä cong κ vaø moâñun ñaøn hoài E laø haèng soá neân coù theå ñem ra ngoaøi 
daáu tích phaân,    ⇒     0=∫F

ydF   (d) 

 (d) cho thaáy moâmen tónh cuûa dieän tích maët caét ngang ñoái vôùi truïc trung 
hoaø x baèng khoâng ⇔  truïc trung hoaø x ñi qua troïng taâm maët caét ngang.   
        Tính chaát naøy cho pheùp xaùc ñònh truïc trung hoaø cuûa baát kyø maët caét 
ngang naøo. Neáu truïc y laø truïc ñoái xöùng, thì heä truïc (x,y) chính laø heä truïc 
quaùn tính chính trung taâm. 

+ Lieân heä giöõa σz  vaø Mx   
     ∫∫ ==

FF zx dFyEydFM 2κσ  =  κEJx (e) 

trong ñoù:    ∫=
Fx dFyJ 2  (g) 

laø moâmen quaùn tính cuûa maët caét ngang ñoái vôùi truïc trung hoøa x. 
Bieåu thöùc (e) ñöôïc vieát laïi nhö sau: 

       
x

x

EJ
M

==
ρ

κ 1
 (7.1) 

 EJx goïi laø ñoä cöùng uoán cuûa daàm. 
Theá(7.1) vaøo (b) ⇒ Coâng thöùc tính öùng suaát phaùp taïi moät ñieåm treân maët caét 

ngang daàm:      y
J
M

x

x
z =σ                                       (7.2) 

ÖÙùng suaát bieán thieân baäc nhaát theo tung ñoä y.vaø y laø khoaûng caùch cuûa ñieåm 
tính öùng suaát keå töø truïc trung hoaø x .(M x vaø y mang daáu ñaïi soá)  

H.7.8. ÖÙng suaát phaùp vaø moâ 
men uoán treân maët caét 

ngang cuûa daàm chòu uoán 

Ñöôøng trung hoaø

x

y z σz
dF 

Mx 

y 

0 
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   Coâng thöùc kyõ thuaät:  
          Neáu moâmen uoán döông, daàm bò caêng ( bò keùo ) thôù döôùi, caùc thôù treân 
bò neùn . Keát quaû ngöôïc laïi neáu moâmen uoán aâm. Do vaäy trong thöïc haønh, ta 
coù theå söû duïng coâng thöùc kyõ thuaät ñeå tính öùng suaát,  

   || y
J
M

x

x
z ±=σ  (7.3) 

ta seõ laáy: daáu (+) neáu Mx gaây keùo taïi ñieåm caàn tính öùng suaát.  
                daáu (–) neáu Mx gaây neùn taïi ñieåm caàn tính öùng suaát.  
 
. 
7.2.3 Bieåu ñoà öùng suaát phaùp - ÖÙng suaát phaùp cöïc trò: 
♦ Bieåu ñoà öùng suaát phaùp: 
   +Nhöõng ñieåm caøng ôû xa truïc trung hoøa coù trò soá öùng suaát caøng lôùn. 
   +Nhöõng ñieåm cuøng coù khoaûng caùch tôùi thôù trung hoøa seõ coù cuøng trò soá 
öùng suaát phaùp.  

Bieåu ñoà phaân boá öùng suaát phaùp laø ñoà thò bieåu dieãn giaù trò caùc öùng suaát 
taïi caùc ñieåm treân maët caét ngang. 
*Tröôøng hôïp maët caét ngang coù hai truïc ñoái xöùng (Hình troøn, chöõ nhaät..) cho 
bôûi H.7.9  
*Tröôøng hôïp maët caét ngang chæ coù moät truïc ñoái xöùng (chöõ I,U) cho bôûi 
H.7.10.  

      Daáu (+) chæ öùng suaát keùo. 
      Daáu (-) chæ öùng suaát neùn.                  

 
   
       

 
   

                      
 
 
 
 
                                    

+

_
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         H. 7.9  Bieåu ñoà öùng suaát phaùp cho caùc maët caét coù hai truïc ñoái xöùng 
 
 
 
 

 

 

 
  H. 7.10 Bieåu ñoà öùng suaát phaùp cho caùc maët caét coù moät truïc ñoái xöùng 

 
♦ ÖÙng suaát phaùp cöïc trò:  

Tính öÙng suaát phaùp khi keùo vaø khi neùn lôùn nhaát treân maët caét ngang daàm 
ôû nhöõng ñieåm xa ñöôøng trung hoøa nhaát. 

Goïi nk yy maxmax,  laàn löôït laø khoaûng caùch thôù chòu keùo vaø thôù chòu neùn ôû 
xa ñöôøng trung hoøa nhaát. Khi ñoù öùng suaát chòu keùo lôùn nhaát σmax vaø öùng 
suaát chòu neùn lôùn nhaát σmin seõ tính bôûi caùc coâng thöùc: 

   k
x

xk

x

x

W
M

y
J
M

== maxmaxσ  (7.4a) 

              n
x

xn

x

x

W
M

y
J
M

== maxminσ                     (7.4b)  

vôùi:     n
xn

xk
xk

x y
JW

y
JW

maxmax

  ;
'

==   (7.5) 

Caùc ñaïi löôïng k
xW  vaø n

xW  goïi laø caùc suaát tieát dieän hoaëc moâmen choáng uoán 
cuûa maët caét ngang. 
   Tröôøng hôïp ñaët bieät: Neáu truïc x (truïc trung hoaø) cuõng laø truïc ñoái xöùng  
(maët caét chöõ nhaät, troøn, Ι,…) thì: 

          2maxmax
hyy nk ==  

khi ñoù:    
h
JWWW x

x
n

x
k

x
2

===  (7.6) 

vaø öùng suaát neùn vaø keùo cöïc ñaïi coù trò soá baèng nhau: 

   
x

x

W
M

=σ=σ minmax  (7.7) 

∗ Maët caét ngang hình chöõ nhaät vôùi beà roäng b vaø chieàu cao h :  

+

_
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6

   ;
12

23 bhWbhJ xx ==  (7.8) 

∗ Maët caét ngang hình troøn: 

   3
3

4
4

1,0
32

  ;05,0
64

ddWddJ xx ≈=≈=
ππ

 (7.9)  

      ∗ Maët caét ngang hình vaønh khaên : ñöôøng kính ngoaøi D, trong, d 

                  )1(
32

  ;)1(
64

4
3

4
4

ηπηπ
−=−=

DWDJ xx     vôùi     η = d/ D 

∗ Maët caét ngang hình Ι, C: Tra baûng theùp ñònh hình. 
YÙ nghóa vaät lyù cuûa moâmen choáng uoán: khi moâmen choáng uoán caøng lôùn 

daàm chòu ñöôïc moâmen uoán caøng lôùn. 

7.2.4 Ñieàu kieän beàn- Ba baøi toaùn cô baûn 

Ñieàu kieän beàn:    

    + Daàm baèng vaät lieäu doøn: [σ] k  ≠ [σ] n  

              ⏐σmin⏐≤ [σ] n 
                           σmax    ≤ [σ] k     (7.10a) 
    + Daàm baèng vaät lieäu deûo: [σ] k  = [σ] n = [σ]  
                max ⏐σz⏐≤ [σ]  (7.10b) 
Ba baøi toaùn cô baûn: 
  +Baøi toaùn kieåm tra beàn,(Ñaây laø baøi toaùn thaâûm keá.)   
  +Baøi toaùn choïn kích thöôùc maët caét ngang,(baøi toaùn thieát keá). 
  +Baøi toaùn choïn taûi troïng cho pheùp.(baøi toaùn söõa chöõa,naâng caáp) 

Baøi toaùn cô baûn 1: Kieåm tra beàn- Kieåm tra thanh chòu löïc coù ñaûm baûo 
ñoä beàn hay khoâng. Duøng (7.10a) hay (7.10b) ñeå kieåm tra. 
Thí duï 7.1 Treân maët caét ngang cuûa moät daàm chöõ T ngöôïc (H.7.11), moâmen 
uoán  Mx  = 7200 Nm. Daàm laøm baèng vaät lieäu coù öùng suaát cho pheùp khi keùo 
vaø neùn khaùc nhau:    
`  [σ ]k = 20 MN/m2;   [σ]n = 30 MN/m2 ` 
` Kieåm tra beàn bieát raèng:  Jx = 5312,5 cm4    

Giaûi. 
Ta coù: yk

max = 75 mm=  7,5.10–2 m 
        yn

max = 125 mm  =  12,5.10–2 m 

H. 7.11  

             

z  

125

  75

Daàm chöõ T chòu uoán

Mx   

y   

x 
O 
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  36
2

8

max

m103,708
105,7

105,5312 −
−

−

×=
×

×
== k

xk
x y

JW  

  36
2

8

max

m10425
105,12

105,5312 −
−

−

×=
×

×
== n

xn
x y

JW  

        [ ]kk
x

x

W
M

σ<=×=
×

==σ −
226

6max MN/m 20,10N/m1020,10
103,708

7200  

       [ ]nn
x

x

W
M

σ<=×=
×

==σ −
226

6min MN/m 17N/m1017
10425

7200  

vaäy daàm ñuû beàn.  
 Baøi toaùn cô baûn 2: Choïn kích thöôùc maët caét ngang sao cho daàm thoûa ñieàu 
kieän beàn. 
  Töø ñieàu kieän beàn toång quaùt (7.10a,b) ⇒ moâmen choáng uoán vaø kích thöôùc 
cuûa maët caét ngang seõ ñöôïc xaùc ñònh. 
Thí duï 7.2  Cho daàm chòu löïc nhö H.7.12. 
Daàm laøm  baèng hai theùp chöõ ,  Choïn soá 
hieäu cuûa theùp chöõ  ñeå daàm thoûa ñieàu kieän 
beàn. Bieát [σ ] = 16 kN/cm2. 
                                 Giaûi.  
Daàm chòu uoán thuaàn tuùy; treân moïi maët caét 
ngang cuûa daàm coù moâmen uoán Mx=60 
kNm. 
 AÙp duïng coâng thöùc (7.7) vaø (7.10b) ta ñöôïc: 3max cm 375

16
100.60

][
==

σ
≥

MWx  

Tra baûng theùp hình ta choïn 2  20 coù Wx = 2 × 184 = 368 cm3.  
Kieåm tra laïi ñieàu kieän beàn ta coù: 

  2max
max kN/cm 3,16

368
100.60

===σ
xW

M  

sai soá töông ñoái: %9,1%100
16

163,16
=×

− ;  vaäy daàm ñuû beàn. Choïn 2  20 

Baøi toaùn cô baûn 3: Ñònh taûi troïng cho pheùp [P] ñeå daàm thoûa ñieàu kieän 
beàn. 
 Thí duï 7.3  Moät daàm baèng gang coù maët caét ngang nhö H.7.13. Xaùc ñònh trò 
soá moâmen uoán cho pheùp(moâmen coù chieàu nhö hình veõ). Bieát: 
[σ ] κ = 1,5 kN/cm2 . 
        Hoûi vôùi trò soá moâmen uoán cho pheùp ñoù, öùng suaát neùn lôùn nhaát trong 
daàm laø bao nhieâu?  
        Cho bieát Jx = 25470 cm4 

x

H.7.12  

M = 60 kNmM = 60 KNm  
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                   Giaûi. 

       Töø ñieàu kieän beàn  k
x

xk

x

x

W
M

y
J
M

== maxmaxσ  ≤ [σ] k  

⇒    [ ] [ ] Ncm5,3537
8,10

254705,1
max

k
y
JM k

x
kx =×== σ  

Töông öùng ta coù: 

 [ ] 2
maxmin N/cm 67,2 19,2 

54702
5,3537 ky

J
M n

x

x −=×−=−=σ  

 
 

7.2.5 Hình daùng hôïp lyù cuûa maët caét ngang. 
    Hình daùng hôïp lyù laø sao cho khaû naêng chòu löïc cuûa daàm laø lôùn nhaát 
nhöng ñoàng thôøi ít toán vaät lieäu nhaát. Ñieàu kieän: 

                
k

k

x

x y
J
M

σσ ==
maxmax      ,  

n

n

x

x y
J
M

σσ ==
maxmin

 

Laäp tæ soá caùc öùng suaát :            [ ]
α

σ
σ

==
n

k
n

k

y

y

max

max  

- Neáu vaät lieäu doøn: α < 1   vì   :   
nk

σσ p    neân  nk yy maxmax p  

    Ta choïn maët caêùt ngang khoâng ñoái xöùng qua truïc trung hoaø. 
    - Neáu vaät lieäu deûo: α =1 neân nk yy

maxmax
=  

Ta choïn maët caêùt ngang ñoái xöùng qua truïc trung hoaø. 
Theo bieåu ñoà öùng suaát ta thaáy caøng gaàn truïc trung hoaø öùng suaát caøng nhoû, 
neân taïi ñoù vaät lieäu laøm vieäc ít hôn ôû nhöõng ñieåm xa truïc trung hoøa, vì vaäy 
thöôøng caáu taïo hình daùng maët caét sao cho vaät lieäu xa truïc trung hoøa . ví duï 
hình chöõ I,U,vaønh khaên ,hình roãng… 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

H.7.13 

z 

192mm

108mm

M 

y 

x
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7.3  UOÁN NGANG PHAÚNG  

7.3.1 Ñònh nghóa- Daàm goïi laø chòu uoán ngang phaúng khi treân maët caét 
ngang coù 2 noäi löïc laø: moâmen uoán Mx vaø löïc caét Qy  ( H 7.14).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7.3.2 Caùc thaønh phaàn öùng suaát: 
  1- Thí nghieäm vaø quan saùt bieán daïng  

Keû nhöõng ñöôøng song song vaø vuoâng goùc vôùi truïc thanh (H.7.16a). 
Sau bieán daïng caùc goùc vuoâng khoâng coøn vuoâng ( H.7.16b). 

      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     2- Traïïng thaùi öùng suaát:  

Khaùc vôùi tröôøng hôïp uoán thuaàn tuùy, ngoaøi öùng suaát phaùp σz  do moâmen 
Mx  gaây ra coøn coù öùng suaát tieáp τzy do löïc caét Qy gaây ra. Traïng thaùi öùng suaát 
cuûa moät phaân toá coù caùc maët song song caùc truïc toïa ñoä bieåu dieån nhö hình 
7.15 vaø 7.16c 

 

a) 

1    2 

dz
P

P b) 

τ yz 

c)

τ zy 

H. 7.16.  a) Thanh tröôùc bieán daïng 
  b) Thanh sau bieán daïng 
  c) Traïng thaùi öùng suaát phaúng 

σz σz

P L 

1

1

P

PL

+ 

Mx 

Qy 

H.7.14. Soù ñoà daàm 
chòu uoán ngang 

y 

H.7.15 Maët caét ngang daàm 
chòu uoán ngang phaúûng 

z

Mx 

Qy 

0 
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    3. Coâng thöùc tính öùng suaát phaùp:  
        Chaáp nhaän vôùi sai soá khoâng lôùn duøng coâng thöùc (7.2 ) ñeå tính öùng suaát 
phaùp trong thanh chòu uoán ngang phaúng.(Lyù thuyeát ñaøn hoài ñaõ chöùng minh)  

                          y
J
M

x

x
z =σ                                                       (7.2 ) 

    4. Coâng thöùc tính öùng suaát tieáp: 
        Giaû thieát: 

- Maët caét ngang daàm coù chieàu roäng beù so vôùi chieàu cao. 
       - ÖÙùng suaát tieáp phaân boá ñeàu theo beà roäng cuûa maët caét vaø cuøng chieàu 
vôùi löïc caêõùt (nghóa laø moïi ñieåm naèm caùch ñeàu ñöôøng trung hoøa thì coù cuøng trò 
soá öùng suaát tieáp). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Ta xaùc ñònh quy luaät phaân boá öùng suaát tieáp doïc theo chieàu cao cuûa maët caét 
ngang.  
  Xeùt ñoaïn daàm giôùi haïn bôûi 2 maët caét 1-1 vaø 2-2 caùch nhau dz (H.7.17a). 
Ñeå khaûo saùt öùng suaát tieáp taïi ñieåm K caùch ñöôøng trung hoøa x moät khoaûng y, 
ta duøng maët caét ñi qua K vuoâng goùc vôùi löïc caét.  
  Xeùt caân baèng cuûa phaàn döôùi ABCDEFGH ( H.7.17b)  
Theo caùc giaû thieát ñaõ neâu, caùc öùng suaát tieáp τzy thaúng ñöùng coù phöông song 
song vôùi löïc caét thì phaân boá ñeàu treân maët thaúng ñöùng ABCD. Ngoaøi ra theo 
ñònh luaät ñoái öùng cuûa öùng suaát tieáp , treân maët vuoâng goùc vôùi maët caét ngang 
ABFE cuõng coù öùng suaát tieáp τyz coù giaù trò baèng vôùi τzy ( H.7.17b). 

M x  

dz 

Q 1y

Q 2y  

M x + dM x

Q 1y

M x

dz

01

Y

X 

y 

G

F 

E

D

C

B

A

zyτ

yzτ  
1zσ  

01

02
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          Nhö vaäy, toàn taïi öùng suaát tieáp theo phöông ngang giöõa caùc lôùp song 
song vôùi truïc daàm cuõng nhö caùc öùng suaát tieáp thaúng ñöùng treân caùc maët caét 
ngang cuûa daàm. Taïi moät ñieåm, caùc öùng suaát naøy coù giaù trò baèng nhau. 

 
 Phöông trình caân baèng theo phöông z  doïc  truïc  thanh   cho:  
           021 =+− TNN   (a) 

trong ñoù: N1 - laø hôïp cuûa caùc löïc taùc duïng treân maët 1-1 ñöôïc tính bôûi: 

  ∫∫ ==
Fc

x
Fc z ydF

J
MdFN 11 σ   (b) 

    N2 - laø hôïp cuûa caùc löïc taùc duïng treân maët 2-2 ñöôïc tính bôûi: 

 ∫∫
+

==
Fc

x

xx
Fc z ydF

J
dMMdFN 22 σ  (c) 

        T - laø hôïp cuûa caùc löïc taùc duïng treân maët treân ABEF cuûa phaàn töû: 
   dzbT c

yzτ=                                                   (d) 

Thay (b), (c), (d) vaøo (a) ⇒ 

   0
c

=+
+

− ∫∫ dzbydF
J

dMMdFy
J
M c

yzF
x

xx
F

x

x

c

τ    (e) 

    ⇒             ∫⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

cFc
x

x
yzzy ydF

bJdz
dM 1ττ   (f) 

thay Qy = dMx/dz  ta ñöôïc: 

   ∫==
cFc

x

y
yzzy ydF

bJ
Q

ττ   (g) 

  Ñaët:  ∫=
cF

c
x ydFS        ⇒   c

x

c
xy

yzzy bJ
SQ

== ττ      (7.11)  

 Coâng thöùc (7.11) goïi laø coâng thöùc D.I. Zhuravski 

S c
x :momen tænh cuûa phaàn dieän tích bò caét (F c )ñoái vôùi truïc trung hoøa. 

bc: beà roäng tieát dieän caét. 

J x :Momen quaùn tính cuûa tieát dieän. 

Q y : Löïc caét taïi tieát dieän ñang tính. 
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5-Phaân boá öùng suaát tieáp treân moät soá maët caét thöôøng gaëp: 

 + Maët caét ngang chöõ nhaät (H.7.18): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Dieän tích bò caét Fc laø hình chöõ nhaät , neân 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 2

2

422
2/

2
yhbyhyyhbS c

x  (i) 

 Thay vaøo (7.11)  ⇒    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2

42
yh

J
Q

x

y
zyτ            (7.12) 

Heä thöùc naøy chöùng toû öùng suaát tieáp trong daàm tieát dieän chöõ nhaät bieán 
thieân theo quy luaät baäc hai theo khoaûng caùch y töø truïc trung hoøa vaø bieåu ñoà 
theo chieàu cao cuûa daàm coù daïng nhö treân H.7.18c.  

     τ zy  = 0 khi 2/hy ±=  ( caùc ñieåm ôû bieân treân, döôùi cuûa maët caét)  

     zyτ = τmax   khi  y= 0 ( caùc ñieåm treân  truïc trung hoøa)ø:  

 
F
Q

J
hQ y

x

y

2
3

8

2

max ==τ   (7.13) 

trong ñoù: F = bh - laø dieän tích cuûa maët caét ngang.  
Thí duï 7.4  Tính öùng suaát phaùp vaø öùng suaát tieáp cöïc ñaïi treân daàm coù maët 
caét ngang hình chöõ nhaät bxh (H. 7.19) 
  Cho bieát: q = 12 kN/m , l = 4 m; h = 27 cm, b = 18 cm, öùng suaát cho pheùp 
[σ ] = 1,1 kN/cm2, [τ] = 0,22 kN/cm2.  

                          Giaûi. 

       Moâmen cöïc ñaïi ôû giöõa daàm: 

 kNcm 2400
8

104412
8

22

max =
×××

==
qlM   

h/2 

h/2 

M M+dM

m 

n 

m1 

n1 

p         p1 

a) 

Fc 

y
h

b

x

y

b) c) 

      H.7.18. Phaân boá cuûa öùng suaát tieáp treân maët caét 
ngang chöõ nhaät   

τmax 

q 

ql/2

ql/2

ql2/8 

Q

M

l b

h
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Löïc caét cöïc ñaïi ôû hai goái töïa: 
 kN 24

2
412

2max =
×

==
qlQ  

ÖÙng suaát cöïc ñaïi: 

 22
2

max
max kN/cm 1,1kN/cm095,1

2718
62400

<=
×

×
==

W
M

σ

 22max
max kN/cm 22,0kN/cm 075,0

27182
243

2
3

<=
××

×
==τ

bh
Q  

 
+  Maët caét ngang hình troøn vaø hình vaønh khaên (H.7.20) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     Khi daàm coù maët caét ngang laø hình troøn, öùng suaát tieáp treân maët caét ngang 
khoâng coøn song song vôùi löïc caét nöõa. Neáu khoâng coù löïc taùc duïng treân maët 
ngoaøi cuûa daàm, öùng suaát tieáp treân hai dieän tích vi phaân taïi caùc ñieåm 1 vaø 2 
treân vuøng saùt chu vi cuûa maët caét ngang phaûi höôùng theo phöông tieáp tuyeán 
vôùi chu vi naøy (H.7.20a).  

Caùc tieáp tuyeán naøy coù phöông ñoàng quy taïi ñieåm C treân phöông taùc 
duïng cuûa löïc caét. Bôûi vì löïc caét Qy laø hôïp cuûa caùc öùng suaát tieáp (H.7.20), 
neân caùc öùng suaát tieáp taïi caùc dieän tích vi phaân taïi 3 vaø 4 coù cuøng khoaûng 
caùch y tôùi truïc trung hoøa seõ coù phöông ñi ngang ñieåm C.  

Moãi öùng suaát tieáp naøy coù theå phaân thaønh hai thaønh phaàn: thaønh phaàn 
thaúng ñöùng τ1, vaø naèm ngang τ2. Caùc thaønh phaàn naèm ngang taùc duïng treân 
hai phaàn traùi vaø phaûi seõ töï caân baèng nhau do tính ñoái xöùng, trong khi caùc 
thaønh phaàn thaúng ñöùng hôïp laïi thaønh löïc caét Qy. 

H.7.19 

C 

Qy 

b(y) 

τ1  τ1 

21 τ2 3 4 

a) 

ξ 

dξ 

y

b(ξ)

b(y)

R

b)

H.7.20. ÖÙng suaát tieáp treân  maët caét ngang hình troøn 

τmax 

c) 
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 Nhö vaäy, trong daàm coù maët caét ngang troøn, thaønh phaàn τ1 seõ ñoùng vai 
troø cuûa τ  trong daàm coù maët caét ngang hình chöõ nhaät. 
 Moâmen tónh cuûa phaàn dieän tích giôùi haïn bôûi bieân döôùi maët caét ngang vaø 
maët caét song song vôùi maët trung hoøa ôû khoaûng caùch y töø truïc trung hoøa x 
cho bôûi: 

  ∫∫ ==
cc FF

c
x dbdFS ξξξξ )(  (j) 

ta coù:    ( ) 222 yRbbc −=ξ=  (k) 

trong ñoù: R - laø baùn kính cuûa hình troøn maët caét ngang. 
 Do vaäy:  ( ) 2/32222

3
2.2 yRdyRS

r

y
c
x −=ξξ−= ∫  (l) 

vaø thaønh phaàn öùng suaát tieáp theo phöông thaúng ñöùng coù trò soá: 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2

1
3
4

R
y

F
Qy

zyτ  (7.14) 

τ zy  = 0 khi 2/hy ±=  ( caùc ñieåm ôû bieân treân, döôùi cuûa maët caét)  

zyτ = τmax   khi  y= 0 ( caùc ñieåm treân  truïc trung hoøa)ø:  

           
F
Qy

3
4

max =τ  ,( F:dieän tích hình troøn)                  (7.15) 

 
         
 

+ Maët caét ngang hình chöõ Ι, hay chöõ T 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

a b c d

e 
f 

y

b 

h 

h1/2 

h1/2 

x

a) 

H.7.17. ÖÙng suaát tieáp trong loøng cuûa daàm chöõ I 

b) 

h1/2 

h1/2 

maxτ  

 

t 

1τ  
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    Caùc maët caét ngang chöõ  hay chöõ T ñöôïc xem nhö  caáu taïo bôûi caùc hình 
chöõ nhaät gheùp neân vôùi möùc ñoä chính xaùc nhaát ñònh, caùc coâng thöùc duøng cho 
daàm maët caét ngang chöõ nhaät cuõng duøng ñöôïc cho caùc loaïi maët caét naøy. ÖÙng 

suaát tieáp  ñöôïc tính baèng coâng thöùc Zhuravski :     c
x

c
xy

bI
SQ

=τ  

♦ τzy  trong baûn buïng: Xeùt ñieåm coù tung ñoä y ( H.7.21a) 
        bc chính laø beà roäng baûn buïng:  bc = d  
        Sx

c laø moâmen tónh cuûa phaàn dieän tích gaïch cheùo döôùi möùc  ef  ñoái vôùi 
truïc trung hoøa x.  Sx

c coù theå tính baèng moâmen tónh cuûa nöûa hình Ι ( trong 
baûng ghi laø Sx ) tröø moâmen tónh cuûa phaàn dieän tích (y x d) 

        )(
2
yydSS x

c
x ××−=  (o) 

⇒ ÖÙng suaát tieáp  τzy trong baûn buïng cuûa daàm chöõ Ι laø 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×−= )(

2

2ydS
dJ

Q
x

x

y
zyτ  (p) 

(p) chæ raèng öùng suaát tieáp trong baûn buïng cuûa daàm chöõ I bieán thieân 
theo quy luaät parabol doïc theo chieàu cao cuûa daàm.  

zyτ = τmax   khi  y = 0 ( caùc ñieåm treân  truïc trung hoøa)ø:  

 x
x

y S
dJ

Q
=maxτ    (7.17) 

zyτ = τ1  khi 12
ht

h
y =−=  ( ñieåm tieáp giaùp giöõa buïng vaø caùnh). 1τ  khaù lôùn 

vaø:     ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×−=

2

2
1

1
hdS

dJ
Q

x
x

yτ  (7.18) 

♦ τzy  trong baûn caùnh: Xeùt moät ñieåm trong baûn caùnh, beà roäng caét bc = b khaù 
lôùn so vôùi d, neân  τzy  trong caùnh beù, coù theå boû qua (H.7.21) 

♦ τzx  trong baûn caùnh: Xeùt moät ñieåm trong caùnh (H7.21), bc = t 

   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×=

222
thxbtS c

x
 

⇒    
x

y

zx J

thxbQ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×

= 222τ                     (7.19) 

ÖÙng suaát tieáp τzx  phaân boá baäc nhaát theo x , bieåu ñoà phaân boá nhö H.7.21 
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Thí duï 7.5  Tính öùng suaát tieáp ôû caùc ñieåm treân truïc trung hoaø trong thaân cuûa 
daàm chöõ T coù maët caét ngang nhö treân H.7.22 . Cho b = 8 cm, d = 2 cm, h = 
16 cm, h1 = 14 cm, vaø Q = 20 kN. 

    Giaûi 

Khoaûng caùch c tôùi troïng taâm cuûa maët caét ngang  

ñöôïc xaùc ñònh bôûi: 

cmc  09,6
21428

9214128
=

×+×
××+××

=  

Moâmen quaùn tính Jx  cuûa maët caét ngang: 

4

2
3

2
3

3,1144

)09,69(214
12
142)109,6(28

12
28

cm

J x

=

−××+
×

+−××+
×

=   

+ ÖÙng suaát tieáp ôû caùc ñieåm treân truïc trung hoøa: 
 bc = 2 cm            
Moâmen tónh cuûa phaàn dieän tích döôùi truïc trung hoøa ñoái vôùi truïc naøy laø: 

       ( ) 3
2

cm  208,98
2

09,6162
=

−×
=c

xS   ⇒  2
max kN/cm 858,0

23,1144
208,9820

=
×

×
=τ  

+ ÖÙng suaát tieáp ôû caùc ñieåm tieáp giaùp caùnh vaø buïng : bc = 2 cm          
 

   ( ) 3cm 44,81109,682 =−××=c
xS   ⇒       2

1 kN/cm 712,0
23,1144

44,8120
=

×
×

=τ  

  

7.4  KIEÅM TRA BEÀN DAÀM CHÒU UOÁN NGANG PHAÚNG 

 Treân maët caét ngang cuûa daàm chòu uoán ngang phaúng coù 2  öùng suaát: 
 - ÖÙng suaát phaùp σ z  do moâmen uoán Mx gaây ra. 

       - ÖÙng suaát tieáp τ zy  do löïc caét Qy  gaây ra. 

  Bieåu ñoà phaân boá öùng suaát phaùp vaø öùng suaát tieáp theo chieàu cao cuûa maët 
caét ngang hình chöõ nhaät (H.7.23b,c), ta thaáy coù ba loaïi phaân toá ôû traïng thaùi 
öùng suaát khaùc nhau (H.7.23a): 

- Nhöõng ñieåm ôû bieân treân vaø döôùi τ = 0, chæ coù σ z ≠  0 neân traïng thaùi öùng 

suaát cuûa caùc phaân toá ôû nhöõng ñieåm naøy laø traïng thaùi öùng suaát ñôn 
- Nhöõng ñieåm naèm treân truïc trung hoøa σ a  = 0, chæ coù τ max  neân traïng 

thaùi öùng suaát cuûa nhöõng phaân toá ôû nhöõng ñieåm naøy laø tröôït thuaàn tuùy. 

H.7.22

c

b = 8 cm

h = 16 cm 

=14cm  
cm

n

y 

x
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- Caùc ñieåm khaùc, σ z ≠ 0 vaø τ zy ≠ 0, neân chuùng ôû traïng thaùi öùng suaát 

phaúng ñaët bieät. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H. 7.23  a) Caùc phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát khaùc nhau 
b) Söï phaân boá öùng suaát phaùp;  c) Söï phaân boá öùng suaát tieáp 

 

⇒ Khi kieåm tra beàn toaøn daàm, phaûi baûo ñaûm moïi phaân toá ñeàu thoûa ñieàu 
kieän beàn. (ñuû 3 ñieàu kieän beàn) 
 a) Phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát ñôn (nhöõng ñieåm ôû treân bieân treân vaø 
döôùi cuûa daàm), xeùt taïi maët caét coù 

max
M  vaø söû duïng thuyeát beàn öùng suaát phaùp 

lôùn nhaát ta coù: 
+ Daàm laøm baèng vaät lieäu deûo, ][][][ σ=σ=σ nk , ñieàu kieän beàn:  
   ][max σ≤σ  (7.20) 

+ Daàm laøm baèng vaät lieäu doøn, ][][ nk σ≠σ , ñieàu kieän beàn : 

   ][
][

min

max

n

k

σ≤σ

σ≤σ
 (7.21) 

b) Phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát tröôït thuaàn tuùy (nhöõng ñieåm naèm treân 

truïc trung hoøa), xeùt taïi maët caét coù maxyQ ta coù    [ ]ττ ≤= c
x

xy

bJ

SQ

.

.max

max  

+ Daàm baèng vaät lieäu deûo:  

Theo thuyeát beàn öùng suaát tieáp lôùn nhaát (TB 3): 2
][][max

σ
=τ≤τ   (7.22) 

σmin 

+

Mmax 

σ 

τmax 

σmin 

σmax 

σmax 

τmax 

a) 
b) c) 

Qmax 

τ 
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Theo thuyeát beàn theá naêng bieán ñoåi hình daùng (TB 4):  

  
3
][][max

σ
=τ≤τ  (7.23) 

+ Daàm baèng vaät lieäu doøn: söû duïng thuyeát beàn Mohr (TB 5):  
  

m+
σ

=τ≤τ
1

][][max   (7.24) 

trong ñoù:     
][
][

n

km
σ
σ

=                 (7.25) 

c) Phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát phaúng ñaëc bieät:  
-Xeùt taïi maët caét coù moâmen uoán Mx vaø löïc caét Qy cuøng lôùn,(coù theå nhieàu 

maët caét). 
-Choïn ñieåm nguy hieåm treân maët caét ñeå coù zσ  vaø zyτ  töông ñoái lôùn (chæ 

caàn kieåm tra taïi nhöõng nôi nguy hieåm nhö nôi tieáp giaùp giöõa loøng vaø ñeá cuûa 
maët caét chöõ Ι, chöõ C…)choã thay ñoåi tieát dieän. Caùc  öùng suaát cuûa phaân toá naøy 
ñöôïc tính bôûi caùc coâng thöùc quen thuoäc:  

   y
J
M

x

x
z =σ     vaø     c

x

c
xy

zy bJ
SQ

=τ  

-Tính öùng suaát chính cuûa phaân toá.   22
31 4

2
1

2
τσσσ +±=,  

Ñieàu kieän beàn (chöông 5): 
  + Daàm laøm baèng vaät lieäu deûo:  

Theo TB 3: (7.26) ][4 22
313 σ≤τ+σ=σ−σ=σ zyzt  

Theo TB 4: ][3 22
4 σ≤τ+σ=σ zyzt  (7.27) 

+ Daàm laøm baèng vaät lieäu doøn: Duøng TB 5 
 ][4

2
1

2
1 22

5 σ≤τ+σ
+

+σ
−

=σ zyzzt
mm  (7.28) 

Töø ñaây cuõng coù ba baøi toaùn cô baûn: 
 Baøi toaùn cô baûn 1: Kieåm tra beàn  

Baøi toaùn cô baûn 2: Choïn kích thöôùc maët caét ngang 
Döïa vaøo ñieàu kieän beàn cuûa phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát ñôn ñeå choïn 

sô boä kích thöôùc maët caét ngang daàm. Sau ñoù, tieán haønh kieåm tra beàn ñoái vôùi 
caùc phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát khaùc . Neáu khoâng ñaït thì thay ñoåi kích 
thöôùc maët caét ngang. 
 Baøi toaùn cô baûn 3: Ñònh taûi troïng cho pheùp.  

Töø ñieàu kieän beàn cuûa phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát ñôn, xaùc ñònh sô 
boä taûi troïng cho pheùp sau ñoù tieán haønh kieåm tra beàn caùc phaân toá coøn laïi 
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Thí duï 7.9 Cho daàm coù maët caét ngang vaø chòu löïc nhö hình veõ. 
1/ Veõ bieåu ñoà Mx vaø Qy. 
2/ Tính öùng suaát phaùp vaø öùng suaát tieáp lôùn nhaát taïi maët caét m-m 
    (beân traùi c). 
3/Tính öùng suaát chính taïi ñieåm K(maët caét tieáp giaùp loøng vaø ñeá)maët m-m, 
Theo TB3. 
 

                                                                                    

 

 

 

 

                                                                                   

                                                                 

                                                                                      441388 cmJX ,=  

                                                                                   

 

Taïi maët caét m-m coùnoäi löïc : mkNqaM x −=×××== 5421110
4

17
4

17 2 ,  

                                            kNqLQy 527110
4

11
4

11 ,=××==  

             cmycmy nk 6744 ,,,, maxmax ==                         

         2471344 cmkNy
J
M k

x

x
mm /,,

1388,4
4250 max

max =×==−σ  

7,6cm 

4,4cm 

3ql 

A 

qa 
ql 

q 

3L L LL 

B C D H m 

m ql 2  

qL
4

13
 qa

4
11

 

qL
4

15
 

4cm 

8cm 

12cm 3cm 3cm 

X 

Y 

 
4

qL 
qL

4
11

_

qL
4

13
 qL

4
1

ql 2  
ql 2

4
17 qL
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        2262367 cmkNy
J
M n

x

x
mm /,,

1388,4
4250 max

min −=×−=−=−σ  

   25720 cmkN
bJ
SQ

c
x

c
xymm /,max ==−τ      ,  vôùi        328173

2
676732 cmSC

X ,),,( =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ××=   

Tính öùng suaát chính taïi K. 

21740
1841388

4158527 cmk ,
,

,,
=

×
×

=τ ,      ( ) 33 415822418 cmcmS c
x ,, =××  

( ) 2 kN/cm,,
,

221444
41388

4250
=−×=z

kσ  

Theo thuyeát beàn 3: 

( ) ( )
     

/,,, 2
2

222
3 22274042214 cmkNKKt =+=+= τσσ  

Thí duï 7.6 Xaùc ñònh kích thöôùc maët caét ngang hình chöõ nhaät , 
 cho[σ ] = 1 kN/cm2.,  L=1m ,h=2b .Tính maxτ  

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

22

2

2
6100126

)(
max,

max bbhb
qa

W
M x

×
×××

=
×

×
==σ ≤1       ⇒      b=7cm,h=14cm 

 

q=2kN/m 

P=3qa 
L

h=2b 

b 

2qa 

qa 
qa 

+
 

qa 2  
2

2qa
 

L

A 
B 
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     2060
98

12251
147
25151 cmkNqa

F

Qy
/,,,,max =

×××
=

×
×

==τ  

 
 
 
Thí duï 7.7  Xaùc ñònh soá hieäu maët caét ngang theo yeâu caàu ñoä beàn, neáu       
[σ ] = 16 kN/cm2. 

                                                       

      

 

 

 

 

 

 

                                           Giaûi. 

Moâ men uoán cöïc ñaïi vaø löïc caét cöïc ñaïi xaûy ra taïi cuøng moät maët caét döôùi taùc 
duïng cuûa taûi troïng: 

  Mmax = 60 kNm;  Qmax = 60 kN 

Moâ men choáng uoán caàn thieát laø: 

  [ ]
3cm375

16
6000max, ===

σ
x

x

M
W   

Tra baûng theùp hình maët caét [ �OCT 8240-56 ta choïn 2[22 vôùi:  

moät [22 coù d = 5,3 mm, F = 26,7 cm2; Wx = 193 cm2; Sx = 111 cm3;  

Jx = 2120 cm4;   h = 22 cm; t = 0,96 cm; b = 8,2 cm. 

Kieåm tra beàn theùp hình môùi choïn: 

* Phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát ñôn: ñöông nhieân thoûa 

* Phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát tröôït thuaàn tuyù: taïi maët caét coù: 

 Qy,max = 60 kN 

t 

60 kN 60 kN

1 m 6 m 1 m

60 kNm

60 kN

60 kN 

Qy 

Mx 

H.7.21 

zo 

b 

h/2 

h/2 

d 

t 
A 

H.7.22 
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 c
x

c
xy

bI
SQ

=maxτ       vôùi 
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
×==

×=
×==

kN 
cm  

cm  
cm   

4

3

60
53,022

21202
11122

y

c
x

x
c
x

Q
db

J
SS

 

Suy ra: 2kN/cm 96,2
53,0221202

111260
max =

×××
××

=τ  

Theo thuyeát beàn öùng suaát tieáp cöïc ñaïi: 

 [ ] [ ]
max8

2
16

2
τστ >=== 2kN/cm   

vaäy phaân toá naøy thoûa ñieàu kieän beàn. 
 * Phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát phaúng ñaëc bieät: ñoù laø phaân toá ôû nôi tieáp giaùp 
giöõa loøng vaø ñeá taïi maët caét naày coù: 

kNm 60max, =xM    vaø kN 60max, =yQ  

( ) 221,1496,011
21202

6000 kN/cm =−×
×

=A
xσ  

3cm 626,165
2
96,01196,02,82 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×××=c

xS  

2kN/cm 21,2
53,0221202

626,16560
=

×××
×

=Aτ  

Theo thuyeát beàn öùng suaát tieáp cöïc ñaïi: 
 

( ) ( )
     

/,,, 2
2

222
3 3814212421144 cmkNAAt =+=+= τσσ  

vaäy phaân toá naøy thoûa ñieàu kieän beàn.  
 Keát luaän: Choïn 2 [ 22. 
Thí duï 7.8  Xaùc ñònh taûi troïng cho pheùp [P] cuûa daàm cho treân H.7.25.  
 Cho:  a = 80 cm, [σ ] = 16 kN/cm2 

Giaûi 
  ♦ Bieåu ñoà löïc caét Qy vaø moâmen uoán Mx  
      (H.7.25). Maët caét nguy hieåm coù: 

PaMx 4
7

=  vaø PQy 4
7

=  

Maët caét I 10 coù:h = 10 cm; Jx = 198 cm4 

  Wx = 39,7cm3; Sx = 23cm3  , 

5/4P 
P/4 

7/4P 

5/4Pa 
7/4Pa 

Mx 

Qy 

a a2øa 

P
2øP 

10 
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 d = 0,45 cm; t = 0,72 cm;  b = 5,5 cm 
 ♦ Töø ñieàu kieän beàn cuûa phaân toá ôû 
      TTÖÙS  ñôn nguy hieåm ta coù: 

][
4
7

σ≤
xW

Pa   ⇒ kN 537,4
80

7,3916
7
4][

7
4

=
×

×=
σ

≤
a
WP x    

 Ta choïn [P] = 4,53 kN.  

♦ Vôùi trò soá cuûa P ñaõ choïn, ta kieåm tra beàn caùc phaân toá coøn laïi ôû TTÖÙS  
tröôït thuaàn tuùy vaø TTÖÙS phaúng ñaëc bieät. 

++ Phaân toá ôû TTÖÙS  tröôït thuaàn tuùy ; ôû truïc trung hoøa cuûa maët caét coù:  

 kN 923,753,4
4
7

4
7

=×== PQy  

⇒     22
max kN/cm 8

2
][][kN/cm 046,2

45,0198
2353,4

4
7

=
σ

=τ<=
×

×
×=τ  

⇒     phaân toá naøy thoûa ñieàu kieän beàn. 
++ Phaân toá ôû TTÖÙS phaúng ñaëc bieät; ôû nôi tieáp giaùp giöõa loøng vaø ñeá taïi 

maët caét coù:  

kNm 342,68,053,4
4
7

4
7

=××== PaMx  vaø kN 923,7
4
7

== PQy  

 3cm 37,18
2

)72,010(72,05,5 =
−

××=′cxS  

 2kN/cm 634,1
45,0198

37,1853,4
4
7

=
×

××
=τzy  

 2kN/cm 71,1372,0
2
10

198
2,634

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×=σz  

Theo thuyeát beàn öùng suaát tieáp cöïc ñaïi: 

 
( ) ( )

22

2222
3

kN/cm 16][kN/cm 09,14     

634,1471,134

=σ<=

×+=τ+σ=σ zyzt
 

♦ Keát luaän:  Taûi troïng cho pheùp [P] = 4,53 kN 
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           Thí du ï7.10:Cho daàm ABC chòu löïc nhö hình veõ . 

 Ñònh [q] cho[σ ] = 16 kN/cm2. [τ ]=9kN/cm2 

 

 

 

 

 

                                                                                   h=20cm,b=0,76cm 

                                                                                  d =0,72cm,t=0,9cm  

                                                                             JX=1520cm4 ,WX=152cm3          
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   ⇒   [ ] [ ]
mkN

l
W

q x /,
),(

, 214
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359716
3 22 =

×
=

×
≤

σ  ,  vôùi      23qlM x =max  

Kieåm tra laïi öùng suaát tieáp vôùi q vöøa tìm.   

[ ]ττ ≤== 2074 cmkN
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7.5  QUÓ ÑAÏO ÖÙNG SUAÁT CHÍNH 

Trong phaàn beân treân chuùng ta chæ môùi xaùc ñònh trò soá cuûa öùng suaát 
chính ñoái vôùi moät phaân toá baát kyø maø chöa ñeà caäp ñeán phöông cuûa chuùng. 
Nhöõng keát quaû ñaït ñöôïc khaù toát ñoái vôùi vaät lieäu coù öùng suaát cho pheùp khi 
keùo vaø khi neùn laø nhö nhau. Tuy nhieân, ñoái vôùi caùc vaät lieäu nhö beâ toâng coát 
theùp, vieäc xaùc ñònh phöông cuûa öùng suaát chính taïi moïi ñieåm raát caàn thieát, ñeå 
töø ñoù coù theå ñaët coát theùp gia cöôøng theo caùc phöông naøy. 

Ta coù theå xaùc ñònh phöông cuûa öùng suaát chính thoâng qua voøng troøn 
Mohr. Giaû söû σα vaø τα laø caùc thaønh phaàn öùng suaát phaùp vaø öùng suaát tieáp treân 
maët phaúng vuoâng goùc vôùi truïc daàm vaø coù trò soá döông: 

 y
J
M

x

x
z =+= σσα   vaø  c

x

c
xy

zy bJ
SQ

=+= ττα  

 

τ α  = τ zy 

σ a  = σ z 

τzy

σ 1 σ3

σβ = 0
τβ =  τzy 

A
B 

τ

−τ 
C

MN 

σ

τ 

P 

Phöông σ1

H. 7.26

Phöông σ3 

 

Sau khi veõ voøng troøn Mohr öùng suaát chuùng ta nhaän thaáy phöông chính 
laø phöông noái töø ñieåm cöïc P(0,+τzy) vôùi hai ñieåm A vaø B ôû hai ñaàu ñöôøng 
kính cuûa voøng troøn Mohr: PA chæ phöông öùng suaát chính σ1, coøn PB chæ 
phöông öùng suaát chính σ3. 

 H.7.26 cho thaáy, caùc voøng troøn Mohr öùng suaát vaø caùc phöông chính taïi 
nhieàu ñieåm khaùc nhau treân maët caét ngang. Ta giaû söû raèng moâmen uoán vaø 
löïc caét taïi moät maët caét mang daáu döông. ÖÙng suaát chính thay ñoåi vôùi bieân 
maët caét ngang. Gaàn nhöõng bieân, moät trong caùc öùng suaát chính baèng khoâng, 
trong khi öùng suaát chính kia coù phöông song song vôùi truïc daàm; coøn ôû truïc 
trung hoaø, caùc öùng suaát chính coù phöông hôïp vôùi truïc daàm moät goùc 45o. 
 Baèng phöông phaùp töông töï, ta coù theå xaùc ñònh ñöôïc phöông cuûa öùng suaát 
chính ôû nhieàu ñieåm treân daàm  (H.7.27) Ta veõ caùc ñöôøng cong coù tieáp tuyeán 
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laø phöông cuûa öùng suaát chính vaø goïi caùc ñöôøng ñoù laø quyõ ñaïo öùng suaát 
chính cuûa daàm chòu uoán. Caùc quyõ ñaïo naøy hôïp thaønh hai hoï ñöôøng cong 
vuoâng goùc nhau, moät hoï laø quyõ ñaïo öùng suaát keùo vaø moät hoï laø quyõ ñaïo öùng 
suaát neùn. Caùc phöông cuûa öùng suaát chính tuøy thuoäc vaøo loaïi taûi troïng vaø 
ñieàu kieän bieân cuûa daàm.  

Treân H.7.28, quyõ ñaïo öùng suaát keùo ñöôïc bieåu dieãn baèng ñöôøng neùt 
ñaäm coøn quyõ ñaïo öùng suaát neùn bieåu dieãn baèng ñöôøng neùt ñöùt.  

Ngöôøi ta thöôøng duøng caùc phöông phaùp thöïc nghieäm ñeå xaùc ñònh quyõ 
ñaïo öùng suaát chính nhö phöông phaùp quang ñaøn hoài, phöông phaùp duøng 
sôn doøn. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7.6  THEÁ NAÊNG BIEÁN DAÏNG ÑAØN HOÀI CUÛA DAÀM CHÒU UOÁN PHAÚNG 

A  
q

B 

l

H. 7.28. Quyõ ñaïo öùng suaát chính cuûa daàm 
töïa ñôn chòu taûi phaân boá ñeàu 

Mx 

Qy 
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σmax σmax 
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H.7.25 
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 Trong chöông TRAÏNG THAÙI ÖÙNG SUAÁT, ta ñaõ coù coâng thöùc tính theá 
naêng rieâng bieán daïng ñaøn hoài cuûa moät phaân toá laø: 

  ( )[ ]133221
2
3

2
2

2
1 2

2
1 σσσσσσμσσσ ++−++==
EV

Uu  (7.29) 

 Tröôøng hôïp daàm chòu uoán ngang phaúng, traïng thaùi öùng suaát cuûa phaân 
toá laø phaúng neân moät thaønh phaàn öùng suaát chính baèng khoâng, σ2 chaúng haïn, 
khi ñoù bieåu thöùc cuûa theá naêng rieâng bieán daïng ñaøn hoài coù daïng: 

  [ ]31
2
3

2
1 2

2
1 σμσσσ −+==
EdV

dUu  (7.30) 

trong ñoù: σ1 vaø σ3 laø caùc öùng suaát chính ñöôïc suy töø σz vaø τzy theo coâng thöùc: 

  2
2

1 22 zy
zz τ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ

+
σ

=σ   (7.31) 

  2
2

3 22 zy
zz τ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ

−
σ

=σ  (7.32) 

thay vaøo (7.30) ⇒ 

  
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 2

22
2

22

22
2

2
2

2
2

2
1

zy
zz

zy
zz

E
u τσσμτσσ   

ruùt goïn ta ñöôïc: 

  ( )
EE

u zyz μτσ +
⋅+=

12
22

22

 (7.33) 

 Ngoaøi ra, giöõa caùc haèng soá cuûa vaät lieäu E, G, μ  toàn taïi heä thöùc sau: 

  ( )μ+
=

12
EG    (7.34) 

thay vaøo (7.33) vaø ruùt goïn, cuoái cuøng ta ñöôïc: 

  
GE

u zyz
22

22 τ
+

σ
=   (7.35) 

thay bieåu thöùc cuûa σz vaø τzy baèng (7.2) vaø (7.11) ta ñöôïc: 

  ( )
( )22

22
2

2

2

22 c
x

c
xy

x

x

bGJ

SQ
y

EJ
Mu +=  (7.36) 

  

 

 Theá naêng bieán daïng ñaøn hoài trong moät ñoaïn thanh dz laø: 
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vôùi:   xF
JdFy =∫ 2  vaø neáu ta kyù hieäu:  

  ( )
( ) η=∫F c

c
x

x

dF
b
S

J
F

2

2

2  (b) 

ta ñöôïc: dz
GF
Q

dz
EJ

MdU y

x

x

22

22

η+=  (c) 

 Do ñoù, theá naêng bieán daïng ñaøn hoài trong caû thanh vôùi chieàu daøi L laø: 

  ∫ ∫+=
L

o

L

o

y

x

x dz
GF
Q

dz
EJ

MU
22

22

η  (7.37) 

 Vôùi thanh coù ñoä cöùng thay ñoåi töøng ñoaïn hay luaät bieán thieân cuûa Mx vaø 
Qy thay ñoåi töøng ñoaïn thanh, coâng thöùc treân coù theå ruùt goïn laïi: 

  ∑ ∑∫∫
= =

+=
n

i

n

i

L yL

x

x ii dz
GF
Q

dz
EJ

MU
1 1

0

2

0

2

22
η  (7.38) 

trong ñoù: Li - chieàu daøi moãi ñoaïn thanh, n - soá ñoaïn thanh 
  η − heä soá ñieàu chænh söï phaân boá khoâng ñeàu cuûa öùng suaát tieáp. 
 Baèng caùch aùp duïng coâng thöùc tính η ta coù theå tính ñöôïc heä soá naøy ñoái 
vôùi moät soá tieát dieän thoâng thöôøng 
 - Maët caét ngang hình chöõ nhaät: η = 1,2 
 - Maët caét ngang hình troøn: 9/10=η  

- Maët caét ngang chöõ Ι: loøngFF /=η  

         trong ñoù: F - laø dieän tích toaøn boä maët caét. 
          Floøng laø dieän tích phaàn loøng (phaàn baûn buïng) cuûa chöõ Ι. 
 

7.7 DAÀM CHOÁNG UOÁN ÑEÀU 

 
Trong tröôøng hôïp daàm coù maët caét 

ngang khoâng ñoåi, ta ñaõ choïn kích thöôùc 
cuûa theo maët caét coù moâ men uoán lôùn 
nhaát. Caùch söû duïng vaät lieäu nhö vaäy chöa 
hôïp lyù vì khi öùng suaát taïi nhöõng ñieåm 
nguy hieåm treân maët caét coù moâ men uoán 

P 
A

P/2 P/2

z

l/2 l/2

Pl/4

H. 7.29
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lôùn nhaát ñaït ñeán trò soá öùng suaát cho pheùp thì öùng suaát taïi nhöõng ñieåm nguy 
hieåm treân caùc maët caét khaùc coøn nhoû hôn raát nhieàu so vôùi öùng suaát cho 
pheùp. Nhö vaäy ta chöa söû duïng heát khaû naêng chòu löïc cuûa vaät lieäu ôû caùc 
maët caét khaùc. Ñeå tieát kieäm ñöôïc vaät lieäu ta phaûi tìm hình daùng hôïp lyù cuûa 
daàm sao cho öùng suaát taïi nhöõng ñieåm nguy hieåm treân moïi maët caét ngang 
ñeàu cuøng ñaït ñeán giaù trò öùng suaát cho pheùp. Daàm coù hình daùng nhö vaäy goïi 
laø daàm choáng uoán ñeàu.  

Ta xeùt vaøi thí duï cuï theå sau ñaây. 
Giaû söû, ta coù daàm chòu löïc nhö treân hình veõ (H.7.29), moâ men uoán Mx 

vaø löïc caét Qy treân maët caét 1-1 naøo ñoù caùch goái töïa A beân traùi moät khoaûng 
caùch coù trò soá laø: 

          2

2

x

y

pM z

pQ

=

=
 

Giaû thieát maët caét ngang coù hình daùng laø moät hình troøn. Nhö vaäy trò soá 
öùng suaát phaùp lôùn nhaát treân maët caét ñöôïc tính vôùi coâng thöùc: 

 max 3

.
0,1

x

x

M P z
W d

σ = =  

Vôùi ñieàu kieän öùng suaát cöïc ñaïi treân moïi maët caét cuøng ñaït tôùi trò soá öùng 
suaát cho pheùp [σ], ta tìm ñöôïc luaät bieán thieân cuûa ñöôøng kính d theo bieán soá 
z nhö sau: 

 
[ ]

3
.

0,1
p zd

σ
=     (a) 

 
 
 Nhö vaäy hình daùng cuûa thanh phaûi coù daïng ñöôøng neùt ñöùt nhö treân 

hình veõ (H. 7.30). 
Ta thaáy taïi hai ñaàu muùt, maët caét coù dieän tích baèng khoâng, ñieàu ñoù hoaøn 

toaøn phuø hôïp vôùi ñieàu kieän bieán thieân cuûa moâ men uoán, vì taïi ñoù moâ men 
uoán baèng khoâng. Song, nhö vaäy khoâng thoaû maûn ñieàu kieän beàn cuûa löïc caét 

Qy. Quaû vaäy, treân moïi maët caét cuûa daàm ta ñeàu coù moät trò soá löïc caét 
2y
PQ =  vaø 

löïc caét ñoù sinh ra öùng suaát tieáp lôùn nhaát max
4
3

yQ
F

τ = . Vì theá dieän tích cuûa maët 

caét caàn phaûi ñuû ñeå chòu caét. Do ñoù phaûi choïn ñöôøng kính vôùi ñieàu kieän: 

H. 7.30 

d1
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[ ]max
4
3

yQ
F

τ τ= ≤  

⇔  ñöôøng kính coù trò soá beù nhaát cuõng phaûi laø: 

                                          
[ ]

21
4
3 .

yQ
d d

τ π
= =    (b) 

Vì ñieàu kieän cheá taïo, raát khoù gia coâng ñeå thanh coù theå coù hình daùng 
ñöôøng cong ñöôïc bieåu dieãn theo bieåu thöùc (a), neân trong thöïc teá ngöôøi ta 
thöôøng laøm caùc truïc hình baäc, nghóa laø ñöôøng kính cuûa caùc maët caét thay ñoåi 
töøng ñoaïn moät, gaàn saùt vôùi ñöôøng choáng uoán ñeàu (H. 7.31). 

Caùc loø xo coù sô ñoà chòu löïc nhö (H.7.31), thöôøng ñöôïc gheùp bôûi caùc laù 
theùp nhö (H.7.32). Caùc laù theùp ñöôïc gheùp theo hình daùng cuûa daàm choáng 
uoán ñeàu, hình daùng ñoù laøm loø xo coù troïng löôïng nhoû vaø chuyeån vò lôùn. Loaïi 
loø xo naøy thöôøng duøng laøm díp cuûa caùc truïc baùnh xe. 

 
 
 
 
Ñoái vôùi daàm coù sô ñoà chòu löïc nhö (H.7.33), neáu chieàu cao cuûa daàm 

khoâng ñoåi thì daàm choáng uoán ñeàu coù hình daùng nhö treân (H. 7.34). Maët caét 
ôû ñaàu töï do coù dieän tích khaùc khoâng vì daàm coøn chòu löïc caét. Dieän tích ñoù 
ñöôïc xaùc ñònh tuyø theo trò soá cuûa löïc caét. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

H. 7.33 H. 7.34

H. 7.31 H. 7.32
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BAØI TAÄP CHÖÔNG 7 
7.1  Xaùc ñònh chieàu daøi nhòp lôùn nhaát cho daàm töïa ñôn coù maët caét ngang 

hình chöõ nhaät (140 mm × 240 mm) chòu taùc duïng cuûa taûi phaân boá ñeàu 
cöôøng ñoä q = 6,5 kN/m neáu öùng suaát cho pheùp laø 8,2 MPa (troïng löôïng 
cuûa daàm ñaõ keå trong q. 

       Traû lôøi:  3,68 m 

7.2  Moät daàm theùp maët caét ngang hình chöõ I töïa ñôn vaø coù hai ñaàu muùt thöøa 
nhö treân H.7.2. Daàm chòu taùc duïng cuûa löïc phaân boá ñeàu cöôøng ñoä q = 10 
kN/m ôû moãi ñaàu muùt thöøa. Giaû söû maët caét ngang chöõ Ι coù soá hieäu 16 coù 
moâmen choáng uoán (hay suaát tieát dieän) laø 109 cm3. Xaùc ñònh öùng suaát 
phaùp cöïc ñaïi trong daàm do uoán, σmax do q. 

 q = 10 kN/m q = 10 kN/m

2 m 4 m 2 m

H 7.2  

7.3  Moät daàm baèng goã ABC coù maët caét ngang hình vuoâng caïnh b, töïa ñôn 
taïi A vaø B chòu taûi troïng phaân boá ñeàu q = 1,5 kN/m treân phaàn muùt thöøa 
BC (H.7.3). Tính caïnh cuûa hình vuoâng b, giaû söû chieàu daøi nhòp L = 2,5 m 
vaø öùng suaát cho pheùp [σ] = 12 MPa. Haõy keå ñeán troïng löôïng rieâng cuûa 
daàm bieát raèng troïng löôïng rieâng cuûa goã laø γ = 5,5 kN/m3. 

 q = 1,5 kN/m

L = 2,5 m L  = 2,5 m

A 
B C

b

b

H. 7.3  
7.4  Moät maùng nöôùc coù maët caét ngang nhö H.7.4. 
Maùng ñaët leân hai coät caùch nhau 6 m. Vaät lieäu laøm 
maùng coù troïng löôïng rieâng γ = 18 kN/m3. Hoûi khi 
chöùa ñaày nöôùc thì öùng suaát phaùp vaø öùng suaát tieáp 
cöïc ñaïi laø bao nhieâu? 

16 

12

4

4 4 

H. 7.4 
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Chöông 8 
 

CHUYEÅN VÒ CUÛA DAÀM CHÒU UOÁN 
 
8.1  KHAÙI NIEÄM CHUNG 

 Khi tính moät daàm chòu uoán ngang phaúng, ngoaøi ñieàu kieän beàn coøn phaûi 
chuù yù ñeán ñieàu kieän cöùng. Vì vaäy, caàn phaûi xeùt ñeán bieán daïng cuûa daàm. 
Döôùi taùc duïng cuûa caùc ngoaïi löïc, truïc daàm bò uoán cong, truïc cong naøy ñöôïc 
goïi laø ñöôøng ñaøn hoài  cuûa daàm (H.8.1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Xeùt moät ñieåm K naøo ñoù treân truïc daàm tröôùc khi bieán daïng. Sau khi  bieán 
daïng, ñieåm K seõ di chuyeån ñeán vò trí môùi K’. Khoaûng caùch KK’ ñöôïc goïi laø 
chuyeån vò thaúng cuûa ñieåm K. Chuyeån vò naøy coù theå phaân laøm hai thaønh 
phaàn: 
  Thaønh phaàn v vuoâng goùc vôùi truïc daàm (song song vôùi truïc y) goïi laø 
chuyeån vò ñöùng hay ñoä voõng cuûa ñieåm K. 
  Thaønh phaàn u song song vôùi truïc daàm (song song vôùi truïc z) goïi laø 
chuyeån vò ngang cuûa ñieåm K. 
 Ngoaøi ra , sau khi truïc daàm bieán daïng, maët caét ngang ôû K bò xoay ñi 
moät goùc ϕ, ta goïi goùc xoay naøy laø chuyeån vò goùc (hay laø goùc xoay ) cuûa 
maët caét ngang ôû ñieåm K. Coù theå thaáy raèng, goùc xoay ϕ chính baèng goùc giöõa 
truïc chöa bieán daïng cuûa daàm vaø tieáp tuyeán ôû ñieåm K cuûa ñöôøng ñaøn hoài 
(H.8.1). 

 K 

K’ 

z

y 

ϕ 

 ϕ 

Ñöôøng ñaøn hoài 

P

P 

u 

H.7.1 

 v ≡ y(z)

K

K’

z 

y

ϕ

ϕ
Ñöôøng ñaøn hoài

P 

P 

z

H.7.2
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 Ba ñaïi löôïng u, v, ϕ laø ba thaønh phaàn chuyeån vò cuûa maët caét ngang ôû 
ñieåm K.  
            Trong ñieàu kieän bieán daïng cuûa daàm laø beù thì thaønh phaàn chuyeån vò 
ngang u laø moät ñaïi löôïng voâ cuøng beù baäc hai so vôùi v, do ñoù coù theå boû qua 
chuyeån vò u vaø xem KK’ laø baèng v, nghóa laø vò trí K’ sau khi bieán daïng naèm 
treân ñöôøng vuoâng goùc vôùi truïc daàm tröôùc bieán daïng (H.8.2). 
  Goùc xoay ϕ  coù theå laáy gaàn ñuùng:  

dz
dvtg =ϕ≈ϕ . 

 
 Neáu choïn truïc daàm laø z, truïc y  vuoâng goùc vôùi truïc daàm, thì chuyeån vò v 
chính laø tung ñoä y cuûa ñieåm K’. Tung ñoä y cuõng chính laø ñoä voõng cuûa ñieåm 
K. Ta thaáy roõ neáu K coù hoaønh ñoä z  so vôùi goác naøo ñoù thì caùc chuyeån vò y, ϕ 
cuõng laø nhöõng haøm soá cuûa z vaø phöông trình ñaøn hoài laø: 
   y(z) = v(z) 
 Phöông trình cuûa goùc xoay seõ laø: 

   ( ) ( )zy
dz
dy

dz
dvz '===ϕ  

hay, phöông trình cuûa goùc xoay laø ñaïo haøm cuûa phöông trình ñöôøng 
ñaøn hoài. 
 Quy öôùc döông cuûa chuyeån vò: 
 - Ñoä voõng y  döông neáu höôùng xuoáng. 
 - Goùc xoay ϕ döông neáu maët caét quay  thuaän chieàu kim ñoàng hoà. 
 Ñieàu kieän cöùng: Trong kyõ thuaät, khi tính toaùn daàm chòu uoán, ngöôøi ta 
thöôøng khoáng cheá ñoä voõng lôùn nhaát cuûa daàm khoâng ñöôïc vöôït qua moät giôùi 
haïn nhaát ñònh ñeå ñaûm baûo yeâu caàu veà söï laøm vieäc, myõ quan cuûa coâng 
trình..., ñieàu kieän naøy ñöôïc goïi laø ñieàu kieän cöùng. Neáu goïi f laø ñoä voõng lôùn 
nhaát cuûa daàm thì ñieàu kieän cöùng thöôøng choïn laø: 

   
1000

1
300
1

÷=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

L
f  

trong ñoù: L - laø chieàu daøi nhòp daàm.  
 Tuøy loaïi coâng trình maø ngöôøi ta quy ñònh cuï theå trò soá cuûa [ ]Lf . 
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8.2  PHÖÔNG TRÌNH VI PHAÂN CUÛA ÑÖÔØNG ÑAØN HOÀI 

  Xeùt 1 ñieåm baát kyø K treân truïc daàm. 
    Trong chöông 7 (coâng thöùc 7.1) ta ñaõ laäp ñöôïc moái lieân heä giöõa ñoä cong 
cuûa truïc daàm taïi K sau  bieán daïng vôùi moâmen uoán noäi löïc Mx taïi K laø: 

   
x

x

EJ
M

=
ρ
1                                          (a) 

   Maët khaùc, vì ñöôøng ñaøn hoài ñöôïc bieåu dieãn bôûi phöông trình haøm soá y(z) 
trong heä truïc (yz) neân ñoä cong cuûa ñoà thò bieåu dieãn cuûa haøm soá ôû 1 ñieåm K 
coù hoaønh ñoä z  ñöôïc tính theo coâng thöùc:  

    
( ) 2

3
21

1

y

y

′+

′′
=

ρ
 (b)                                 

(a) vaø (b)  ⇒     
( ) x

x

EJ
M

y

y
=

+

′′

2
3

2'1
 (c) 

  Ñoù laø phöông trình vi phaân toång quaùt cuûa ñöôøng ñaøn hoài, tuy nhieân phaûi 
choïn sao cho hai veá cuûa phöông trình treân ñeàu thoûa maõn. 
 

 
Khaûo saùt moät ñoaïn daàm bò uoán cong trong hai tröôøng hôïp nhö H.8.3. Trong 
caû 2 tröôøng hôïp moâmen uoán Mx vaø ñaïo haøm baäc hai y” luoân luoân traùi daáu, 

cho neân phöông trình vi phaân cuûa ñöôøng ñaøn hoài coù daïng: 
   

( ) x

x
EI
M

y

y
−=

+ 2
3

2'1

''  

 Vôùi giaû thieát chuyeån vò laø beù (ñoä voõng vaø goùc xoay beù), coù theå boû qua 
(y’)2 so vôùi 1 vaø khi ñoù phöông trình vi phaân cuûa  ñöôøng ñaøn hoài coù daïng 
gaàn ñuùng nhö sau: 

z

y 
Mx > 0 
y” < 0 

MxMx  

y

Mx < 0 
y” > 0 

Mx  Mx

H.8. 3
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x

x
EI
My −=''     (8.1) 

trong ñoù: Tích soá EJx
  laø ñoä cöùng khi uoán cuûa daàm . 

8.3  LAÄP PHÖÔNG TRÌNH ÑÖÔØNG ÑAØN HOÀI BAÈNG PHÖÔNG PHAÙP        
TÍCH PHAÂN KHOÂNG ÑÒNH HAÏN 

   Veá phaûi cuûa phöông trình vi phaân (8.1) chæ laø moät haøm soá cuûa z neân (8.1) 
laø phöông trình vi phaân thöôøng. 
  Tích phaân laàn thöù nhaát (8.1)  ⇒  phöông trình goùc xoay: 

   ∫ +−== Cdz
EJ
My

x

x'ϕ  (8.2) 

  Tích phaân laàn thöù hai  ⇒  phöông trình ñöôøng ñaøn hoài: 

   ∫ ∫ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= DdzCdz

EJ
My

x

x  (8.3) 

  Trong (8.2) vaø (8.3), C vaø D laø hai haèng soá tích phaân seõ ñöôïc xaùc ñònh 
caùc ñieàu kieän bieân. Caùc ñieàu kieän naøy phuï thuoäc vaøo lieân keát cuûa daàm vaø 
phuï thuoäc vaøo söï thay ñoåi taûi troïng treân daàm. 

  

 

 

 Ñoái vôùi daàm ñôn giaûn, coù theå coù caùc ñieàu kieän nhö sau:                             
 + Ñaàu ngaøm cuûa daàm console coù goùc xoay vaø ñoä voõng baèng khoâng 
(H.8.4a):     yA  = ϕA  =  0 
 + Caùc ñaàu lieân keát khôùp ñoä voõng baèng khoâng (H.8.4b): 
          yA  =  yB  =  0 
 + Taïi nôi tieáp giaùp giöõa hai ñoaïn daàm coù phöông trình ñöôøng ñaøn hoài 
khaùc nhau, ñoä voõng vaø goùc xoay beân traùi baèng vôùi ñoä voõng vaø goùc xoay 
beân phaûi ( ñieåm C treân H.8.4b):   yC

tr   =  yC
ph;   ϕC

tr  =  ϕC
ph 

 
 
 
 
 
 

H. 8.4

yA  = ϕA  =  0 

A 

a) yA = 0 yB = 0 b)

A B C
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Thí duï 8.1  Vieát phöông trình ñöôøng ñaøn hoài vaø goùc xoay cho daàm coâng         
son (console) nhö H.8.5. Töø ñoù suy ra ñoä voõng vaø goùc xoay lôùn nhaát. Cho       
EJx = haèng soá.              

 Giaûi.  

Phöông trình moâmen uoán taïi 
maët caét coù hoaønh ñoä z  laø: 

   Mx=–Pz    (a)                   
  
theá vaøo (8.1) ⇒ phöông trình vi phaân cuûa ñöôøng ñaøn hoài : 

   
xx

x

EJ
Pz

EJ
My =−=''  (b) 

tích phaân hai laàn, ⇒ C
EJ
Pzy

x

+==
2

'
2

ϕ  (c) 

                DCz
EJ
Pzy

x

++=
6

3

    (d) 

C vaø D ñöôïc xaùc ñònh töø caùc ñieàu kieän bieân veà ñoä voõng vaø goùc xoay taïi 
ngaøm: 
   z  =  L;  ϕ  =  0 vaø y  =  0 
thay caùc ñieàu kieän naøy vaøo (c) vaø (d) ⇒ 

   
xx EJ

PLD
EJ
PLC

3
  ;

2

32

=−=  

 Vaäy phöông trình ñöôøng ñaøn hoài vaø goùc xoay laø: 

   ;
326

323

xxx EJ
PLz

EJ
PL

EJ
Pzy +−=  

             
xx EJ

PL
EJ
Pz

22

22

−=ϕ  

Ñoä voõng vaø goùc xoay lôùn nhaát ôû ñaàu töï do A cuûa daàm; öùng vôùi z = 0, ta coù:

       
xx EJ

PL
EJ
PLy

2
  ;

3

23

max −== ϕ  

 ymax > 0 chæ raèng ñoä voõng cuûa ñieåm A höôùng xuoáng 
 ϕ  < 0 chæ raèng goùc xoay cuûa ñieåm A ngöôïc kim ñoàng hoà. 
 
 

A B 

yB = ϕB =  0 

 P

y

z

z
L

H.7.5 
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Thí duï 8.2  Tính ñoä voõng vaø goùc xoay lôùn nhaát cuûa daàm (H.8.6). 
 Cho EJx = haèng  
                        Giaûi.  

Phöông trình moâmen uoán taïi 

 maët caét coù hoaønh ñoä z laø:  

          
2

2qzMx −=  (a) 

theá vaøo (8.1), ⇒   
xEJ

qzy
2

''
2

−=  (b) 

tích phaân hai laàn, ⇒  C
EJ
qzy

x

+==
6

'
3

ϕ   (c) 

           DzC
EJ

qzy
x

++=
24

4

   (d) 

hai ñieàu kieän bieân ôû ñaàu ngaøm z = L; ϕ = 0 vaø y = 0  cho : 

          
xx EJ

qLD
EJ
qLC

8
  ;

6

43

=−=  

 Vaäy phöông trình ñaøn hoài vaø goùc xoay laø: 

           ;
8624

434

xxx EJ
qLz

EJ
qL

EJ
qLy +−=  

          
xx EJ

qL
EJ
qL

66

33

−=ϕ  

 Ñoä voõng vaø goùc xoay lôùn nhaát ôû ñaàu töï do A cuûa daàm; öùng vôùi z = 0, ta 
coù:          

                               
8

4

max
xEJ

qLy =   vaø    
x

A EJ
qL

6
 

3

−=ϕ  

Thí duï 8.3  Tính ñoä voõng vaø goùc xoay lôùn nhaát cuûa daàm ñôn giaûn  chòu taûi 
phaân boá ñeàu (H.8.7). Ñoä cöùng EJx cuûa daàm khoâng ñoåi. 

  Giaûi. 
         Phöông trình moâmen uoán taïi 

maët caét ngang coù hoaønh ñoä z laø: 

( )2
2

222
zLzqqzzqLMx −=−=              (a) 

thay vaøo (8.1), ⇒ phöông trình vi 
phaân cuûa ñöôøng ñaøn hoài nhö sau: 

z

y

A
z

L 

B

L/2

H.8.7 

q 

z
A 

B

yB = ϕB =  0

q

y

z
L

H.8.6 
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     ( )2

2
'' zLz

EJ
qy

x

−−=   (b) 

tích phaân hai laàn, ⇒ CzLz
EJ
qy

x

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−==

322
'

32

ϕ  (c) 

           DzCzLz
EJ
qy

x

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

1262

43

   (d) 

ñieàu kieän bieân ôû caùc goái töïa traùi vaø phaûi cuûa daàm: 
⎩
⎨
⎧

==
==

0y;Lz:khi
0y;0z:khi

 

           ⇒   
xEJ

qLD
24

C  ;0
3

==  

 Nhö vaäy phöông trình ñöôøng ñaøn hoài vaø goùc xoay laø: 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= 3

3

2

23

21
24 L

z
L
zz

EJ
qLy

x

   (e) 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−== 3

3

2

23

461
24

'
L
z

L
z

EJ
qLy

x

ϕ    (g) 

 Ñoä voõng lôùn nhaát cuûa daàm ôû taïi maët caét ngang giöõa nhòp öùng vôùi:  
z = 

2
L   (taïi ñaây y’ = 0) 

thay z =   
2
L     vaøo (e),  

x
L

z EJ
qLyy

384
5 4

2
max ==

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ =
 

 Goùc xoay lôùn nhaát, nhoû nhaát (y’max , y’min) taïi maët caét ngang coù y” = 0 
(hay Mx = 0), töùc ôû caùc goái töïa traùi vaø phaûi cuûa daàm. Thay z = 0 vaø z = L 

laàn löôït vaøo (g) ⇒            
xEJ

qLy
3

maxmax 24
1' ==ϕ      

xEJ
qLy

3

minmin 24
1' −==ϕ  

 Goùc xoay cuûa maët caét ôû goái töïa traùi thuaän chieàu kim ñoàng hoà, goùc xoay 
cuûa maët caét ôû goái töïa phaûi ngöôïc chieàu kim ñoàng hoà. 
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Thí duï 8.4  Laäp phöông trình ñoä voõng vaø goùc xoay cuûa daàm treân hai goái töïa 
chòu löïc taäp trung P nhö H.8.8 cho bieát EJx = haèng soá. 

        

 

 

 

 

 

 

 
                              Giaûi.   

         Daàm coù hai ñoaïn, bieåu thöùc moâmen uoán  trong hai ñoaïn AC vaø CB 
khaùc nhau neân bieåu thöùc goùc xoay vaø ñoä voõng trong hai ñoaïn cuõng khaùc 
nhau. Vieát cho töøng ñoaïn caùc bieåu thöùc Mx, y’’, y’, y nhö sau:  

 Moâmen uoán Mx trong caùc ñoaïn sau: 

 Ñoaïn AC (0 ≤  z1 ≤  a): 1)1( z
L
PbMx =   (a) 

 Ñoaïn CB (a ≤  z2 ≤  L): ( )azPz
L
PbMx −−= 22)2(   (b) 

 Phöông trình vi phaân cuûa ñöôøng ñaøn hoài trong moãi ñoaïn:  

 Ñoaïn AC:   11 '' z
LEJ
Pby

x

−=    (c) 

 Ñoaïn CB:  ( )az
EJ
Pz

LEJ
Pby

xx

−+−= 222 ''  (d) 

 Tích phaân lieân tieáp caùc phöông trình treân, ta ñöôïc: 
 Ñoaïn AC (0 ≤  z1 ≤  a): 

   1
2
11 2

' Cz
LEJ
Pby

x

+−=    (e) 

   111
3
11 6

DzCz
LEJ
Pby

x

++−=    (g) 

 Ñoaïn CB (a ≤  z2 ≤  L): 

A 

z 
B

P

a

H.8.8 

b

z 1  
Z 2  

L

Pab/L
Y 
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   ( ) 2
2

2
2
22 22

' Caz
EJ
Pz

LEJ
Pby

xx

+−+−=    (h) 

   ( ) 222
3

2
3
22 66

DzCaz
EJ
Pz

LEJ
Pby

xx

++−+−=    (i) 

  

          Xaùc ñònh caùc haèng soá tích phaân C1, D1, C2, D2 töø caùc ñieàu kieän bieân
 - ÔÛ goái töïa A, B ñoä voõng baèng khoâng 
 - ÔÛ maët caét ngang C noái tieáp hai ñoaïn, ñoä voõng vaø goùc xoay cuûa hai 
ñoaïn phaûi baèng nhau. 

⇔   khi:    z1 = 0;  y1 = 0 

           z2  = 0;  y2 = 0 

               z1 = z2 = a;  y1 = y2;  y1’ = y2’ 
Töø boán ñieàu kieän naøy ⇒: 

  

( )

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+−=+−

++−=++−

=++−+−

=

2
2

1
2

22
3

11
3

22
3 3

1

22

66

0
66

0

ca
LEJ
Pbca

LEJ
Pb

Daca
LEJ
PbDaca

LEJ
Pb

DLCaL
EJ
PL

LEJ
Pb

D

xx

xx

xx

 

 Giaûi heä phöông trình treân, ⇒ 

  D1 = D2 = 0;  ( )22
21 6

bL
LEJ
PbCC

x

−==  

 Vaäy phöông trình goùc xoay vaø ñoä voõng trong töøng ñoaïn laø: 
 Ñoaïn AC (0 ≤  z1 ≤  a): 

  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
==

66

26
3
1

1

22

1

2
1

22
'
11

zzbL
LEJ
Pby

zbL
LEJ
Pby

x

x

ϕ
 

 Ñoaïn BC (a ≤  z2 ≤  L): 

  

( )

( )
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

−
−==

666

622
3
2

2

223
2

2

222
2

2
2'

22

zzbLL
b
az

LEJ
Pby

bL
b

azLz
LEJ
Pby

x

x

ϕ

 

Tính ñoä voõng lôùn nhaát trong daàm baèng caùch döïa vaøo ñieàu kieän   y’ = 0,  
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         Giaû söû a > b. Tröôùc heát ta seõ xeùt ñoä voõng lôùn nhaát trong ñoaïn naøo  
         ÔÛ goái töïa A (z1 = 0) goùc xoay baèng: 

   01
6 2

2

1 >⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

L
b

EJ
PbL

x
Aϕ  

vaø ôû C (z1 = a):     ( ) 0
31 <−−= ba
EJ

PbL

x
Cϕ  

 Nhö vaäy, giöõa hai ñieåm A vaø C goùc xoay ϕ1 ñoåi daáu, nghóa laø seõ bò trieät 
tieâu moät laàn. Ñieàu ñoù cho thaáy ñoä voõng coù giaù trò lôùn nhaát trong ñoaïn AC.  
 Ñeå tìm hoaønh ñoä z1(0) cuûa maët caét ngang coù ñoä voõng lôùn nhaát, ta cho 
phöông trình  ϕ1 = 0: 
    

[ ] ( )( ) 0
2
0

6
)0(

2
1

2

11 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

zbL
LEJ
Pbz

x

ϕ  

⇒   
3

)0(
22

1
bLz −

=                   (o) 

 Sau ñoù ñöa vaøo bieåu thöùc (l) cuûa ñoä voõng,⇒ giaù trò lôùn nhaát cuûa ñoä 

voõng       ( )
( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
== 2

222

1max 1
27

3
)0(1 L

b
EJ

bLPbyy
x

z   (p) 

 Caùc heä quaû: 
 - Neáu P ñaët ôû giöõa nhòp daàm ( )2/Lb = ,  thì töø (o) vaø (p) , ta ñöôïc: 

 
xEJ

PLyLLz
48

   ; 500,0
2

)0(
3

max1 ===  

 - Khi P ôû gaàn goái B, töùc b → 0 ta coù:  z1(0) = 
3

L  = 0577L 

 Nhö vaäy, neáu taûi troïng di chuyeån töø trung ñieåm D giöõa nhòp daàm ñeán 
goái töïa B (H.8.9) thì hoaønh ñoä z1(0) seõ bieán thieân töø 0,5L ñeán 0,577L, töùc laø 
töø ñieåm D ñeán ñieåm E. Trong thöïc teá ngöôøi ta thöôøng quy öôùc laø khi taûi 
troïng P taùc duïng ôû moät vò trí naøo ñoù thì vaãn coù theå coi ñoä voõng lôùn nhaát ôû 
giöõa nhòp daàm. 

 Thí duï, neáu taûi troïng P taùc duïng ôû vò trí nhö H.8.8 thì ñoä voõng ôû giöõa 

nhòp daàm seõ baèng:  ( ) ( )22
2 43

48
bL

EJ
Pby

x
l −=  

 So saùnh hai giaù trò ymax vaø ( )2ly thaáy hai giaù trò naøy khaùc nhau vaø raát ít 

. 

0,500L

A

z 
BE 

D

0,577L 

H.8.9
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Nhaän xeùt: Neáu daàm coù nhieàu ñoaïn, caàn phaûi laäp phöông trình vi phaân 
ñöôøng ñaøn hoài cho nhieàu ñoaïn töông öùng. ÔÛ moãi ñoaïn , phaûi xaùc ñònh hai 
haèng soá tích phaân, neáu daàm coù n ñoaïn thì phaûi xaùc ñònh 2n haèng soá, baøi 
toaùn trôû neân phöïc taïp neáu soá ñoaïn n caøng lôùn, vì vaäy phöông phaùp naøy ít 
duøng khi taûi troïng phöùc taïp hay ñoä cöùng daàm thay ñoåi. 

 

8.4 XAÙC ÑÒNH ÑOÄ VOÕNG VAØ GOÙC XOAY BAÈNG PHÖÔNG PHAÙP TAÛI 
TROÏNG GIAÛ TAÏO (PHÖÔNG PHAÙP ÑOÀ TOAÙN) 

 ♦ Phaàn tröôùc, ñaõ coù lieân heä vi phaân giöõa noäi löïc vaø ngoaïi löïc ( CH. 2): 

   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

q
dz
Md

Q
dz

dM

q
dz
dQ

x

x

2

2

  (a) 

 ♦ Ñoái vôùi vieäc khaûo saùt ñöôøng ñaøn hoài cuûa daàm , cuõng coù phöông trình 
vi phaân: 

         
x

x

EJ
M

dz
yd

−=2

2

  (b) 

 Ñoái chieáu caùc phöông trình (a) vaø (b), ta thaáy coù söï töông töï sau: 
 

y 
  'y

dz
dy

=  

x

x

EJ
My

dz
yd

−== ''2

2

 

Mx 

Q
dz

dM x =  

q
dz
Md x =2

2

 

 

 Ta nhaän thaáy muoán tính goùc xoay y’ vaø ñoä voõng y thì phaûi tích phaân 

lieân tieáp hai laàn haøm soá  
x

x

EJ
M  

 Töông töï muoán coù löïc caét Qy vaø moâmen uoán Mx  thì phaûi tích phaân lieân 
tieáp hai laàn haøm soá taûi troïng q. 

 Tuy nhieân ôû phaàn tröôùc ( CH.2), ta ñaõ tính löïc caét Qy  vaø moâmen uoán 
Mx  theo taûi troïng q  töø vieäc khaûo saùt caùc phöông trình caân baèng. 
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  Nhö vaäy, cuõng coù theå tính goùc xoay y’ vaø ñoä voõng y theo haøm y”=-
x

x

EJ
M  

maø khoâng caàn tích phaân. Ñoù cuõng chính laø phöông phaùp taûi troïng giaû 
taïo. 
  

           ♦ Phöông phaùp taûi troïng giaû taïo: 
        Töôûng töôïng moät daàm giaû taïo (DGT) coù chieàu daøi gioáng daàm thöïc 
(DT), treân DGT coù taûi troïng giaû taïo gtq  gioáng nhö bieåu ñoà 

x

x

EJ
M

−  treân daàm 

thaät, thì  seõ coù söï töông ñöông: 

                 gt
x

x q
EJ
My =−=''    ;   y’ =Qgt ;   y = Mgt  

trong ñoù: gtq - Taûi troïng giaû taïo 

    Qgt - Löïc caét giaû taïo- Löïc caét trong DGT     

                gtM  - Moâmen giaû taïo- Moâmen uoán trong DGT 

      ⇒ Muoán tính goùc xoay y’ vaø ñoä voõng y cuûa moät daàm thöïc (DT)        
(daàm ñang khaûo saùt) thì chæ caàn tính löïc caét Qgt  vaø moâmen uoán Mgt do taûi 
trong giaû taïo taùc duïng treân  DGT gaây ra.  

         Tuy nhieân, ñeå coù ñöôïc söï ñoàng nhaát ñöôøng ñaøn hoài y vaø Momen uoán 
Mgt  thì ñieàu kieän bieân cuûa chuùng phaûi gioáng nhau: y’ = Qgt ; y = Mgt taïi baát 
kyø ñieåm treân hai DT vaø DGT;  Ngoaøi ra neáu xeùt  taïi ñieåm baát kyø treân daàm 
phaûi khaûo saùt ñeán söï gioáng nhau cuûa böôùc nhaûy goùc xoay y′Δ  vaø böôùc 
nhaûy löïc caét  gtQΔ . 

 ♦ Caùch choïn daàm giaû taïo (DGT) 
 DGT ñöôïc suy töø DT vôùi ñieàu kieän laø nôi naøo treân DT khoâng coù ñoä 
voõng vaø goùc xoay thì ñieàu kieän lieân keát cuûa DGT ôû nhöõng nôi ñoù phaûi töông 
öùng sao cho qgt khoâng gaây ra Mgt vaø Qgt.  
 Chieàu daøi cuûa DT vaø DGT laø nhö nhau.  

 Baûng 8.1 cho moät soá DGT töông öùng vôùi moät soá DT thöôøng gaëp. 
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 ♦ Caùch tìm taûi troïng giaû taïo qgt  

Vì 
x

gt EJ
Mxq −= , neân qgt bao giôø cuõng ngöôïc daáu vôùi moâmen uoán Mx. Do ñoù: 

 - Neáu: Mx > 0 thì qgt < 0, nghóa laø neáu bieåu ñoà Mx naèm phía döôùi truïc 
hoaønh (theo qui öôùc Mx > 0 veõ phía döôùc truïc thanh) thì qgt höôùng xuoáng 

- Neáu: Mx < 0 thì qgt höôùng leân. 

⇔  qgt  luoân coù chieàu höôùng theo thôù caêng cuûa bieåu ñoà moâ men Mx 
 

 

                                                                                         Baûng 8.1 

Daàm thöïc Daàm giaû taïo 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
 
 
 

 

 

 

A B 

Mgt = 0 
Qgt  = 0 

Mgt ≠ 0 
Qgt ≠ 0 

A B

y = 0 
ϕ = 0 

y ≠ 0 
ϕ ≠ 0

A B

y  =  0 
ϕ  ≠  0 

y  =  0
ϕ  ≠  0 

A B 

Mgt = 0
Qgt ≠  0 

Mgt = 0 
Qgt ≠ 0 

A B 

Mgt ≠  0 
Qgt  ≠  0 

Mgt =  0 
Qgt  ≠  0 

Mgt =  0 
Qgt  ≠  0 
 Qtr = Qph 

A B

y ≠  0 
ϕ ≠  0 

y  =  0 
ϕ  ≠  0 

y =  0 
ϕ ≠  0 
ϕtr= ϕph 

A D

y ≠  0 
ϕ ≠  0 

y  ≠  0 
ϕ  ≠  0 

B C

y =  0 
ϕ ≠  0 

y =  0 
ϕ ≠  0 

A D B C 

Mgt ≠  0 
Qgt  ≠  0 

Mgt =  0 
Qgt  ≠  0 

Mgt =  0 
Qgt  ≠  0 

Mgt ≠  0 
Qgt  ≠  0 
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 Ngoaøi ra trong quaù trình tính caùc noäi löïc Mgt, Qgt cuûa DGT, caàn phaûi 
tính hôïp löïc cuûa löïc phaân boá qgt treân caùc chieàu daøi khaùc nhau. Do ñoù, ñeå 
tieän lôïi ta xaùc ñònh vò trí troïng taâm vaø dieän tích Ω cuûa nhöõng hình giôùi haïn 
bôûi caùc ñöôøng cong nhö baûng 8.2 döôùi ñaây 

Baûng 8.2 
Vò trí troïng taâm 

Hình veõ 
Dieän tích 

(Ω) x1 x2 

 
 
 
 
 

 

 
2
Lh  

 

 
3
L  

 

3
2L  

 
 
 
 
 

 

3
Lh  

 

4
L  

 

4
3L  

 
 
 
 
 

 

1+n
Lh

 

 

2+n
L

 

 
( )

2
1

+
+

n
nL

 

 
 
 
 
 

 

3
2Lh  

 

8
3L  

 

8
5L  

 
 
 
 
 

 

3
2Lh  

 

2
L  

 

2
L  

 

 

Thí duï 8.5  Tính ñoä voõng vaø goùc xoay ôû 

A

L 
B

q

2
2qL

xEI
qL

2

2
Mx

DGT

a)

b)

c)

H. 8.10

h 

x1 x2

L 

C 

h 

x1 x2

L

C 
Baäc 2 

ñænh

h 

x1 x2

L

C 
Baäc n

ñænh

h 

x1 x2

L

C 
Baäc 2

ñænh

h 

x1 x2

L

C

ñænh
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ñaàu töï do B cuûa daàm coâng xon chòu taûi troïng phaân boá ñeàu q (H.8.10a). Ñoä 
cöùng cuûa daàm EJx = const  
                                Giaûi.  
        + Bieåu ñoà moâmen uoán Mx cuûa DTcoùù daïng ñöôøng  baäc 2 ñöôïc veõ treân 
H.810b. 
        + DGT töông öùng vôùi löïc phaân boá qgt nhö H.8.10c. 
  + Ñoä voõng vaø goùc xoay taïi B cuûa DT chính baèng moâmen uoán Mgt vaø 
löïc caét Qgt taïi B cuûa DGT.Duøng maët caét ôû saùt B cuûa daàm giaû taïo, tính noäi 
löïc  ôû maët caét ngang naøy vaø ñöôïc: 

 ;
623

1 32

xx

B
gtB EJ

qLL
EJ
qLQ =××==ϕ                

xx

B
gtB EJ

qLLL
EJ
qLMy

84
3

23
1 42

=×××==  

Thí duï 8.6  Tính ñoä voõng 
vaø  
goùc xoay taïi C cuûa daàm 
cho 
 treân H.8.11a. Ñoaïn daàm 
AB 

 coù ñoä cöùng 2EJ, ñoaïn 

 daàm BC coù ñoä cöùng EJ. 

                     Giaûi.  
+ Bieåu ñoà moâmen uoán 
ñöôïc veõ treân H.8.11b.  
 Ñeå deã daøng trong 
vieäc tính toaùn ta phaân tích 
Mx thaønh toång  cuûa caùc 
bieåu ñoà moâmen uoán coù 
daïng ñôn giaûn nhö 
H.8.11c. 

+ DGT vôùi löïc  qgt nhö  
H.8.11d.  
(chuù yù laø ñoä cöùng trong 
AB vaø BC khaùc nhau).  

+ Tính noäi löïc ôû C cuûa DGT. 

x

3L L

B
gt VH. 8.11

qL2

8
9

2qL

Mb)

A B
C

S2 qL

a)

8

29qL

qL2

c)

xEJ
qL2

x EJ 
qL
2

2 

C
d)

B
gt V

e)
xEJ

9qL
16

2

xEJ
qL
2 

2

x EJ 
qL 
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 Chia DGTthaønh hai DGT nhö H.8.11e, phaûn löïc ôû B cuûa DGT AB laø:   

x

B
gt EJ

qLV
3

16
1

=  

Phaûn löïc naøy taùc duïng leân DGT BC vaø deã daøng tính ñöôïc: 

          

xxx

C
gt

xxx

C
gt

EJ
qLL

EJ
qLLL

EJ
qLM

EJ
qL

EJ
qLL

EJ
qLQ

423

323

48
13

3
2

2
1

16
1

16
7

2
1

16
1

=+−=

+=+−=

 

 ⇒ ñoä voõng vaø goùc xoay taïi C cuûa DT 

             yC = C
gtM  = 

xEJ
qL4

48
13 ;  ϕC = =C

gtQ  
xEJ

qL3

16
7  

8.5  BAØI TOAÙN SIEÂU TÓNH (BTST) 

 Töông töï caùc baøi toaùn veà thanh chòu keùo, neùn ñuùng taâm, ta coøn coù caùc 
BTST veà uoán.  
 Ñoù laø caùc baøi toaùn maø ta khoâng theå xaùc ñònh toaøn boä noäi löïc hoaëc phaûn 
löïc  chæ vôùi caùc phöông trình caân baèng tónh hoïc, vì soá aån soá phaûi tìm cuûa baøi 
toaùn lôùn hôn soá phöông tónh caân baèng tónh hoïc coù ñöôïc.  
 Ñeå giaûi ñöôïc caùc BTST, caàn  tìm theâm moät soá phöông trình phuï döïa 
vaøo ñieàu kieän bieán daïng cuûa daàm. 
 Xeùt cuï theå  thí duï sau: 
 
Thí duï 8.6  Veõ bieåu ñoà noäi löïc cho daàm nhö H.8.12a. Bieát EJ = haèng soá. 
               Giaûi.  
 + Daàm ñaõ cho coù boán phaûn löïc caàn tìm (ba ôû ngaøm A vaø moät ôû goái töïa 
B). Ta chæ coù ba phöông trình caân baèng tónh hoïc, neân caàn tìm theâm moät 
phöông trình phuï veà ñieàu kieän bieán daïng cuûa daàm. 
 + Töôûng töôïng boû goái töïa ôû ñaàu B vaø thay vaøo ñoù moät phaûn löïc VB 
(H.8.12b), ta ñöôïc moät heä môùi. Heä naøy chæ coù theå laøm vieäc gioáng nhö heä 
treân khi VB phaûi coù trò soá vaø chieàu theá naøo ñeå ñoä voõng taïi B, do taûi troïng q 
vaø VB sinh ra, phaûi baèng khoâng  
⇔ Ñieàu kieän bieán daïng ( chuyeån vò):    yB (q, VB ) = 0 
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+ Ta tính ñoä voõng taïi B baèng phöông phaùp taûi troïng giaû taïo (hay moät 
phöông phaùp khaùc). 
 Bieåu ñoà moâmen uoán cuûa daàm ôû H.8.12b do taûi troïng q vaø phaûn löïc VB 
gaây ra veõ nhö H.8.12c,d, DGT vaø qgt nhö  H.8.12 e, g. Ta coù: 
 Ñoä voõng yB cuûa heä 8.12b chính laø Moâmen giaû taïo taïi B cuûa DGT  

   yB  = M B
gt  = 

3
1 L

EJ
qL
2

2

4
3

× L – 
2
1 L

EJ
LVB

3
2

× L 

 Ñieàu kieän ñoä voõng yB = 0, ⇒  VB  = 
8
3 qL 

 Sau khi tìm ñöôïc VB, deã daøng veõ ñöôïc caùc bieåu ñoà noäi löïc cuûa daàm ñaõ 
cho nhö H.8.12 i, k. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7.4. PHÖÔNG PHAÙP DIEÄN TÍCH MOÂMEN 
1. Noäi dung phöông phaùp 

 

Mx

B

q 

qLVB 8
3

=

qL
8
5

qL
8
3

2

8
1 qL

128
9 2qL

Qy

h)

i)

k)

L 

a) 

2

2qLc) 

d) 

 

B

q

A 
B

q

VB

b) 

VBL 
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 Xeùt daàm coù bieåu ñoà 
x

x

EI
M  nhö H.8.10b, ñöôøng ñaøn hoài (neùt ñöùt) nhö H.8.10a. 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Xeùt ñoaïn daàm AB: dz
EI
M

d
x

x−=ϕ , suy ra: ∫ ∫ −=B

A

B

A

Z

Z

Z

Z
x

x dz
EI
M

dϕ   

    ABABAB S−==− ϕϕϕ  (8.18) 

vôùi ABS  laø dieän tích cuûa bieåu ñoà 
x

x

EI
M  goàm giöõa hai maët caét A vaø B. 

Ñònh lyù 1. Ñoä thay ñoåi goùc xoay giöõa hai maët caét cuûa moät daàm (thí duï giöõa A vaø B) 

thì baèng daáu tröø dieän tích cuûa bieåu ñoà 
x

x

EI
M  giöõa hai maët caét aáy.   

Töø hình 8.10d:     dz
EI
M

zdzdt
x

x−== ϕ  suy ra: ∫ ∫ −=−== B

A

B

A

Z

Z

Z

Z
ABC

x

x
BA Szdz

EI
M

zdtt (8.20) 

Cz  laø khoaûng caùch töø troïng taâm cuûa dieän tích  ABS  ñeán B 

 
Ñònh lyù 2. Ñoä sai leäch giöõa tieáp tuyeán ôû moät ñieåm B treân ñöôøng ñaøn hoài vôùi moät 
tieáp tuyeán ôû moät ñieåm A khaùc cuõng treân ñöôøng ñaøn hoài baèng vôùi daáu tröø moâ men 

H.8.10 Phöông phaùp dieän tích moâ men

z A

z 

B

ÑÑH 
 yByA

zB 
dz

z  

ϕ 

y 

  a) 

C

zC Cz
A B

ABS  
dz

EI
M

x

x

  b) 

x

x

EI
M  

zA 

z  

LAB 
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tónh cuûa dieän tích cuûa bieåu ñoà 
x

x

EI
M ñoái vôùi ñöôøng thaúng ñöùng ñi qua B. 

 Töø H.8.10d ta coù: 
   yB = yA + ϕALAB + tBA = yA + ϕA(zB  – zA) + tBA  

yB = yA + ϕA(zB  – zA) – ABC Sz  (8.21) 

(7.21) chính laø coâng thöùc duøng ñeå xaùc ñònh ñoä voõng cuûa ñieåm B neáu bieát ñoä voõng 

cuûa moät ñieåm A (zB > zA) vaø bieåu ñoà 
x

x

EI
M  giöõa hai ñieåm naøy. 

Töø (8.21 coù theå tính ñoä voõng cuûa ñieåm A khi bieát ñoä voõng cuûa ñieåm B (zB > zA). 
  ABBA S+=ϕϕ    vaø yA = yB – ϕA(zB – zA) + ABC Sz  
vôùi:   CABC zLz −=   
ta vieát:   ( ) ( ) ABCABABABBBA SzLLSyy   −++−= ϕ  

Khai trieån vaø ruùt goïn, ta ñöôïc:     yA = yB  – ϕBLAB  – zC ABS  (8.22) 
  zC - laø khoaûng caùch töø troïng taâm C cuûa ABS  keå töø A. 
Thí duï 8.5. Duøng phöông phaùp dieän tích moâ men xaùc ñònh goùc xoay ôû ñaàu traùi A vaø 
ñoä voõng ôû ñieåm D giöõa daàm (H.8.11). EIx = haèng soá. 
Giaûi. Theo ñònh lyù 1, coâng thöùc (7.4), xeùt hai ñieåm 
A (z = 0) vaø D (z = L/2) 

ADAD S−=ϕϕ  
Chuù yù raèng ϕD = 0 vì baøi toaùn ñoái xöùng vaø ADS  coù 
theå phaân chia thaønh 321 SSS ++ . 
ta suy ra:  0)( 321 =++− SSSAϕ          

x
A EI

qLSSS
3

321
648
13

×=++=ϕ  

Goùc xoay cuûa maët caét A thuaän chieàu kim ñoàng hoà. 
 AÙp duïng coâng thöùc (8.21), ta vieát  

ADCAAD SzLyy −+=
2

ϕ
( ) ( ) ( )( )3

3
2

2
1

13

2648
130 SzSzSzL

EI
qL

CCC

x

++−××+=
xEI

qL2

11664
77

×=  

 
 
 
 
 

BAØI TAÄP CHÖÔNG 8 
2 m 6 m

Mo

H.8.1 
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8.1  Xaùc ñònh ñöôøng ñaøn hoài daàm baèng phöông phaùp tích phaân khoâng ñònh 
haïn, bieát Mo = 20 kNm, EJ khoâng ñoåi. H.8.1. 

8.2  Xaùc ñònh goùc xoay ôû hai ñaàu daàm vaø ñoä voõng taïi giöõa daàm baèng 
phöông phaùp tích phaân khoâng ñònh haïn, EJ khoâng ñoåi. H.8.2. 

8.3 Daàm maët caét ngang thay ñoåi vaø chòu löïc 
nhö H.8.3. Tính ñoä voõng taïi daàm töï do vaø 
goùc xoay taïi maët caét ngang giöõa daàm. 

 
8.4 Daàm coù ñoä cöùng khoâng ñoåi nhö H.8.4. 

Xaùc ñònh: 
 - Ñoä voõng vaø goùc xoay taïi C 
 - Goùc xoay taïi A vaø B 
 - Ñoä voõng taïi maët caét D 

 
8.5  Tìm ñoä voõng taïi maët caét C, goùc xoay beân 

traùi vaø phaûi khôùp A cuûa daàm  nhö H.8.5, 
bieát ñoä cöùng EJ = haèng . 

8.6 Tìm ñoä voõng taïi B, goùc xoay taïi A cuûa 
daàm nhö H.8.6, bieát EJ= haèng.  

 
8.7  Xaùc ñònh ñoä voõng vaø goùc xoay taïi C. H.8.7 
 

 

 

 

 

8.8 Moät heä thoáng goàm ba coâng xon, ñaàu töï 
do ñöôïc lieân keát vôùi nhau baèng nhöõng 
giaèng cöùng nhö H.8.8. Tính öùng suaát 
cöïc ñaïi ôû moãi daàm khi coù löïc treo ôû 

H.8.4 

q

a a a

4qa
qa2

C A D B

H. 8.2 

q

L/2 L/2 

H. 8.3 

L/2 L/2
B

h
A

C

  

L/2 L/2

B

b

A
C

H. 8.5 

a a a

C 
BD A

P

a a

A
P

C

H. 8.6 

 

H. 8.7

A 

3 m 1 m

EJB2EJ

40 kN

C

H. 8.8 

L L L
P

B 



http://www.ebook.edu.vn

      GV : Leâ ñöùc Thanh 
 

Chöong 8: Chuyeån vò cuûa daàm chòu uoán  21 

daàm, bieát ñoä cöùng EJ laø haèng soá. 

 

8.9 Veõ bieåu ñoà noäi löïc cuûa daàm sieâu tónh nhö H.8.9. Vieát phöông trình 
ñöôøng ñaøn hoài, bieát ñoä cöùng EJ laø haèng soá. 

 

 

H. 8.9 

q

L L

H. 8.10

Mo EJ = haèng soá

L/2 L/2 

 

8.10. Xaùc ñònh phaûn löïc cuûa daàm sieâu tónh nhö H.8.10. 
8.11. Thanh theùp daøi 1 m, maët caét chöõ nhaät 2036 mm, ngaøm ôû ñaàu A, chòu 

löïc P = 30 N ñaët ôû giöõa nhòp. Kieåm tra ñoä beàn cuûa daàm.  
 Bieát [σ] = 16 kN/cm2. ÔÛ ñaàu B coù khe hôû δ = 20 mm. 
  Cho E = 2.104 kN/cm2. 

 

H. 8.11

0,5 m 0,5 m

A B

P

δ

20 mm

6 mm 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

8.5. PHÖÔNG PHAÙP DIEÄN TÍCH MOÂMEN (DTMM) 
1. Noäi dung phöông phaùp 
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 Xeùt daàm chòu uoán coù bieåu ñoà 
x

x

EJ
M  nhö H.8.13b, ñöôøng ñaøn hoài (neùt ñöùt) 

nhö H.8.13a. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

♦ Xeùt ñoaïn daàm AB, ta ñaõ coù: 

        
x

x

EJ
My −="   ⇔      

x

x

EJ
M

dz
d

dz
dy

−==
ϕ'        ⇒  dz

EJ
Md

x

x−=ϕ     

⇒      ∫ ∫ −=B

A

B

A

Z

Z

Z

Z
x

x dz
EJ
Mdϕ  

z A 

z 

B

ÑÑH

           yB

yA 

zB dz

z

ϕt 

y 

  a) 

 c) 

H.8.13

 d) 

C

zC 
Cz

A B

ABS  
dz

EJ
M

x

x  

  b) 

x

x

EJ
M

 

 

A B

yA 
yB 

tBA 

ϕA

ϕB

A’

B’

dz z  

dϕ dt 

B 
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   ABABAB S−==− ϕϕϕ                             (8.4) 

vôùi ABS  laø dieän tích cuûa bieåu ñoà 
x

x

EJ
M  goàm giöõa hai maët caét A vaø B. 

Ñònh lyù 1. Ñoä thay ñoåi goùc xoay giöõa hai maët caét cuûa moät daàm (thí duï giöõa 

A vaø B) thì baèng daáu tröø dieän tích cuûa bieåu ñoà 
x

x

EJ
M  giöõa hai maët caét aáy. 

♦ Töø H.8.13c ta coù theå vieát: 

   dz
EJ
Mzdzdt

x

x−== ϕ  

suy ra:   ∫ ∫ −=−== B

A

B

A

Z

Z

Z

Z
ABC

x

x
BA Szdz

EJ
Mzdtt  

Cz  laø khoaûng caùch töø troïng taâm cuûa dieän tích ABS ñeán B 

Ñònh lyù 2. Ñoä sai leäch giöõa tieáp tuyeán ôû moät ñieåm B treân ñöôøng ñaøn hoài vôùi 
moät tieáp tuyeán ôû moät ñieåm A khaùc cuõng treân ñöôøng ñaøn hoài baèng vôùi daáu 

tröø moâmen tónh cuûa dieän tích cuûa bieåu ñoà 
x

x

EJ
M  ñoái vôùi ñöôøng thaúng ñöùng ñi 

qua B. 
 Töø H.8.13d ta coù: 

   yB = yA + ϕALAB + tBA  
= yA + ϕALAB – ABC Sz  (8.5) 

(8.5) chính laø coâng thöùc duøng ñeå xaùc ñònh ñoä voõng cuûa ñieåm B neáu bieát ñoä 

voõng cuûa moät ñieåm A (zB > zA) vaø bieåu ñoà 
x

x

EJ
M  giöõa hai ñieåm naøy.  

♦ Töø (8.5) ta cuõng coù theå tính ñoä voõng cuûa ñieåm A khi bieát ñoä voõng cuûa 
ñieåm B (zB > zA). Thaät vaäy theo phaàn treân ta coù: 
   ABBA S+= ϕϕ  

vaø:    yA = yB – ϕALAB + ABC Sz  

vôùi:   CABC zLz −=   

ta vieát:   ( ) ( ) ABCABABABBBA SzLLSyy   −++−= ϕ  

Khai trieån vaø ruùt goïn, ta ñöôïc: 

      yA = yB  – ϕBLAB  – zC ABS  (8.5)’ 

trong ñoù:  zC - laø khoaûng caùch töø troïng taâm C cuûa ABS  keå töø A. 
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♦ Duøng phöông phaùp DTMM  caàn bieát dieän tích vaø troïng taâm cuûa moät soá 
hình ( baûng 8.2 ). 

Thí duï 8.7. Duøng phöông phaùp DTMM xaùc 
ñònh goùc xoay ôû ñaàu traùi A vaø ñoä voõng ôû ñieåm 
D giöõa daàm (H.8.14). EJx = haèng soá. 
     Giaûi.  
+ Theo ñònh lyù 1, coâng thöùc (8.4), xeùt hai ñieåm 
A (z = 0) vaø D (z = L/2) : 

ADAD S−= ϕϕ  

Chuù yù raèng ϕD = 0 vì baøi toaùn ñoái xöùng vaø ADS  
coù theå phaân chia thaønh 321 SSS ++  (H.8.14).  
⇒   0)( 321 =++− SSSAϕ  

  
xxxx

A

EJ
qLL

EJ
qLL

EJ
qLL

EJ
qL

SSS
3222

321

648
13

6723
2

672
4

32
1

72
4

×=××+××+×××=

++=ϕ
  

Goùc xoay cuûa maët caét A thuaän chieàu kim ñoàng hoà. 

+ AÙp duïng coâng thöùc (8-5), ta vieát  

  ADCAAD SzLyy −+=
2

ϕ  

      ( ) ( ) ( )
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−××+= 3

3
2

2
1

13

2648
130 SzSzSzL

EJ
qL

CCC

x

 

      

⎥
⎦

⎤
××××+×××+

⎢
⎣

⎡
+×××⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+−××=

6723
2

68
3

72
4

662
1        

372
4

2
1

33
1

62648
13

22

23

L
EJ

qLL
EJ
qLLL

L
EJ
qLLLL

EJ
qL

xx

xx  

      
xEJ

qL2

11664
77

×=  

 Ñoä voõng maët caét D höôùng xuoáng döôùi. 

 
Thí  duï 8.8 
Xaùc ñònh goùc xoay ôû A,B vaø ñoä voõng ôû D 
cuûa daàm cho nhö H.8.15 

L/2 L/2

A B
D 

q 

xM

2

8
1 qL  

xEJ
qLS

3

1 72
1

=  

x

x

EI
M

xEJ
qL2

8
1xEJ

qL2

24
1

 

xEJ
qLS

3

2 24
1

=

3EJ EJ 

H.8.15 

L/3 L/3L/3 

A B

D 

xEJ
qL2

72
4

xEJ
qL2

72
5

 

q

S3 

H.8.14 

x

x

EJ
M
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              Giaûi 
 + Bieåu ñoà moâ men uoán Mx vaø 

EJ
M x   

veõ nhö H.8.15 

 + Theo coâng thöùc 8.5, ta coù: 

 yB  = yA + ϕAL – Cz × ABS  

   0  =  0 + ϕAL – )1(
Cz × S 1 – )2(

Cz × S 2  
 ϕA = 

L
1 ( )1(

Cz × S 1 + )2(
Cz × S 2)  

  

           =
L
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×+×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

xx EJ
qLL

EJ
qLLL

2428
5

72228
3 33

= 
576
13

xEJ
qL3

 

  

 + Baây giôø aùp duïng ñònh lyù 1, coâng thöùc (8.4) 

   ϕB = ϕA – ABS  = ϕA – S 1 – S 2 

    = 
576
13

xEJ
qL3

 – 
xEJ

qL
72

3

 – 
xEJ

qL
24

3

 = –
576
19

xEJ
qL3

 

 Goùc xoay maët caét B ngöôïc chieàu kim ñoàng hoà. 

 + Cuoái cuøng xaùc ñònh ñoä voõng ôû D baèng coâng thöùc 8.5 aùp duïng cho hai 
ñieåm A vaø D 
   yD = yA + ϕA 

2
L  – Cz ADS  

         = 0 + 
576
13 ×

xEJ
qL3

×
2
L  – 

8
3

2
L ×

xEJ
qL

72

3

 = 
576

5 ×
xEJ

qL4

 

 + Ta coù theå kieåm tra laïi keát quaû cuûa yD baèng caùch khaûo saùt ñoaïn DB, 
aùp duïng (8.5)’ 
   yD = yB – ϕB 

2
L  – CZ BDS  

         = 0 – ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×−

xEJ
qL3

576
19 ×

2
L  – 

8
3 × 

2
L × 

xEJ
qL

24

3

 = 
576

5 × 
xEJ

qL4
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8.5  BAØI TOAÙN SIEÂU TÓNH 
(BTST) 

 Töông töï caùc baøi toaùn 
veà thanh chòu keùo, neùn ñuùng 
taâm, ta coøn coù caùc BTST veà 
uoán.  
 Ñoù laø caùc baøi toaùn maø ta 
khoâng theå xaùc ñònh toaøn boä 
noäi löïc hoaëc phaûn löïc  chæ 
vôùi caùc phöông trình caân 
baèng tónh hoïc, vì soá aån soá 
phaûi tìm cuûa baøi toaùn lôùn hôn 
soá phöông tónh caân baèng 
tónh hoïc coù ñöôïc.  
 Ñeå giaûi ñöôïc caùc BTST, 
caàn tìm theâm moät soá phöông 
trình phuï döïa vaøo ñieàu kieän 
bieán daïng cuûa daàm. 
 Xeùt cuï theå  thí duï sau: 
 
Thí  duï 8.10. Veõ bieåu ñoà noäi 
löïc cho daàm nhö H.8.16a. 

H.8.16 

EJ
qL
2

2

 

Mx

EJ
LVB  

L 

B

q

qLVB 8
3

=  

qL
8
5  

qL
8
3  

2

8
1 qL  

128
9 2qL  

Qy

a)

2

2qL  c)

d)

e)

g)

h)

i)

k)

A

B

q

A
B

q

VB

b)

VBL
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Bieát EJ = const. 
                 Giaûi                    
Giaûi.  
 + Daàm ñaõ cho coù 4 phaûn löïc caàn tìm (ba ôû ngaøm A vaø moät ôû goái töïa B). 
Ta chæ coù 3 phöông trình caân baèng tónh hoïc, neân caàn tìm theâm 1 phöông 
trình phuï veà ñieàu kieän bieán daïng cuûa daàm. 
 + Töôûng töôïng boû goái töïa ôû ñaàu B vaø thay vaøo ñoù moät phaûn löïc VB 
(H.8.12b), ta ñöôïc moät heä môùi. Heä naøy chæ coù theå laøm vieäc gioáng nhö heä 
treân khi VB phaûi coù trò soá vaø chieàu theá naøo ñeå ñoä voõng taïi B, do taûi troïng q 
vaø VB sinh ra, phaûi baèng khoâng  
       ⇔    Ñieàu kieän bieán daïng ( chuyeån vò):    yB (q, VB ) = 0 
 + Ta tính ñoä voõng taïi B baèng phöông phaùp taûi troïng giaû taïo (hay moät 
phöông phaùp khaùc). 
 Bieåu ñoà moâmen uoán cuûa daàm ôû H.8.16b do taûi troïng q vaø phaûn löïc VB 
gaây ra veõ nhö H.8.16c,d, DGT vaø qgt nhö  H.8.16 e, g. Ta coù: 
 Ñoä voõng yB cuûa heä 8.16b chính laø Moâmen giaû taïo taïi B cuûa DGT  

   yB  = M B
gt  = 

3
1 L

EJ
qL
2

2

4
3

× L – 
2
1 L

EJ
LVB

3
2

× L 

 Ñieàu kieän ñoä voõng yB = 0, ⇒  VB  = 
8
3 qL 

 Sau khi tìm ñöôïc VB, deã daøng veõ ñöôïc caùc bieåu ñoà noäi löïc cuûa daàm ñaõ 
cho nhö H.8.16 i, k. 
 
Thí  duï 8.11. Tính phaûn löïc VB 
cuûa daàm sieâu tónh nhö H.8.17a. 
Cho bieát : EJx = haèng 
    Giaûi. 
 Töông töï thí  duï treân, cuõng 
coù ñieàu kieän yB = 0  
 Tính yB baèng phöông phaùp 
dieän tích moâ men 
 Bieåu ñoà Mx/ EJx  do taûi troïng 
P vaø phaûn löïc VB ñöôïc veõ 
H.8.17c 
 AÙp duïng coâng thöùc (8.5), ta 

A

L 

B

P 

x

x

EJ
M

a b 

B
A

P 

VB

xEJ
Pa

 

x

B

EJ
LV

 

a)

b)

c)

H.8.17 
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coù: 
   yA = yB  –  ϕAL + z ABS   

   0 = yB – 0×L + ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

EJ
LVLL

EJ
PaaaL B

2
1

3
2

2
1

3
 

      yA = – 
EJ
LVaL

EJ
Pa B

33
3

2

32

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

 Ñieàu kieän yB = 0 cho ta 

   0 = – 
EJ
LVaL

EJ
Pa B

33
3

2

32

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

suy ra  VB = )3(
2 3

2

aL
L

Pa
−  

BAØI TAÄP CHÖÔNG 8 

8.1. Xaùc ñònh ñöôøng ñaøn hoài daàm baèng phöông phaùp tích phaân khoâng ñònh 

haïn, bieát Mo = 20 kNm 

8.2.  Xaùc ñònh goùc xoay ôû hai ñaàu daàm vaø ñoä voõng taïi giöõa daàm baèng 
phöông phaùp tích phaân khoâng ñònh haïn 

8.3. Daàm maët caét ngang thay ñoåi vaø chòu löïc nhö H.8.21. Tính ñoä voõng taïi 
daàm töï do vaø goùc taïi maët caét ngang giöõa daàm. 

       

 

 

H.8.21 

2 m 6 m

Mo

H.8.19

H.8.20

q

L/2 L/2

L/2 L/2

B

h

A
C EI 2EI
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8.4. Daàm coù ñoä cöùng khoâng ñoåi. Xaùc ñònh: 
 - Ñoä voõng vaø goùc xoay taïi C 
 - Goùc xoay taïi A vaø B 
 - Ñoä voõng taïi maët caét D 

 
8.5. Tìm ñoä voõng taïi maët caét C, goùc xoay beân traùi vaø phaûi khôùp A cuûa daàm 

nhö H.8.23. 
H.8.23  

8.6. Tìm ñoä voõng taïi B, goùc xoay taïi A cuûa daàm nhö H.8.24. 

H.8.24 

8.7. Xaùc ñònh ñoä voõng vaø goùc xoay taïi C 

 

 

 

H.8.25 

8.8. Moät heä thoáng goàm ba coâng xon, Daàm töï do ñöôïc lieân keát vôùi nhau 

a a

A

P

C

q 

a a a

4qa

qa2

C A D B

H.8.22 

a a a

C
BD A

P

A

3 m 1 m

EIB2EI
40 kN

C
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baèng nhöõng gaèng cöùng. Tính öùng suaát cöïc ñaïi ôû moãi daàm khi coù löïc P 
treo ôû daàm 

  

 

 

 

 

 

 

 

8.9. Veõ bieåu ñoà noäi löïc cuûa daàm sieâu tónh nhö H.8.27. Vieát phöông trình 
ñöôøng ñaøn hoài. 

8.10. Xaùc ñònh phaûn löïc cuûa daàm sieâu tónh nhö H.8.28. 

 

8.11. Thanh theùp daøi 1 m, maët caét chöõ nhaät 2036 mm, ngaøm ôû daàm A, chòu 
löïc P = 30 N ñaët ôû giöõa nhòp. Kieåm tra ñoä beàn cuûa daàm.  

 Bieát [σ] = 16 kN/cm2. ÔÛ daàm B coù khe hôû δ = 20 mm, cho E = 2.105 

0,5 m 0,5 m 

A B

P

δ

20 mm

60 mm

L L L
P

H.8.26

  H.8.28 

Hình 7.9

q

L L

H.8.27

Mo

EI = haèng soá

L/2 L/2
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MN/m2 
H.8.29 
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Chöông 9 
XOAÉN THUAÀN TUÙY 

Ι.  KHAÙI NIEÄM 

1- Ñònh nghóa: Thanh chòu xoaén thuaàn tuùy 
khi treân caùc maët caét ngang chæ coù moät thaønh 
phaàn noäi löïc laø moâmen xoaén Mz  (H.9.1). 

 Daáu cuûa Mz : Mz > 0 khi töø ngoaøi maët caét 
nhìn vaøo thaáy Mz quay thuaän kim ñoàng hoà 
 Ngoaïi löïc: Goàm caùc ngaãu löïc, moâmen 
xoaén Mz, naèm trong maët phaúng vuoâng goùc truïc thanh.  
       Thöïc teá: truïc truyeàn ñoäng, thanh chòu löïc khoâng gian, daàm ñôõ oâvaêng... 

2- Bieåu ñoà noäi löïc moâmen xoaén Mz 
 Bieåu ñoà moâmen xoaén ñöôïc veõ baèng caùch xaùc ñònh noäi löïc theo phöông 
phaùp maët caét vaø ñieàu kieän caân baèng tónh hoïc: ∑M/OZ = 0. 
 Thí duï 1: Veõ bieåu ñoà Mz cho truïc truyeàn ñoäng chòu taùc duïng cuûa ba 
ngaãu löïc xoaén ( moâmen xoaén)       (H.9.2.a). 
 
       
 
 
 
 
 
 
 
 
 Giaûi: Thöïc hieän moät maët caét ngang trong ñoaïn AB, xeùt caân baèng phaàn 
traùi (H.9.2.b), deã thaáy raèng ñeå caân baèng ngoaïi löïc laø ngaãu löïc xoaén M1 , treân 
tieát dieän ñang xeùt phaûi coù noäi löïc laø moâmen xoaén Mz : 
      ΣM /z = 0 ⇒ Mz – 10 = 0 ⇒ Mz  = 10kNm 
 Töông töï, caét qua ñoaïn BC, xeùt phaàn traùi (H.9.2.c): 
 ΣM /z = 0 ⇒    Mz + 7 – 10 = 0 ⇒ Mz = 3  
 Moâmen taïi caùc tieát dieän cuûa hai ñoaïn ñaàu thanh baèng khoâng, bieåu ñoà 
noäi löïc veõ ôû H.9.2.d. 

y

z
M z

x 

O 

H. 9.1 

M3=3kNm

- 
+ 

Mz 

10 kNm 
3 kNm 

H.9.2

M1=10kNm M2=7kNm 

A B C
a) 

d) 

M1=10kNm

A
b) 

Mz 

M1=10kNm M2=7kNm 

A B 
c) 

Mz



http://www.ebook.edu.vn

 GV: Leâ ñöùc Thanh 

 
Chöông 9: XOAÉN THUAÀN TUÙY                                                                                             2  

 Thí duï 2: Veõ bieåu ñoà moâmen xoaén Mz   (H.9.3.a) 

 Giaûi: Phaân tích thaønh toång 
cuûa hai tröôøng hôïp taùc duïng 
rieâng leû ( H.9.3b vaø H.9.3c ).  
       Trong moãi tröôøng hôïp, 
ngoaïi löïc laø moät ngaãu löïc gaây 
xoaén, do ñoù noäi löïc trong 
thanh cuõng laø moâmen xoaén. 
Bieåu ñoà noäi löïc cuûa töøng 
thanh veõ ngay treân H.9.3.b,c. 

 Bieåu ñoà Mz cuûa thanh laø toång 
ñaïi soá hai bieåu ñoà treân 
(H.9.3.d). 
 Nhaän xeùt: Daáu cuûa noäi löïc laø döông khi töø ngoaøi nhìn vaøo ñaàu 
thanh thaáy ngoaïi löïc quay thuaän chieàu kim ñoàng hoà vaø ngöôïc laïi.  

 3- Coâng thöùc chuyeån ñoåi coâng suaát ñoäng cô ra ngaãu löïc xoaén 
(moâmen xoaén ngoaïi löïc) treân truïc 
 Khi tính toaùn caùc truïc truyeàn ñoäng, thöôøng ta chæ bieát coâng suaát truyeàn 
cuûa moâtô tính baèng maõ löïc hay kiloâoùat vaø toác ñoä truïc quay baèng voøng/phuùt, 
do ñoù caàn chuyeån ñoåi coâng suaát truyeàn ra ngaãu löïc xoaén taùc duïng leân truïc. 
 Giaû söû coù moät ngaãu löïc xoaén Mo (ñôn vò laø N.m) taùc duïng laøm truïc quay 
moät goùc α (radian) trong thôøi gian t, coâng sinh ra laø: 
   A  =  Mo.α   (i) 
coâng suaát laø:       ω=

α
=

α
== oo

o M
t

M
t

M
t
AW  (ii)  

trong ñoù: ω - laø vaän toác goùc (rad/s), ñôn vò cuûa coâng suaát laø N.m/s. 
 Goïi n laø soá voøng quay cuûa truïc trong moät phuùt (voøng/phuùt), ta coù: 
   

3060
2 nn ππω ==   (iii)   

       töø (ii) vaø (iii) ⇒  
a) Neáu W tính baèng maõ löïc (CV, HP) ;1maõ löïc = 750N.m/s  = 0,736 kW:

   )Nm(7162.750.3030
n

W
n

W
n
WMo ===

ππ
  (9.1)  

b)    Neáu W tính baèng kiloâwat (KW), 1 KW ≈ 1020 N.m/s: 
   )(9740.1020.30

.
30 Nm

n
W

n
W

n
WM o ===

ππ
 (9.2) 

   M1 = 8 kNm 

a)

M1 = 5 kNm

b)

c)

d)

+ Mz = 5

–

+ 
–

Mz = 8 

Mz = 5

M z (kNm) 
Mz = 3

H.9.3 
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ΙΙ.  XOAÉN THUAÀN TUYÙ THANH THAÚNG TIEÁT DIEÄN TROØN 

 

 

 

 

 

 

 

1- Thí nghieäm - Nhaän xeùt 
           Laáy moät thanh thaúng tieát dieän troøn, treân maët ngoaøi coù vaïch nhöõng 
ñöôøng song song vaø nhöõng ñöôøng troøn thaúng goùc vôùi truïc, taïo thaønh löôùi      
oâ vuoâng (H.9.4.a). Taùc duïng leân hai ñaàu thanh hai ngaãu löïc xoaén Mz ngöôïc 
chieàu, ta thaáy truïc thanh vaãn thaúng, chieàu daøi thanh khoâng ñoåi, nhöõng 
ñöôøng troøn thaúng goùc vôùi truïc vaãn troøn vaø thaúng goùc vôùi truïc, nhöõng ñöôøng 
song song vôùi truïc thaønh nhöõng ñöôøng xoaén oác, löôùi oâ vuoâng thaønh löôùi bình 
haønh (H.9.4.b). 

2- Caùc giaû thieát 
 a) Maët caét ngang vaãn phaúng, thaúng goùc vôùi truïc thanh vaø khoaûng caùch 
khoâng ñoåi trong quaù trình bieán daïng, 
 b) Caùc baùn kính vaãn thaúng vaø  khoâng ñoåi trong quaù trình bieán daïng,. 
 c) caùc thôù doïc khoâng eùp vaø ñaåy laån nhau trong quaù trình bieán daïng. 
 

3- Coâng thöùc öùng suaát tieáp 
 Ta tính öùng suaát taïi moät ñieåm baát kyø treân maët 
caét ngang coù baùn kính ρ (H.9.1). 
       Coù theå nhaän thaáy, theo thí nghieäm treân, bieán 
daïng cuûa thanh chòu xoaén thuaàn tuùy chæ laø söï xoay 
töông ñoái giöõa caùc maët caét ngang quanh truïc. 
 Ñeå xeùt bieán daïng xoaén cuûa moät phaân toá taïi moät ñieåm baát kyø baùn kính 
trong thanh, ta taùch phaân toá baèng ba caëp maët caét nhö sau: 
 
 

H. 9.1

z
Mz

O
ρz

dz
a) b)

Mz

            
H. 9.4   

Mz
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 - Hai maët caét (1-1) vaø (2-2) thaúng goùc vôùi truïc caùch nhau ñoaïn dz 
(H.9.5.a). 

- Hai maët caét chöùa truïc hôïp vôùi nhau moät goùc dα  beù(H.9.5.b). 
- Hai maët caét hình truï ñoàng truïc z (truïc thanh) baùn kính ρ vaø ρ + dρ 
(H.9.5.a). 
 Theo caùc giaû thieát, trong quaù trình bieán daïng, so vôùi caùc ñieåm E, F, G, 
H thuoäc maët caét (1-1), caùc ñieåm A, B, C, D cuûa phaân toá treân maët caét (2-2) di 
chuyeån ñeán A’, B’, C’, D’ phaûi naèm treân cung troøn baùn kính ρ vaø ρ + dρ, 
ñoàng thôøi OA’B’ vaø OC’D’ phaûi thaúng haøng. 

 Goïi dϕ laø goùc giöõa hai ñöôøng thaúng OAB vaø OA’B’, ñoù laø goùc xoay cuûa 
maët caét (2-2) so vôùi maët caét (1-1) quanh truïc z, dϕ cuõng chính laø goùc xoaén 
töông ñoái giöõa hai tieát dieän laân caän caùch nhau dz. 
 Ñoái vôùi phaân toá ñang xeùt, goùc A’EA bieåu dieãn söï thay ñoåi goùc vuoâng 
cuûa maët beân phaân toá goïi laø bieán daïng tröôït (goùc tröôït) γ cuûa phaân toá. 
 Töø (H.9.5.b), ta  coù: 

   tanγ  ≈  γ = 
dz
dϕρ=

′
EA
AA  (a)  

  
 

b)

z O

B’

’’A’
ρ

C’D

’’’
dρ

 

dz

dα 

dϕ

A
B

C

D

E

F

G

H

ρ z

dρ 

2 

a) 
1 

2 1 

dα 

 Mz  Mz 

 dz

τρ 

    H. 9.5 Bieán daïng cuûa phaân toá chòu xoaén

      H. 9.6 
 Phaân toá tröôït thuaàn tuùy

τρ

γ
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     Theo giaû thieát a) khoâng coù bieán daïng daøi theo phöông doïc truïc, theo 
giaû thieát c) caùc thôù doïc khoâng taùc duïng vôùi nhau neân khoâng coù öùng suaát 
phaùp taùc duïng leân caùc maët cuûa phaân toá.  
           Theo giaû thieát a) caùc goùc vuoâng cuûa maët CDHG vaø maët BAEF khoâng 
thay ñoåi neân khoâng coù öùng suaát tieáp höôùng taâm treân maët A, B, C, D. Do giaû 
thieát b), moïi baùn kính vaãn thaúng neân khoâng coù öùng suaát tieáp höôùng taâm treân 
maët A, B, E, F. 
 Nhö vaäy, treân maët caét ngang cuûa thanh chòu xoaén thuaàn tuùy chæ toàn taïi 
öùng suaát tieáp theo phöông vuoâng goùc baùn kính, goïi laø τρ vaø phaân toá ñang xeùt 
ôû traïng thaùi tröôït thuaàn tuùy (H.9.6). 
 AÙp duïng ñònh luaät Hooke veà tröôït cho phaân toá naøy, ta coù: 
         τρ  = G γ                          b) 
 (a) vaøo (b) ⇒  
         

dz
dGp
ϕρτ =                         (c)     

 Goïi dF laø moät dieän tích voâ cuøng beù bao quanh ñieåm ñang xeùt, thì τρ.dF 
laø löïc tieáp tuyeán taùc duïng treân dieän tích ñoù vaø  τρ.dF.ρ laø moâmen cuûa löïc  
τρ dF ñoái vôùi taâm O. Toång caùc moâmen naøy phaûi baèng Mz,  neân ta coù theå vieát:  
   ∫=

F
pz dFM ρτ       (d) 

 (c) vaøo (d) ⇒   ∫=
F

z dF
dz
dGM ρϕρ  (e) 

 Vì G.dϕ/dz laø haèng soá ñoái vôùi moïi ñieåm thuoäc maët caét F, neân ta coù theå 
ñöa ra ngoaøi daáu tích phaân, khi ñoù tích phaân ∫

F

dF..2ρ  chính laø moâmen quaùn 

tính cöïc Jp  cuûa maët caét ngang ñoái vôùi taâm O, ta ñöôïc: 

   p
F

z J
dz
dGdF

dz
dGM ϕρϕ

== ∫ 2  (f) 

töø (f) ta coù:          
ρ

ϕ
GJ
M

dz
d z=    (g) 

 Coù theå thaáy raèng, dϕ/dz chính laø goùc xoaén treân moät ñôn vò chieàu daøi  
( coøn goïi laø goùc xoaén tæ ñoái ) (rad/m). Ñaët 

dz
dϕ

=θ , ta coù: 

    
ρ

θ
GJ
M z=    (9-3)  

thay (g) vaøo (c) ta ñöôïc coâng thöùc tính öùng suaát tieáp: 
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          ρτ
ρ

ρ J
M z=    (9.4) 

 ÖÙng suaát tieáp thay ñoåi theo quy luaät baäc nhaát, baèng khoâng taïi taâm O vaø 
cöïc ñaïi taïi nhöõng ñieåm treân chu vi.  
 Bieåu ñoà phaân boá öùng suaát tieáp taïi moïi ñieåm treân maët caét ngang theå hieän 
treân H.9.7.a. Treân H.9.7.b, theå hieän öùng suaát tieáp ñoái öùng treân caùc maët caét 
chöùa truïc. 
 

 

O 

a) 

ρ

τmax

τρ 

Mz 

O 

b) 
H.9.7. Phaân boá öùng suaát tieáp treân maët caét 
           Vaø öùng suaát tieáp ñoái öùng

Mz 

τmax 

 
  
  ÖÙùng suaát tieáp cöïc ñaïi ôû caùc ñieåm treân chu vi (ρ = baùn kính R)   

   R
J
M z

ρ

τ =max     

ñaët:    
R
J

W ρ
ρ =   ; Wp  goïi laø moâmen choáng xoaén cuûa maët caét ngang 

⇒    
ρ

τ
W
M z=max                                                          (9.5)  

* Vôùi tieát dieän troøn ñaëc vaø D laø ñöôøng kính tieát dieän:  

  3
33

2,0
162

DDR
R
J

W ≈===
ππρ

ρ                                             (9.6)  

* Vôùi tieát dieän troøn roãng: 

  )1(2,0)1(
16

1
32

)1( 434
344

ηηπηπρ
ρ −≈−=

−
== DD

R
D

R
J

W                 (9.7)  

trong ñoù: η laø tyû soá giöõa ñöôøng kính trong vaø ñöôøng kính ngoaøi (η = d/D). 
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       4- Coâng thöùc tính bieán daïng khi xoaén  

    Goùc xoaén töông ñoái giöõa hai maët caét caùch nhau dz laø dz
GJ
Md z

ρ

ϕ =        (g) 

⇒ Goùc xoaén töông ñoái giöõa hai maët caét caùch nhau moät ñoaïn daøi L  laø: 

           ∫ ∫==
L

o

L

o

z dz
GJ
Md

ρ

ϕϕ                                                  (9.8) 

        *    Khi ñoaïn thanh coù Mz/GJp laø haèng soá ⇒ 
p

z

GJ
LM

=ϕ                     (9.9) 

 *    Khi thanh goàm nhieàu ñoaïn, moãi ñoaïn coù Mz/GJp laø haèng soá: 

                        ∑=
i

i
z

GJ
LM )(
ρ

ϕ                                                           (9.10) 

 Goùc xoaén ϕ ñöôïc quy öôùc döông theo chieàu döông cuûa Mz . 

 

5- Tính toaùn thanh troøn chòu xoaén thuaån tuyù: 

 Ñieàu kieän beàn:   
 + [ ]ττ ≤max  =

n
oτ                                           (9.11) 

vôùi: τo - laø öùng suaát tieáp nguy hieåm cuûa vaät lieäu, xaùc ñònh töø thí nghieäm 
      n - laø heä soá an toaøn. 
 +  Theo thuyeát beàn öùng suaát tieáp ( chöông 5 ):  
       

2
][

max
στ ≤    (9.12) 

 +   Theo thuyeát beàn theá naêng bieán ñoåi hình daïng ( chöông 5 ): 
        

3
][

max
στ ≤    (9.13) 

 Ñieàu kieän cöùng: 
                            θ max  ≤  [θ ] (9.14) 
 [θ ] : Goùc xoaén tyû ñoái cho pheùp, ñöôïc cho töø caùc soå tay kyõ thuaät, ñôn vò 
cuûa [θ ] laø (radian/ ñôn vò chieàu daøi ) 
 Ba baøi toaùn cô baûn:  
 - Kieåm tra beàn, cöùng (baøi toaùn kieåm tra) 
 - Xaùc ñònh taûi troïng cho pheùp  
 - Xaùc ñònh ñöôøng kính (baøi toaùn thieát keá). 
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6- Theá naêng bieán daïng ñaøn hoài 
  Theá naêng rieâng tích luõy trong moät ñôn vò theå tích laø: 
        )](2[

2
1

133221
2
3

2
2

2
1 σσσσσσμσσσ ++−++=

E
u  

Thanh chòu xoaén thuaàn tuyù, TTÖS tröôït thuaàn tuyù vôùi öùng suaát tieáp τ , neân 
 σ1 = ⎢τ  ⎢; σ2 = 0 vaø σ3 = – ⎢τ  ⎢, ta ñöôïc: 
         21

ρτμ
E

u +
=    (a) 

vôùi: E = 2 G/(1 + μ), thay vaøo (a), ta ñöôïc: 

         
G

u
2

2
1 ρτ

=    (b) 

 Theá naêng tích luõy trong moät ñoaïn dz laø: 
       ∫∫ ==

FV

udFdzudVdU   (c) 

thay (b) vaøo (c), ta ñöôïc:  

      ∫∫∫ ===
Fp

z

p

z

FF

p dFdz
J
M

GG
dzdF

J
M

G
dU 2

2

2
2

2

22

2
1.

2
1

2
1 ρρ

τ   

hay:      dz
GJ
MdU

p

z
2

2
1

=   (d) 

 Vaäy theá naêng treân ñoaïn thanh coù chieàu daøi L laø: 

       ∫=
L

o p

z dz
GJ
MU

2

2
1                                                              (9.15) 

       + Khi ñoaïn thanh coù Mz/GJp laø haèng soá ⇒  
p

z

GJ
LMU

2

2
1

=             (9.16) 

 + Khi thanh goàm nhieàu ñoaïn, moãi ñoaïn coù Mz/GJp laø haèng soá 

          ∑=
i

i
p

z

GJ
LMU )(

2
1 2

          (9.17) 
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         7- Daïng phaù hoûng cuûa caùc vaät lieäu 

 

τmax

τ 

σ σ 1 
τ P  

σ3

σ3

b)a)

τ

τ

σ3

σ3

σ 1
σ1

σ1

H. 9.8  Traïng thaùi öùng suaát taïi moät ñieåm 
treân maët ngoaøi cuûa thanh chòu xoaén  

 Nghieân cöùu traïng thaùi öùng suaát cuûa truïc troøn chòu xoaén, ta thaáy taïi moät 
ñieåm treân maët ngoaøi, phaân toá ôû traïng thaùi tröôït thuaàn tuùy chòu öùng suaát tieáp 
cöïc ñaïi τmax (H.9.a), ôû traïng thaùi naøy, theo hai phöông nghieâng 45o so vôùi 
truïc coù öùng suaát keùo chính vaø öùng suaát neùn chính σ1  = –σ3 =⎪τ⎪ (H.9.8.b). 

  

Maët khaùc, qua thí 
nghieäm, ta cuõng bieát 
raèng vaät lieäu deûo (nhö 
theùp) chòu keùo, chòu neùn toát nhö nhau, coøn chòu caét thì keùm hôn, do ñoù, khi 
moät truïc theùp bò xoaén seõ bò gaõy theo maët caét ngang, do öùng suaát tieáp τmax 

treân maët caét ngang (H.9.9).   

     Vôùi vaät lieäu doøn nhö 
gang, chòu neùn vaø chòu 
caét raát toát, coøn chòu 
keùo raát keùm neân khi xoaén seõ bò gaõy theo maët nghieâng 45o so vôùi truïc do öùng 
suaát keùo chính σ1 (H.9.10). 

         Vôùi vaät lieäu coù caáu taïo thôù nhö goã, chòu caét doïc thôù raát keùm neân khi 
xoaén seõ bò nöùt doïc theo ñöôøng sinh do öùng suaát öùng suaát tieáp ñoái öùng vôùi 
öùng suaát tieáp treân maët caét ngang (H.9.11). 

 

 

 

 

 

H. 9.9 Daïng nöùt gaõy cuûa vaät lieäu deûo 

 

H. 9.10  Daïng nöùt gaõy cuûa vaät lieäu doøn 

H. 9.11  Daïng nöùt gaõy cuûa  goã chòu xoaén

MzMz 
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Thí duï 9.3 Moät ñoäng cô coâng suaát 10kW, truyeàn moät moâmen xoaén leân moät 
truïc troøn ñöôøng kính D  taïi tieát dieän A, vaän toác truïc n = 1400 vg/phuùt. Giaû söû 
hieäu suaát truyeàn laø 100%. Khi ñoù taïi tieát dieän B, C nhaän ñöôïc coâng suaát 
truyeàn 3kW vaø 7kW (H.9.12.a). Ñònh ñöôøng kính D, sau ñoù tính goùc xoaén 
ϕAC . Bieát: [σ] = 16 kN/cm2 ; [θ ] = 0,250/m; a = 50cm;  G = 8.103  kN/cm2. 
               Giaûi. 
 ♦ Goïi ngaãu löïc xoaén taùc duïng taïi A, B, C laàn löôït laø M1, M2, M3. AÙp 
duïng coâng thöùc chuyeån ñoåi, ta ñöôïc: 
   M1  =  9740 x 10 / 1400  =  69,57 N.m = 6957 Ncm 

   M2  =  9740 x 3 / 1400    =  20,87 N.m = 2087 Ncm 

   M3  =  9740 x 7/ 1400    =  48,70 N.m = 4870 Ncm 
 Sô ñoà tính cuûa truïc ôû (H.9.12.b), bieåu ñoà moâmen veõ ôû (H.9.12.c). 
      ♦ Ñònh ñöôøng kính D: 

+ Theo ñieàu kieän beàn [ ]
2

][max
σττ =≤ ][

2,0 3 τ≤=⇒
D

M
W
M z

p

z 3
].[2,0 τ

zMD ≥⇒  

vôùi: [τ] = 
2
][σ = 8 kN/cm2 ;  

Mz =  4870 Ncm 
 ⇒  D ≥ 14,49 cm  (a) 
+ Theo ñieàu kieän cöùng: 

][
1,0.

][ 4max θθθ ≤=⇒≤
DG

M
GJ
M z

p

z   4
].[1,0. θG

MD z≥⇒  

[ ]4
.1,0. θG

MD z≥⇒  

vôùi: [θ ] = 0,250/m       

= cmrad /
10180

25,0
2−×

×π ;  

Mz = 4870 Ncm;  
G = 8.103 kN/cm2 ⇒  D ≥ 11,17cm (b) 
 Ñeå thoûa caû hai yeâu caàu (a), (b), ta choïn D = 15 cm. 
 ♦ Tính goùc xoaén ϕ AC: AÙp duïng coâng thöùc (9.6), ta ñöôïc: 

  rad 006,0
151,0108

504870
43 =

×××
×

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑

ii p

z
AC GJ

LMϕ  

 

 7 KW 3 KW 10 KW

AB C 
a)

D

b)

a a

A B

69,57 Nm 20,87 Nm 48,70 Nm

C 

c)
+ 

Mz 
 
(N.m)

48,70

20,87

H. 9.12 
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Thí duï 9.4  Moät thanh tieát dieän troøn 
ñöôøng kính D hai ñaàu ngaøm chòu 
löïc nhö (H.9.13). Veõ bieåu ñoà Mz  vaø  
ñònh giaù trò Mo  theo ñieàu kieän beàn.  

  Giaûi:  Ngoaïi löïc laø moâmen 
xoaén trong maët phaúng thaúng goùc vôùi truïc thanh thì phaûn löïc phaùt sinh taïi 
caùc lieân keát ngaøm A vaø E phaûi laø caùc moâmen xoaén MA, ME  trong caùc maët 
phaúng thaúng goùc vôùi truïc thanh. Giaû söû MA, ME  coù chieàu nhö treân H.9.13.  

       Ñeå xaùc ñònh moâmen phaûn löïc, vieát phöông 
trình caân baèng  ΣM/z = 0, ta coù: 
  MA - Mo +2Mo + Mo - ME =0                (a) 
      Phöông trình (a) khoâng ñuû ñeå ñònh ñöôïc phaûn 
löïc  MA, ME  : Baøøi toaùn sieâu tónh.   
 Caàn  boå sung moät (hay nhieàu) phöông trình  
thieát laäp töø ñieàu kieän bieán daïng cuûa baøi toaùn 
(phöông trình ñieàu kieän bieán daïng). 
 Thöôøng caùch giaûi nhö sau: 
 +Töôûng töôïng boû ngaøm E, thay baèng phaûn löïc 
töông öùng ME  (H.9.15.a). 
 +Vieát phöông trình ñieàu kieän bieán daïng: ϕE  = 0     
(Taïi E lieân keát ngaøm ⇒ do ñoù goùc xoay ϕE  = 0 )     

 +Tính ϕE  : AÙp duïng nguyeân lyù coäng taùc duïng, bieåu ñoà moâmen xoaén do 
töøng tröôøng hôïp taûi gaây ra ñöôïc veõ ôû H.9.15.b. Tính ϕE theo (9.10) nhö sau: 

       
22

32
2

5
.

3.)( a
GJ
Ma

GJ
Ma

GJ
M

JG
aM

GJ
LM

p

o

p

o

p

o

p

E

i p

z
EAE −++−=== ∑ϕϕ  

  + Cho ϕE  = 0, ta  ñöôïc : oE MM
3
5

=  

       Keát quaû döông, ME  ñuùng chieàu choïn. 
 + Xaùc ñònh ñöôïc ME , ta veõ ñöôïc bieåu ñoà moâmen xoaén Mz nhö H.9.15.c. 
 Töø bieåu ñoà noäi löïc  Mz, ta thaáy: Mz,max= (5/3)Mo. 
 Töø ñieàu kieän beàn, ta coù: ][

D.2,0
M][ 3

maxz
max τ≤⇒τ≤τ  

     ⇒     
5

D.2,0.3][M][
D.2,0.3

M5 3

o3
o τ≤⇒τ≤  

 

ME

 Mo Mo

Mo

Mz

Mo

2Mo

2Mo

(4/3)M

(2/3)M
(5/3)M

CB D E

aa/2 a/2a

ME

A

A

A

A

Hình 9.15

a)

b)

c)

 

M E 

M o M o 

M o 

M z 

M o 

2 M o 

2 M o 

(4/3) M0 

(2/3) M0 
(5/3) M0 

C B D E 
a a /2 a /2 a 

M E 

A 

A 

A 

A 

H. 9.15 

a) 

b) 

c) 

 M o 2Mo

C A B E D

a a/2 a /2a

M EMA

H. 9.13 

Mo

D 
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ΙΙΙ. XOAÉN THANH THAÚNG TIEÁT DIEÄN CHÖÕ NHAÄT 

 Thí nghieäm xoaén thanh tieát dieän chöõ nhaät, bieán 
daïng cuûa thanh nhö (H.9.16). 
 Lyù thuyeát ñaøn hoài cho  caùc keát quaû nhö sau: 
♦ÖÙng suaát: Treân maët caét ngang chæ coù öùng suaát tieáp. 
+ Taïi taâm vaø caùc goùc, öùng suaát tieáp baèng khoâng.   
+ Taïi  ñieåm giöõa caïnh daøi, öùng suaát tieáp ñaït giaù trò lôùn 

nhaát :              2max hb
M z

α
τ =             (9.18) 

+ Taïi ñieåm giöõa caïnh ngaén, öùng suaát τ1 
beù hôn:  max1 γττ =     (9.19) 
+Phaân boá öùng suaát tieáp taïi caùc ñieåm treân 
caùc truïc ñoái xöùng, caùc caïnh tieát dieän vaø 
caùc ñöôøng cheùo ñöôïc bieåu dieãn ôû H.9.17. 

♦ Goùc xoaén töông ñoái:  
         3hb

Mz

β
=θ                (9.20)     

trong ñoù: α, γ, β  laø caùc heä soá phuï thuoäc 
tyû soá (caïnh daøi h /caïnh ngaén b) ñöôïc cho trong baûng 1. 
 

Baûng 9.1  Giaù trò α, γ, β 

b
h  1 1,5 1,75 2 2,5 3 4 6 8 10 ∞ 

α 0,203 0,231 0,239 0,246 0,258 0,267 0,282 0,299 0,307 0,313 0,333 

β 0,141 0,196 0,214 0,229 0,249 0,263 0,281 0,299 0,307 0,313 0,333 

γ 1,000 0,859 0,820 0,795 0,766 0,753 0,745 0,743 0,742 0,742 0,742 

 

 

 

 

a
) 

b)

H. 9.16   Söï veânh cuûa tieát
       dieän chöõ nhaät khi xoaén

b

h

Mz 
τmax

τ1

H. 9.17 Phaân boá öùng suaát tieáp 

               treân tieát dieän chöõ nhaät

τ1

τmax

τ1 

z
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ΙV. TÍNH LOØ XO HÌNH TRUÏ BÖÔÙC NGAÉN CHÒU LÖÏC DOÏC TRUÏC 

 Loø xo laø moät boä phaän ñöôïc duøng roäng raõi trong kyõ thuaät, ñöôïc laép ñaët taïi 
nhöõng choã caàn giaûm chaán do taûi troïng ñoäng nhö ñeá moùng thang maùy, heä 
thoáng nhuùn trong oâtoâ, ñeá moâ tô coâng suaát lôùn... 
 Loø xo hình truï ñöôïc caáu taïo baèng caùch quaán moät sôïi daây theùp tieát dieän 
vuoâng, chöõ nhaät hoaëc troøn quanh moät loõi hình truï, ta chæ tính loø xo chòu löïc 
theo phöông truïc cuûa hình truï naøy; truïc cuûa hình truï cuõng laø truïc cuûa loø xo, 
ngoaøi ra chæ xeùt loø xo coù caùc voøng gaàn nhau goïi laø loø xo hình truï böôùc ngaén 
(H.9.18.a). 
  1- Caùc ñaëc tröng cuûa loø xo: 
+ d: Ñöôøng kính daây loø xo. 
+ D: Ñöôøng kính trung bình loø xo. 
+ n: Soá voøng laøm vieäc cuûa loø xo. 
+ G: Moâ ñun ñaøn hoài tröôït cuûa vaät 
lieäu laøm loø xo.  
2- ÖÙng suaát trong daây loø xo: 
Duøng moät maët caét chöùa truïc cuûa 
loõi hình truï caét qua moät sôïi daây loø 
xo, taùch loø xo laøm hai phaàn, xeùt 
ñieàu kieän caân baèng cuûa moät phaàn 
loø xo nhö treân H.9.18.b, ta ñöôïc:  

  
2

.0/

0

DPMoM

PQY

z

y

=⇒=Σ

=⇒=Σ
   

 Treân maët caét ñang xeùt ( xem 
nhö maët caét ngang cuûa daây loø xo) coù 
löïc caét Qy vaø moâmen xoaén Mz, chuùng 
ñeàu gaây öùng suaát tieáp:   
  τ = τM  + τQ 
 Taïi moät ñieåm baát kyø treân maët 
caét ngang, caùc thaønh phaàn öùng suaát 
ñöôïc bieåu dieãn nhö (H.9.19). Boû qua 
ñoä nghieâng cuûa daây loø xo, coi tieát 
dieän ñang xeùt laø troøn, coù theå thaáy 

 

d

P 

P 

P 

Mz

P = Qy

a) b) 

h

D 

D  

H. 9.18. a) Caùc ñaëc tröng cuûa loø xo 
       b) Noäi löïc treân tieát dieän daây loø xo 

Qy = P 

dF 

A o 

τΘ

τΘ1

τμαξ τM 

τM Mz

o 

D/2 P

d/2 

a)

b)

H. 9.19 Noäi löïc vaø öùng suaát treân 
              maët caét daây loø xo 

A
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raèng, taïi meùp trong cuûa maët caét daây loø xo, ñieåm A treân H.9.19, öùng suaát tieáp 
ñaït giaù trò cöïc ñaïi, duø löïc P laø taùc duïng keùo hay neùn loø xo.  
 Moät caùch gaàn ñuùng, öùng suaát tieáp taïi ñieåm nguy hieåm coù theå tính nhö 
sau: 

 

16

2

4

32max d

DP

d
P

W
M

F
Q

p

zy
MQ ππ

τττ +=+=+=   

 33max
81

2
8

d
PD

D
d

d
PD

ππ
τ ≈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=                                        (9.21) 

         Thöïc chaát τQ khoâng phaân boá ñeàu, coøn coâng thöùc tính τM  nhö treân 
khoâng chính xaùc vì tieát dieän khoâng troøn do ñoä nghieâng cuûa daây loø xo cuõng 
nhö sôïi daây loø xo khoâng laø thanh thaúng, cho neân trong tính toaùn thöïc haønh, 
keå ñeán keát quaû do thöïc nghieäm, ta coù theå laáy: 

 33max .
8

16
.
2

d
PDk

d

DP
k

ππ
τ ==        vôùi   

1

25,0

−

+
=

d
D

d
D

k  (9.22)    

 2- Bieán daïng cuûa loø xo: Tính ñoä co, daõn  λ cuûa loø xo khi chòu löïc doïc 
truïc. 
       Duøng nguyeân lyù baûo toaøn naêng löôïng, boû qua caùc maát maùt naêng löôïng, 
coâng ngoaïi löïc T hoaøn toaøn bieán thaønh theá naêng bieán daïng ñaøn hoài U. 
Ta coù:  
+ Coâng cuûa ngoaïi löïc P  treân ñoä co, daõn λ cuûa loø xo laø: λPT

2
1

=     (a) 

+ Theá naêng bieán daïng ñaøn hoài tích luõy trong loø xo (boû qua theá naêng  do Qy): 

         ∑=
p

z

GJ
LMU

2

2
1  

   4

32

4

22 8
2
1

32/42
1

Gd
nDP

dG
DnDPU ==

π
π  (b) 

veà giaù trò,   T = U, ⇒ 
C
P

Gd
nPD

== 4

38λ  (9.24) 

vôùi:        
nD

GdC 3

4

8
=     (9.25) 

trong ñoù: C - laø ñoä cöùng cuûa loø xo 
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Thí duï 9.5  Hai loø xo coù ñoä cöùng C1 = 8 kN/cm vaø C2 = 5 kN/cm cuøng chieàu 
cao H, ñöôïc gheùp ñoàng truïc , cuøng chòu löïc P = 50 kN (H.9.20.a). Tính löïc 
taùc duïng treân töøng loø xo, tính chuyeån vò cuûa ñieåm ñaët löïc. 

 

H. 9.20    a) Hai loø xo gheùp ñoàng truïc  
                b) Noäi löïc trong loø xo 

P 

C1

C2

11 

a)

P 

R1

R2

b)

1 1 

 

           Giaûi. 

 Caét 2 loø xo baèng maët caét (1-1), xeùt caân baèng phaàn treân, goïi noäi löïc cuûa 
loø xo  laø R1 , R2, (H.9.20.b),  

       ∑Y = 0 ⇒  R1 + R2  = P                               (a)     

Moät phöông trình chöùa hai aån soá, ta gaëp baøi toaùn sieâu tónh.  
 Ñieàu kieän bieán daïng: ñoä co ngaén cuûa loø xo 1 phaûi baèng loø xo 2: 
                  λ1  =  λ2  (b) 
    2

2

1
1

2

1

1

1 R
C
CR

C
R

C
R

=⇒=  (c) 

(c) vaø (a) ⇒ 

   

P
CC

CR

P
CC

C

C
C

PR

21

1
1

21

2

2

1
2

1

+
=

+
=

+
=

 (d) 

thay giaù trò P, C1, C2 vaøo (d): R1 = 30,77 kN;  R2 = 19,23 kN 
 Chuyeån vò cuûa ñieåm ñaët löïc chính laø ñoä co cuûa loø xo 1 hoaëc loø xo 2 
  λ1 = λ2 = λ = R1 / C1 =30,77/8 = 3,85cm.    
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Thí duï 9.6  Moät thanh coù EJ raát lôùn ñöôïc xem laø baèng ∞, ñöôïc ñaët treân ba loø 
xo coù ñoä cöùng laàn löôït laø C1 = 5 kN/cm, C3 = C2 = 10 kN/cm chòu taùc duïng 
cuûa löïc P = 50 kN nhö treân H.9.21.a. Tìm löïc taùc duïng treân caùc loø xo, tính 
goùc nghieâng cuûa thanh ABC. Cho a = 50cm.  

 
                Giaûi.  
       Goïi phaûn löïc cuûa caùc loø xo laàn löôït laø R1, R2, R3  (H.9.21.b). 
 Ñieàu kieän caân baèng: 
  ∑ Y = 0       ⇒ R1 + R2 + R3  = P (a) 
  ∑ M/A = 0  ⇒  -R2.a- R3.3a + P.2a = 0 
hay:           R2 + 3R3   = 2P (b) 
 Ñieàu kieän bieán daïng: giaû söû, döôùi taùc duïng cuûa ngoaïi löïc, thanh ABC 
coù vò trí môùi nhö ôû (H.9.22): 
 
 
 
 
 
 Ta coù:  λ2 = 

3
2 λ1 + 

3
1 λ3            

3

3

1

1

2

2
3
1

3
2

C
R

C
R

C
R

+=⇒  (c) 

 Giaûi heä (a), (b), (c), ta ñöôïc phaûn löïc cuûa caùc loø xo, cuõng chính laø löïc 
taùc duïng leân caùc loø xo:                 R1 = 

9
P ;  R2 = P

3
1 ;  R3 = P

9
5  

 Töø ñoù, ta tính ñöôïc bieán daïng cuûa caùc loø xo: 
   λ1 = 1,11cm;  λ2 = 1,67cm;  λ3 = 2,78cm 
 Goùc nghieâng cuûa thanh ABC laø: 
   tanα ≈ α = (λ3 – λ1)/3a = 0,0111 rad 

 
 

λ2

λ3
λ1 

α 

H. 9.22  Sô ñoà chuyeån vò cuûa thanh ABC vaø bieán daïng cuûa caùc loø xo

 P 

a a

C BA

a

R 3 R1 R2

b)

P

C 1 C 2 C2

aa a 
a) 

H. 9.21 a) Thanh ABC tuyeät ñoái cöùng ñaët treân ba loø xo 

              b) Ngoaïi löïc vaø caùc phaûn löïc cuûa caùc loø xo 
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BAØI TAÄP CHÖÔNG 9 
9.1 Veõ bieåu ñoà moâmen xoaén, tính öùng 
suaát tieáp lôùn nhaát vaø goùc xoaén taïi ñaàu töï 
do cuûa thanh tieát dieän troøn coù khoan loã 
doïc truïc nhö H.9.1. Cho:  
 Mo = 360 Nm; a=50 cm; 
 G = 8.106 N/cm2, d = 3 cm. 
9.2 Veõ bieåu ñoà noäi löïc, kieåm 
tra ñoä beàn vaø ñoä cöùng cuûa truïc 
troøn(H.9.2).Bieát: a =40 cm 
 [τ]=3000N/cm2; [θ] = 0,5o/m; 
G=8.106 N/cm2; Mo = 1 kNm;      
    Tính goùc xoaén taïi B vaø C. 
9.3Veõ bieåu ñoà moâmen xoaén vaø 
tính öùng suaát tieáp lôùn nhaát treân caùc 
maët caét ngang nguy hieåm cuûa truïc 
troøn nhö treân H.9.3. 
 Cho: G = haèng soá. 
9.3 Moät truïc chòu xoaén nhö H.9.4. 
Xaùc ñònh öùng suaát tieáp τmax cuûa truïc AB, 
goùc xoaén ϕAB , noäi löïc trong hai thanh CD 
vaø CE.Cho: E=2.107N/cm2, G = 8.106 
N/cm2; 
 M = 2kNm; a =2cm; F=4 m2; d=6 cm. 
Xem puli taïi C laø tuyeät ñoái cöùng. 
9.5 Moät truïc truyeàn ñoäng tieát dieän troøn, 
ñöôøng kính d. Taïi puli A, truïc nhaän ñöôïc 
coâng suaát truyeàn 15 kW. Giaû söû hieäu 
suaát truyeàn laø 1, khi ñoù taïi caùc puli B, Cø, 
H truïc truyeàn ñi caùc coâng suaát laàn löôït laø 
4kW, 8kW vaø 3kW (H.9.5). Tính d theo 
ñieàu kieän beàn vaø ñieàu kieän cöùng.  
Cho:[τ]=2kN/cm2;[θ]=0,40/m; 
G=8.103kN/cm2; toác ñoä moâtô n = 150 vg/ph. 
 

   4M0   M 0  2M0

a

d

H. 9.1 

aa/2

2d

H. 9.2 

A

4M0 2M 0 M0

a

10
c
m

8c
m 

C

B a a a

H. 9.3 

A

3M

a

d 

B

M

2d

a a a

H. 9.4 

a
F4a 

d

D =
80

A
B

a

a F 

C 

D

E 

C

A 
B C H

H. 9.5 
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9.6  Treân maët ngoaøi cuûa moät truïc troøn chòu xoaén 
thuaàn tuùy, ngöôøi ta duøng taám ñieän trôû vaø ño ñöôïc 
bieán daïng daøi töông ñoái theo phöông 45o so vôùi 
truïc laø ε = 30.10-5 (H. 9.6) 

 Tính moâmen xoaén taùc duïng leân truïc. 
 Cho: E = 2.104 kN/cm2; μ = 0,3. 

9.7  Ngöôøi ta noái hai truïc cuøng ñöôøng kính  D 
= 8 cm baèng maët bích vaø boán bu loâng φ 20 boá 
trí ñoái xöùng treân ñöôøng troøn ñöôøng kính 20cm 
(H.9.7). Tính moâmen xoaén lôùn nhaát coù theå taùc 
duïng leân truïc theo ñieàu kieän beàn cuûa truïc vaø 
bu loâng. Cho: [τ]tr = 4 kN/cm2; [τ]bl = 2 kN/cm2. 
 9.8  Hai truïc troøn baèng theùp vaø ñura ñöôïc 
noái vôùi nhau baèng maët bích vaø bu loâng chòu 
moät moâmen xoaén M nhö (H.9.8). Tính 
moâmen xoaén noäi löïc taùc duïng leân hai truïc. 
Cho: Gth = 2Gñura; Dñura = 1,5Dth . 
9.9  Heä chòu löïc nhö ôû H.9.9.a,b 
Tính öùng suaát trong loø xo 1 vaø 2.Tính chuyeån vò ñöùng taïi C, xem thanh ABC 
laø tuyeät ñoái cöùng. Bieát : D1 =6cm; d1=1cm;n1=10; D2=5cm; d2=0,8cm; n2= 8 
P=1kN ; G1=G2 =8.103kN/cm2 

9.10 Moät thanh tuyeät ñoái cöùng AB ñöôïc ñaët 
treân ba loø xo coù cuøng soá voøng   vaø chòu moät löïc 
P ñaët ôû ñaàu B nhö treân H.9.10. Tính löïc taùc 
duïng leân caùc loø xo. Tính chuyeån vò ñöùng taïi B. 
Cho:  
 C3 = 2C2 = 2C1 = 2kN/cm; P =  kN;  a = 1m. 

Vò trí bu loâng

H. 9.7 

H. 9.10 

a a a

A B

P

C1 C2 C3

H. 9.8 

M

2a a

DduDth 

theùp ñura

P

1 2a

BA

H. 9.9

1

A

a

C

P
B C 

2

a) b)

2a a

45o

H. 9.6 



http://www.ebook.edu.vn

 GV: Leâ ñöùc Thanh 

Chöông 10: Thanh chòu löïc phöùc taïp  1  

Chöông 10 
THANH CHÒU LÖÏC PHÖÙC TAÏP 

 
10.1  KHAÙI NIEÄM 
 ♦ Ñònh nghóa 
 Thanh chòu löïc phöùc taïp khi treân caùc maët 
caét ngang coù taùc duïng ñoàng thôøi cuûa nhieàu 
thaønh phaàn noäi löïc nhö löïc doïc Nz, moâmen uoán 
Mx, My, moâmen xoaén Mz (H.10.1). 
 Khi moät thanh chòu löïc phöùc taïp, aûnh 
höôûng cuûa löïc caét ñeán söï chòu löïc cuûa thanh 
raát nhoû so vôùi caùc thaønh phaàn noäi löïc khaùc neân 
trong tính toaùn khoâng xeùt ñeán löïc caét. 
 2- Caùch tính toaùn thanh chòu löïc phöùc taïp  
 Aùp duïng Nguyeân lyù coäng taùc duïng 
 Nguyeân lyù coäng taùc duïng: Moät ñaïi löôïng do nhieàu nguyeân nhaân ñoàng 
thôøi gaây ra seõ baèng toång ñaïi löôïng ñoù do taùc ñoäng cuûa caùc nguyeân nhaân 
rieâng leõ ( Chöông 1) 

10.2  THANH CHÒU UOÁN XIEÂN 
1- Ñònh nghóa – Noäi löïc 

 Thanh chòu uoán xieân khi treân moïi maët caét 
ngang chæ coù hai thaønh phaàn noäi löïc laø moâmen 
uoán Mx vaø moâmen uoán My taùc duïng trong caùc 
maët phaúng yoz vaø xoz (H.10.2). 
 Daáu cuûa Mx , My : 
Mx > 0 khi caêng thôù y > 0  
My > 0 khi caêng thôù x > 0  
 Theo Cô hoïc lyù thuyeát, ta coù theå bieåu 
dieãn moâmen Mx vaø My baèng caùc veùc tô 
moâmen Mx vaø My (H.10.3); Hôïp hai moâmen 
naøy laø moâmen toång Mu . Mu naèm trong maët 
phaúng voz, maët phaúng naøy thaúng goùc vôùi 
truïc u (chöùa veùc tô moâmen Mu)  vaø chöùa 
truïc thanh (H.10.3). 

H.10.1 

Mx

My 

Mz 

z
x

y 

O 
Nz

H.10.2 

Mx

My 

z

x
y 

O 

v 

x

zO 
Mu 

y 

H.10.3 Moâmen toång  
vaø maët phaúng taûi troïng 

u

 maët phaúng taûi troïng 

Mx 

My 

Mu 
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Maët phaúng taûi troïng laø maët phaúng chöùa Mu. 
Giao tuyeán cuûa maët phaúng taûi troïng vôùi maët caét ngang laø Ñöôøng taûi troïng 
(truïc v ) 
Kyù hieäu α : Goùc hôïp bôûi truïc x vaø ñöôøng taûi troïng; Ta coù 
 22

yxu MMM +=  (10.1) 

 
y

x

M
M

=αtan   (10.2) 

Ñònh nghóa khaùc cuûa uoán xieân: Thanh chòu uoán xieân khi treân caùc maët caét 
ngang chæ coù moät moâmen uoán Mu  taùc duïng trong maët phaúng chöùa truïc maø 
khoâng truøng vôùi maët phaúng quaùn tính chính trung taâm yOz hay xOz. 
 Ñaëc bieät, ñoái vôùi thanh tieát dieän troøn, moïi ñöôøng kính ñeàu laø truïc chính 
trung taâm ( truïc ñoái xöùng ), neân baát kyø maët phaúng chöùa truïc thanh naøo cuõng 
laø maët phaúng quaùn tính chính trung taâm. Do ñoù, maët caét ngang thanh troøn 
luoân luoân chæ chòu uoán phaúng. 

 2- ÖÙng suaát phaùp treân maët caét ngang 

 Theo nguyeân lyù coäng taùc duïng, taïi moät ñieåm A (x,y) baát kyø treân tieát dieän, 
öùng suaát do hai moâmen Mx , My  gaây ra tính theo coâng thöùc sau : 

            x
J
M

y
J
M

y

y

x

x
z +=σ                      (10.3) 

 Trong (10.3), soá haïng thöù nhaát chính laø öùng suaát phaùp do  Mx gaây ra, soá 
haïng thöù hai laø öùng suaát phaùp do My gaây ra  
 Coâng thöùc (10.3) laø coâng thöùc ñaïi soá, vì caùc moâmen uoán Mx, My vaø toïa 
ñoä ñieåm A(x,y) coù daáu cuûa chuùng 
 Trong tính toaùn thöïc haønh, thöôøng duøng coâng 
thöùc kyõ thuaät nhö sau: 
 

  x
J
M

y
J
M

y

y

x

x
z ±±=σ                       (10.4) 

 Trong (10.4), laáy daáu coäng (+) hay (–) tuyø theo 
ñieåm tính öùng suaát naèm ôû mieàn chòu keùo hay neùn 
do töøng noäi löïc gaây ra 
 H.10.4 bieåu dieån caùc mieàn keùo, neùn treân maët caét do caùc moâmen uoán 
 Mx , My  gaây ra :  + , -   do Mx 
                     do My  

Mx

o

x 

B 

y

+ 
+ 

z
+

+ 

My 

H.10.4 Bieåu dieån caùc 
mieàn keùo, neùn treân maët 
 caét do Mx , My gaây ra

+ _ 
     , 
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 Thí duï 1. Tieát dieän chöõ nhaät bxh= 20×40 cm2 chòu 
uoán xieân (H.10.5), cho Mx = 8 kNm vaø My = 5 kNm. 
Chieàu heä truïc choïn nhö h.10.5a 

  ÖÙng suaát phaùp taïi B (xB =+10 cm; yB =- 20 cm)  

       + Tính theo (10.3) nhö sau: 
   2

33 kN/cm )10(

12
)20(40

500)20(

12
)40(20

800
+−=σB  

 + Tính theo (10.4) nhö sau: 
Mx gaây keùo nhöõng ñieåm naèm döôùi Ox vaø gaây neùn nhöõng ñieåm treân Ox;  
My gaây keùo phía traùi Oy vaø gaây neùn phía phaûi Oy. 
 Bieåu dieãn vuøng keùo baèng daáu (+) vaø vuøng neùn baèng daáu (–) treân tieát 
dieän (H.10.4a) ta coù theå thaáy, taïi ñieåm B; Mx  gaây neùn; My gaây keùo. 

      ⇒  2
33 kN/cm )10(

12
)20(40

500)20(

12
)40(20

800
+−=σ B  

 3- Ñöôøng trung hoøa vaø bieåu ñoà öùng suaát 

 Coâng thöùc (10.3) laø moät haøm hai bieán, noù coù ñoà thò laø moät maët phaúng 
trong heä truïc Oxyz. Neáu bieåu dieãn giaù trò öùng suaát phaùp σz cho ôû (10.3) baèng 
caùc ñoaïn thaúng ñaïi soá theo truïc z ñònh höôùng döông ra ngoaøi maët caét       
(H.10.6a), ta ñöôïc moät maët phaúng chöùa ñaàu muùt caùc veùctô öùng suaát phaùp 
taïi moïi ñieåm treân tieát dieän, goïi laø maët öùng suaát (H.10.6.a). 

y

σmin
Ox
_

+
_

K
z

σmax
+

y

σmin

 Ox
_

+

z σmax a) b)
y

 
Hình 10.6 

a) Maët öùng suaát;    b) Bieåu ñoà öùng suaát phaúng 
 
 Goïi giao tuyeán cuûa maët öùng suaát vaø maët caét ngang laø ñöôøng trung 
hoøa, ta thaáy, ñöôøng trung hoøa laø moät ñöôøng thaúng vaø laø quyõ tích cuûa 
nhöõng ñieåm treân maët caét ngang coù trò soá öùng suaát phaùp baèng khoâng.  

B

o z

b 

h 

y 

x 

Mx

H.10.5a)

My
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 Cho bieåu thöùc σz = 0, ta ñöôïc phöông trình ñöôøng trung hoøa: 

   0 . .y yx x

x y x y

M MM Jy x y x
J J M J

+ = ⇒ = −  (10.5) 

 Phöông trình (10.5) coù daïng y = ax, ñöôøng trung hoøa laø moät ñöôøng 
thaúng qua goác toïa ñoä, vaø coù heä soá goùc tính theo coâng thöùc: 

                      .y x

x y

M Jtg
M J

β = −                                     (10.5) 

 Ta thaáy: 
 - Ñöôøng trung hoøa chia tieát dieän laøm hai mieàn: mieàn chòu keùo vaø mieàn 
chòu neùn.        
 - Nhöõng ñieåm naèm treân nhöõng ñöôøng thaúng song song vôùi ñöôøng trung 
hoøa coù cuøng giaù trò öùng suaát. 
 - Caøng xa ñöôøng trung hoøa, trò soá öùng suaát cuûa caùc ñieåm treân moät 
ñöôøng thaúng vuoâng goùc ñöôøng trung hoøa taêng theo luaät baäc nhaát. 
 Döïa treân caùc tính chaát naøy, coù theå bieåu dieãn söï phaân boá baèng bieåu ñoà 
öùng suaát phaúng nhö sau. 
 Keùo daøi ñöôøng trung hoøa, veõ ñöôøng chuaån vuoâng goùc vôùi ñöôøng trung 
hoaø taïi K, öùng suaát taïi moïi ñieåm treân ñöôøng trung hoøa (σz = 0) bieåu dieãn 
baèng ñieåm K treân ñöôøng chuaån. Söû duïng pheùp chieáu thaúng goùc, ñieåm naøo 
coù chaân hình chieáu xa K nhaát laø nhöõng ñieåm chòu öùng suaát phaùp lôùn nhaát.  
 - Ñieåm xa nhaát thuoäc mieàn keùo chòu öùng suaát keùo lôùn nhaát, goïi laø σmax.  
 - Ñieåm xa nhaát thuoäc mieàn neùn chòu öùng suaát neùn lôùn nhaát, goïi laø σmin.
  
 Tính σmax, σmin roài bieåu dieãn baèng hai ñoaïn thaúng veà hai phía cuûa ñöôøng 
chuaån roài noái laïi baèng ñöôøng thaúng, ñoù laø bieåu ñoà öùng suaát phaúng, trò soá öùng 
suaát taïi moïi ñieåm cuûa tieát dieän treân ñöôøng thaúng song song vôùi ñöôøng trung 
hoaø chính laø moät tung ñoä treân bieåu ñoà öùng suaát xaùc ñònh nhö ôû (H.10.6.b). 
  

 4- ÖÙng suaát phaùp cöïc trò vaø ñieàu kieän beàn 

 ° ÖÙng suaát phaùp cöïc trò:  Goïi A(xA, yA) vaø B(xB, yB) laø hai ñieåm xa 
ñöôøng trung hoaø nhaát veà phía chòu keùo vaø chòu neùn, coâng thöùc (10.4) cho: 

   
max

min

yx
A A A

x y

yx
B B B

x y

MM
y x

J J

MM
y x

J J

σ σ

σ σ

= = +

= = − −

 (10.6) 
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 Ñoái vôùi thanh coù tieát dieän chöõ nhaät (b x h), ñieåm xa ñöôøng trung hoaø 
nhaát luoân luoân laø caùc ñieåm goùc cuûa tieát dieän, khi ñoù: 
   ⎮xA ⎮=⎪ xB⎮ = 

2
h ;   ⎪ yA⎮ =⎮ yB⎮  = 

2
h  

   
y

y

x

x

W
M

W
M

+=σmax ;  
y

y

x

x

W
M

W
M

−−=σmin  (10.7)  

vôùi:      
62/

   ;
62/

22 hb
b
J

Wbh
h
JW y

y
x

x ====   

 ° Ñoái vôùi thanh coù tieát dieän troøn, khi tieát dieän chòu taùc duïng cuûa hai 
moâmen uoán Mx, My trong hai maët phaúng vuoâng goùc yOz, xOz, moâmen toång 
laø Mu taùc duïng trong maët phaúng vOz cuõng laø maët phaúng quaùn tính chính 
trung taâm , nghóa laø chæ chòu uoán phaúng, do ñoù: 

     3
3

22
minmax, 1,0

32
.   ;; DDWMMM

W
M

uyxu
u

u ≈
π

=+=±=σ    (10.8) 

 ° Ñieàu kieän beàn: treân maët caét ngang cuûa thanh chòu uoán xieân chæ coù 
öùng suaát phaùp, khoâng coù öùng suaát tieáp, ñoù laø traïng thaùi öùng suaát ñôn, hai 
ñieåm nguy hieåm laø hai ñieåm chòu σmax, σmin, tieát dieän beàn khi hai ñieåm nguy 
hieåm thoûa ñieàu kieän beàn:     
  nminkmax ][;][ σ≤σσ≤σ  (10.9) 

 Ñoái vôùi vaät lieäu deûo: [σ ]k  = [σ ]n = [σ ], ñieàu kieän beàn ñöôïc thoûa khi: 
         ][,max minmax σ≤σσ  (10.8)   

  
Thí duïï 2.  Moät daàm tieát dieän chöõ T chòu löïc nhö treân H.10.7.a. Veõ bieåu ñoà 
noäi löïc, xaùc ñònh ñöôøng trung hoaø taïi tieát dieän ngaøm, tính öùng suaát σmax, σmin. 
Cho: q = 4 kN/m; P = qL; L = 2 m; a = 5 cm. Caùc ñaëc tröng cuûa tieát dieän chöõ 
T ñöôïc cho nhö sau:  yo = 7a/4, Jx = 109a4/6 ; Jy = 34a4/6. 

 
Giaûi. Phaân tích  löïc P thaønh 2 thaønh phaàn treân hai truïc x vaø y, ta ñöôïc: 
 Px = P.cos300 = P 3 /2 = qL 3 /2;  Py = P.sin300 = P/2 
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=  
 Xeùt thanh chòu löïc trong töøng maët phaúng rieâng leû. 
 Trong maët phaúng (yOz), heä chòu löïc phaân boá vaø löïc taäp trung Py, bieåu ñoà 
moâmen veõ treân H.10.7.b, theo quy öôùc, bieåu ñoà naøy laø Mx. Töông töï, trong 
maët phaúng (xOz), heä chòu löïc phaân boá vaø löïc taäp trung Py, bieåu ñoà moâmen veõ 
treân H.10.7.c, ñoù laø My. 

 Phöông trình ñöôøng trung hoøa:    . .y x

x y

M Jy x
M J

= −  (a) 

 Taïi tieát dieän ngaøm: Mx = qL2;  My = 3 qL2/2 
 Chieàu Mx vaø My bieåu dieãn ôû H.10.5.d, neáu choïn chieàu döông cuûa truïc x 
vaø y nhö treân H.10.8.a thì trong (a), caùc moâmen uoán deàu coù daáu +. 

 Ta coù: xx
a
a

qL
qLy .77,2

6/34
6/109.2/3

4

4

2

2
−=−=  (b) 

 Bieåu dieãn tieát dieän baèng hình phaúng theo tyû leä, töø (b) coù theå veõ chính 
xaùc ñöôøng trung hoøa, aùp duïng caùch veõ bieåu ñoà öùng suaát, ta cuõng veõ ñöôïc 
bieåu ñoà öùng suaát phaúng (H.10.8.b). 

Hình 10.7  a) Sô ñoà taûi troïng 
    duïng leân thanh
b) Xeùt thanh trong maët phaúng 
   veõ bieåu ñoà Mx

c) Xeùt thanh trong maët phaúng 
  veõ bieåu ñoà My

d) Bieåu ñoà noäi löïc khoâng 

y

M x 

x

2a 2a

yo
a

4a
O

a

P
30oq 

z
x

y 
a

L 

z

y 

q 
P y = P/2

b) 
qL 2 

P x  = P 2/3

3 

x 

M y c) 

d)

Mx

y

3

qL2

My
x

z 
2
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A

C

B
σmax

σmin

b)a)

My

Mx

x
y

z
o

 
 Hình 10.8  

 a) Choïn chieàu döông cuûa truïc x, y . 
               b) Ñöôøng trung hoøa vaø bieåu ñoà öùng suaát phaúng 
 

 Döïa treân bieåu ñoà öùng suaát ta coù theå tìm thaáy ñieåm chòu keùo nhieàu nhaát  
laø ñieåm A(⎮xA⎮ = 2a,⎪yA⎮ = 7a/4), ñieåm chòu neùn nhieàu nhaát laø ñieåm       
C(⎮xB⎮ = 2a,⎮yB⎮ = 3a/4); ñieåm B(⎪xB⎮ = a/2,⎮yB⎮ = 13a/4) coù chaân hình 
chieáu khaù gaàn C, caàn tính öùng suaát taïi ñaây.  
 AÙp duïng coâng thöùc (10.4), ta coù: 

  2
y

2

x

2

maxA cm
kN145,5)a2(

I
2/qL3)

4
a7(.

I
qL

=++=σ=σ  

  2
y

2

x

2

minC cm
kN384,3)a2(

I
2/qL3)

4
a3(.

I
qL

−=−+=σ=σ  

Thí duïï 3.  Moät thanh tieát dieän troøn roãng chòu taùc duïng cuûa ngoaïi löïc 
(H.10.9). Tính öùng suaát phaùp σmax, σmin, xaùc ñònh ñöôøng trung hoaø taïi tieát 
dieän ngaøm. 

     
 
Giaûi. Phaân tích löïc 2P vaø löïc P leân hai truïc vuoâng goùc x, y. Laàn löôït xeùt söï 
laøm vieäc cuûa thanh trong töøng maët phaúng yOz, xOz, ta veõ ñöôïc bieåu ñoà 
moâmen Mx, My töông öùng (H.10.10b). 

2PP 2 P 

x z

2 a a

60o 30 o 

y y
x

  Hình 10.9  Thanh tieát dieän troøn roãng chòu taûi 
  trong hai maët phaúng khaùc 

60o

30o
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2aa2a

P/2 3

My
Mx(3 3

3

P
3

(3 – 3 Pa

a

z z

x
y

b)

P

a)

 
 Hình 10.10  Bieåu ñoà moâmen bieåu dieãn trong hai maët phaúng vuoâng goùc 

 Vôùi thanh tieát dieän troøn, khi coù hai moâmen uoán Mx, My taùc duïng trong hai 
maët phaúng vuoâng goùc yOz, xOz, ta coù theå ñöa veà moät moâmen uoán phaúng Mu  

trong taùc duïng maët phaúng quaùn tính chính trung taâm vOz, vôùi: Mu laø moâmen 
toång cuûa Mx vaø My. 
  Taïi tieát dieän ngaøm, Mx, My coù giaù trò lôùn nhaát, ta coù: 
   ⎮Mu ⎪  =  22

yx MM +  =  9,475 Pa 
 Theo coâng thöùc cuûa uoán phaúng, ta ñöôïc:  
  2

4

43

4

43
u

u
minmax, cm

kN41,8
)

10
81(

32
10.

Pa745,9

)
D
d1(

32
D

Pa745,9
W
M

±=
−

π
±=

−
π

±=±=σ  

 Phöông trình ñöôøng trung hoøa: 

        y x

x y

M Jy x
M J

= − ⋅ ⋅  (a) 

 Taïi tieát dieän ngaøm: PaPaMx 196,6)133( =+=  
chieàu Mx vaø My bieåu dieãn ôû H.10.11.a, neáu choïn chieàu döông cuûa truïc x vaø y 
veà phía gaây keùo cuûa My  vaø Mx (H.10.11.a) thì trong (a), giaù trò cuûa caùc 
moâmen uoán laáy trò tuyeät ñoái. 
 Ta coù: xx

Pa
Pay 204,0).1.(

196,6
268.1

−==  (b) 

y y

Mx x
My

 z

a)

A

x

Ñöôøng trung hoøa

B

b)  
Hình 10.11 

a) Ñònh höôùng heä truïc x,y;   b) Veõ ñöôøng trung hoaø treân hình phaúng 
 Ñöôøng trung hoøa ñöôïc veõ treân hình phaúng (H.10.11b), neáu veõ moät 
ñöôøng thaúng qua taâm O, thaúng goùc vôùi ñöôøng trung hoøa, giao ñieåm cuûa 
ñöôøng naøy vôùi chu vi laø hai ñieåm chòu öùng suaát keùo vaø neùn lôùn nhaát.  
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10.3  THANH CHÒU UOÁN COÄNG KEÙO ( HAY NEÙN ) 

 1- Ñònh nghóa 
 Thanh chòu uoán coäng keùo (hay neùn) ñoàng 
thôøi khi treân caùc maët caét ngang coù caùc thaønh phaàn 
noäi löïc laø moâmen uoán Mu vaø löïc doïc Nz. 
 Mu laø moâmen uoán taùc duïng trong maët phaúng 
chöùa truïc z, luoân luoân coù theå phaân thaønh hai 
moâmen uoán Mx vaø My trong maët phaúng ñoái xöùng 
yOz vaø xOz (H.10.11). 
 2- Coâng thöùc öùùng suaát phaùp 
 AÙp duïng nguyeân lyù coäng taùc duïng, ta thaáy baøi toaùn ñang xeùt laø toå hôïp 
cuûa thanh chòu uoán xieân vaø keùo (hay neùn) ñuùng taâm. Do ñoù, taïi moät ñieåm baát 
kyø treân maët caét ngang coù toïa ñoä (x,y) chòu taùc duïng cuûa öùng suaát phaùp tính 
theo coâng thöùc sau: x

I
M

y
I
M

A
N

y

y

x

xz
z ++=σ  (10.9) 

 ÖÙng suaát phaùp gaây keùo ñöôïc quy öôùc döông. 
Caùc soá haïng trong coâng thöùc (10.9) laø soá ñaïi soá, öùng suaát do Nz  laáy (+) 

khi löïc doïc laø keùo vaø ngöôïc laïi löïc neùn laáy daáu tröø; öùng suaát do Mx, My laáy 
daáu nhö trong coâng thöùc (10.1) cuûa uoán xieân, neáu ñònh höôùng truïc y,x döông 
veà phía gaây keùo cuûa Mx, My thì laáy theo daáu cuûa y vaø x. 

x

z

a)

y

O

h

b

A

My Mx

Nz

y
x

O

h

b

A

b)

My
Mx

Nz

Hình 10.12

  a) Ñònh höôùng heä truïc x,y khi duøng coâng thöùc (9.9)
             b) Ñònh daáu coäng tröø khi duøng coâng thöùc (9.10)

+

+

+

+

+

+

 
  Khi tính toaùn thöïc haønh, ta cuõng coù coâng thöùc kyõ thuaät: 

   x
I

M
y

I
M

A
N

y

y

x

xz
Z ±±±=σ  (10.10) 

 Trong coâng thöùc (10.10), öùng vôùi moãi soá haïng, ta laáy daáu (+) neáu ñaïi 

x

O z

Hình 10.11    Caùc thaønh phaàn noäi 
löïc treân maët caét ngang

My Mx

Nz

y
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löôïng ñoù gaây keùo vaø ngöôïc laïi. 
 Ví duïï, ñoái vôùi tieát dieän treân H.10.12.a, cho Mx = 10 kNm; My = 5 kNm; 
 Nz = 10 kN; h = 2b = 40 cm, tính öùng suaát taïi A. 

Söû duïng coâng thöùc (10.9), choïn chieàu döông truïc x,y nhö H.10.12.a,       
xA = 10, yA = –20, ta ñöôïc: 

  
2

33

kN/cm 0125,01875,01875,00125,0

)10(
12:20.40

500)20(
12:40.20

1000
40.20

10

=+−=σ

+−+=σ

A

A    

 Ñeå aùp duïng coâng thöùc (10.10), coù theå bieåu dieãn taùc duïng gaây keùo, neùn 
cuûa caùc thaønh phaàn noäi löïc nhö ôû (H.10.12.b), vôùi ⎪ xA ⎪ =10, ⎪ yA ⎪ = 20, ta 
ñöôïc: 

  
2

A

33A

kN/cm 0125,01875,01875,00125,0

)10(
12:20.40

500)20(
12:40.20

1000
40.20

10

=+−=σ

+−=σ  

 3- Ñöôøng trung hoøa vaø bieåu ñoà öùng suaát phaùp 

 Töông töï nhö trong uoán xieân, coù theå thaáy raèng phöông trình (10.9) laø 
moät haøm hai bieán σz = f(x,y), neáu bieåu dieãn trong heä truïc Oxyz, vôùi O laø taâm 
maët caét ngang vaø σz ñònh höôùng döông ra ngoaøi maët caét, thì haøm (10.9) bieåu 
dieãn moät maët phaúng, goïi laø maët öùng suaát, giao tuyeán cuûa noù vôùi maët caét 
ngang laø ñöôøng trung hoøa. Deã thaáy raèng, ñöôøng trung hoaø laø moät ñöôøng 
thaúng chöùa taát caû nhöõng ñieåm treân maët caét ngang coù öùng suaát phaùp baèng 
khoâng. Töø ñoù, cho  σz  = 0, ta coù phöông trình ñöôøng trung hoøa: 

    
x

xz

y

x

x

y

M
I

A
Nx

I
I

M
M

y −−=  (10.11) 

 Phöông trình (10.11) coù daïng y = ax + b, ñoù laø moät ñöôøng thaúng khoâng 
qua goác toïa ñoä, caét truïc y taïi tung ñoä 

x

xz

MA
INb

.
.

−= . 

 Ñeå söû duïng (10.11) thuaän lôïi, ta neân ñònh höôùng truïc x,y nhö khi söû 
duïng coâng thöùc (10.9), coøn Nz vaãn laáy daáu theo quy öôùc löïc doïc.    
 Maët khaùc, do tính chaát maët phaúng öùng suaát, nhöõng ñieåm naèm treân 
nhöõng ñöôøng song song ñöôøng trung hoøa coù cuøng giaù trò öùng suaát, nhöõng 
ñieåm xa ñöôøng trung hoøa nhaát coù giaù trò öùng suaát lôùn nhaát, öùng suaát treân moät 
ñöôøng vuoâng goùc vôùi ñöôøng trung hoøa thay ñoåi theo quy luaät baäc nhaát.  
 Roõ raøng ñöôøng trung hoøa chia tieát dieän thaønh hai mieàn, mieàn chòu öùng 
suaát keùo vaø mieàn chòu öùng suaát neùn. Nhôø caùc tính chaát naøy, coù theå bieåu dieãn 
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söï phaân boá cuûa öùng suaát phaùp treân maët caét ngang baèng bieåu ñoà öùng suaát 
phaúng nhö sau. 
 Keùo daøi ñöôøng trung hoøa ra ngoaøi tieát dieän, veõ ñöôøng chuaån vuoâng goùc 
vôùi ñöôøng keùo daøi taïi ñieåm O, ñoù cuõng laø ñieåm bieåu dieãn giaù trò öùng suaát 
phaùp taïi moïi ñieåm treân ñöôøng trung hoøa. Söû duïng pheùp chieáu thaúng goùc, 
chieáu moïi ñieåm treân nhöõng ñöôøng song song 
ñöôøng trung hoøa leân ñöôøng chuaån, ñieåm coù 
chaân hình chieáu xa O nhaát chòu öùng suaát phaùp 
lôùn nhaát.  
 Ñieåm xa nhaát veà mieàn keùo chòu öùng suaát 
keùo lôùn nhaát, goïi laø σmax, ñieåm xa nhaát veà 
mieàn neùn chòu öùng suaát neùn lôùn nhaát, goïi laø σmin. 
Bieåu dieãn giaù trò  σmax, σmin baèng caùc tung ñoä 
veà hai phía ñöôøng chuaån roài noái chuùng laïi baèng 
ñöôøng thaúng, ta ñöôïc bieåu ñoà öùng suaát phaúng (H.10.13). 

 4. ÖÙng suaát phaùp cöïc trò vaø ñieàu kieän beàn 

 Goïi A(xA,yA) vaø B(xB,yB) laø hai ñieåm xa ñöôøng trung hoaø nhaát veà mieàn 
keùo vaø veà mieàn neùn, aùp duïng (10.10), ta coù coâng thöùc tính öùng suaát phaùp 
cöïc trò. 

  
B

y

y
B

x

xz
B

A
y

y
A

x

xz
A

x
I
M

y
I
M

A
N

x
I
M

y
I
M

A
N

−−±=σ=σ

++±=σ=σ

min

max

 (10.12) 

Theo (10.12), ta thaáy, khi öùng suaát do löïc doïc traùi daáu vôùi öùng suaát do 
Mx, My vaø coù trò soá lôùn hôn toång trò soá tuyeät ñoái caùc öùng suaát do Mx, My, 
ñöôøng trung hoaø naèm ngoaøi maët caét, treân maët caét ngang chæ coù öùng suaát moät 
daáu (chæ chòu keùo hoaëc chæ chòu neùn). 
 - Vôùi thanh coù tieát dieän chöõ nhaät, caùc ñieåm nguy hieåm A, B luoân luoân laø 
caùc ñieåm goùc cuûa tieát dieän: 
    ⎪xA⎪=⎪xB⎪= b/2;  ⎪yA⎪=⎪yB⎪= h/2 

  

y

y

x

xz
B

y

y

x

xz
A

W
M

W
M

A
N

W
M

W
M

A
N

−−±==

++±==

min

max

σσ

σσ

  (10.13) 

Hình 10.13 Ñònh höôùng heä truïc x,y

z

y

x

O

My

σmin

Mx

σmax
Nz

+

khi duøng coâng thöùc 9.11
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 - Thanh coù tieát dieän troøn, moâmen toång cuûa Mx, My laø Mu gaây uoán thuaàn 
tuùy phaúng, khi ñoù ta coù coâng thöùc tính öùng suaát phaùp cöïc trò: 

   

u

uz
B

u

uz
A

W
M

A
N

W
M

A
N

−±==

+±==

min

max

σσ

σσ
 (10.13) 

   22
yxu MMM +=  

 Thanh chòu uoán coäng keùo hay neùn ñoàng thôøi chæ gaây ra öùng suaát phaùp 
treân maët caét ngang, taïi ñieåm nguy hieåm, phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát ñôn, 
do ñoù ñieàu kieän beàn cuûa thanh laø: 
         nminkmax ][;][ σ≤σσ≤σ  (10.14) 

 5- Thanh chòu keùo hay neùn leäch taâm 

 Thanh chòu keùo hay neùn leäch taâm khi ngoaïi löïc hay noäi löïc taùc duïng 
treân maët caét ngang töông ñöông moät löïc P song song truïc thanh maø khoâng 
truøng vôùi truïc thanh. Neáu löïc P naøy höôùng vaøo maët caét, thanh chòu neùn leäch 
taâm, ngöôïc laïi, neáu löïc P höôùng ra, thanh chòu keùo leäch taâm (H.10.14.a). 

  c)

z

y

P

xK K

MxMy

yKO

x

P

  b)

z

 P

P xK

 K

Mx

My

yyKO

x

z

P

xK

K

yyKO

x

a)

Hình 10.14 
 a) Tieát dieän bò keùo leäch taâm; b) Dôøi löïc veà taâm tieát dieän  

 Trong thöïc teá, baøi toaùn neùn leäch taâm raát thöôøng gaëp trong tính toaùn coät, 
moùng nhaø coâng nghieäp hay daân duïng, trong tính toaùn truï, moùng         caåu 
thaùp... 
 AÙp duïng nguyeân lyù dôøi löïc, ñöa löïc keùo hay neùn leäch taâm veà taâm tieát 
dieän, ta coù theå chöùng minh hai tröôøng hôïp naøy thöïc chaát laø baøi toaùn uoán 
coäng keùo hay neùn ñoàng thôøi. Treân H.10.14.a, goïi K(xK, yK) laø ñieåm ñaët löïc 
leäch taâm P, dôøi veà taâm O, ta coù: 

PNz ±=              , laáy (+) khi P laø löïc keùo, ngöôïc laïi, laáy (–).  

  Mx  =  P.yK  (10.15) 

  My  =  P.xK     
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 Chieàu cuûa moâmen laáy theo nguyeân lyù dôøi löïc. 
 Do ñoù, taát caû coâng thöùc ñaõ ñöôïc thieát laäp cho baøi toaùn uoán coäng keùo hay 
neùn ñoàng thôøi ñeàu aùp duïng ñöôïc cho baøi toaùn keùo hay neùn leäch taâm.    

 6- Loõi tieát dieän 

 Ñoái vôùi thanh chòu keùo hay neùn leâïch taâm, phöông trình ñöôøng trung hoaø 
coù theå vieát ôû daïng khaùc. Cho bieåu thöùc σz trong (10.9) baèng khoâng, ta ñöôïc 
phöông trình ñöôøng trung hoøa:  

 
0.             

.  ;.     :Thay

0              

=++

==

=++=σ

x
I
xNy

I
yN

A
N

xNMyNM

x
I
M

y
I
M

A
N

y

Kz

x

Kzz

KzyKzx

y

y

x

xz
z

 

 

0..1            

  ;      :Ñaët

0]..1[            

22 =++

==

=++

y

K

x

K

y
y

x
x

y

K

x

Kz

i
xx

i
yy

A
I

i
A
Ii

x
I

Fxy
I

Fy
A
N

 

 Ñaët:      
K

x

K

y

y
ib

x
i

a
22

   ; −=−=  (10.16) 

 Ta thu ñöôïc daïng khaùc cuûa phöông trình ñöôøng trung hoøa : 
           1=+

b
y

a
x  (10.17) 

 Töø (10.16), (10.17), ta thaáy ñöôøng trung hoaø coù caùc tính chaát sau: 
 - Ñöôøng trung hoaø caét truïc x taïi a vaø truïc tung taïi b. 
 - Ñöôøng trung hoaø khoâng bao giôø qua phaàn tö chöùa ñieåm ñaët löïc K vì a 
vaø b luoân traùi daáu vôùi xK, yK.   
 - Ñieåm ñaët löïc tieán gaàn taâm O cuûa tieát dieän thì ñöôøng trung hoøa rôøi xa 
taâm vì xK, yK giaûm thì a, b taêng. 
 - Khi ñöôøng trung hoøa naèm ngoaøi tieát dieän, treân tieát dieän chæ chòu öùng 
suaát moät daáu: keùo hoaëc neùn.  
 Goïi loõi tieát dieän laø khu vöïc bao quanh taâm sao cho khi löïc leäch taâm ñaët 
trong phaïm vi ñoù thì ñöôøng trung hoaø hoaøn toaøn naèm ngoaøi tieát dieän. 
 Vôùi moät thanh chòu keùo hay neùn leäch taâm, vieäc xaùc ñònh loõi tieát dieän coù yù 
nghóa thöïc tieãn. Trong thöïc teá coù nhieàu loaïi vaät lieäu chæ chòu neùn toát nhö 
gaïch, ñaù, gang, beâtoâng khoâng theùp..., neáu chuùng chòu neùn leäch taâm maø löïc 
neùn ñaët ngoaøi loõi tieát dieän, öùng suaát keùo phaùt sinh coù theå lôùn hôn khaû naêng 
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chòu keùo cuûa chuùng, khi ñoù vaät lieäu seõ bò phaù hoaïi, ñeå taän duïng toát khaû naêng 
chòu löïc cuûa vaät lieäu caàn thieát keá ñaët löïc neùn trong loõi tieát dieän. 
 Coù theå xaùc ñònh loõi tieát dieän theo caùch sau: 
 Giaû söû ñöôøng trung hoøa tieáp xuùc moät caïnh tieát dieän, töø (10.17) ta vieát 
ñöôïc phöông trình ñöôøng trung hoøa, roài töø (10.16) ta suy ra toïa ñoä ñieåm ñaët 
löïc K töông öùng vôùi vò trí ñöôøng trung hoøa. AÙp duïng caùch töông töï ñoái vôùi taát 
caû caùc caïnh coøn laïi, noái vò trí caùc ñieåm ñaët löïc, ta ñöôïc loõi tieát dieän. Ñeå yù 
raèng, duø tieát dieän laø ña giaùc loõm thì loõi tieát dieän luoân laø moät ña giaùc loài. 
 Ví duïï: tieát dieän chöõ nhaät (H.10.15). 
 Khi ñöôøng trung hoøa truøng caïnh AB: 

          

6
2

.122

0

1
2/

22

2

h
h

hyh
y
i

x
x
i

h
yx

K
K

x

K
K

y

−=−=⇒=−

=⇒∞=−

=+
∞

 

 Khi ñöôøng trung hoøa truøng caïnh BC: 

           

0

62/.122

1
2/

2

22

=⇒∞=−

−=−=⇒=−

=
∞

+

K
K

x

K
K

y

y
y
i

b
b
bxb

x
i

y
b

x

 

 Do tính ñoái xöùng cuûa tieát dieän, khi ñöôøng trung hoaø truøng caïnh CD, AD, 
ta xaùc ñònh hai ñieåm K töông öùng coù toïa ñoä laàn löôït laø:  
   xK  = 0;  yK  = 

6
h vaø xK  = 6

b ;  yK  = 0 

 Noái caùc ñieåm K, ta ñöôïc loõi tieát dieän cuûa tieát dieän chöõ nhaät laøø moät hình 
thoi coù ñænh treân truïc x,y (H.10.15). 
 - Tieát dieän troøn (H.10.16) 
 Khi ñöôøng trung hoøa laø moät tieáp tuyeán vôùi ñöôøng troøn taïi A: 

 

8
24

..64

.

2/;0

1
2/

2

4

22

D
DD

Dy

D
y
ix

x
i

D
yx

K

K

x
K

K

y

−=
π
π

−=⇒

=−=⇒∞=−

=+
∞

 

 Do tính ñoái xöùng cuûa tieát dieän, ta thaáy loõi 

y
Ñöôøng trung hoøa

O x

D/8

Hình 

D

Loõi tieát dieän 

Hình 

BA
 Ñöôøng trung 

Ñöôøng trung hoøa 

h

b

xO

D C

Loõi tieát dieän chöõ nhaät 
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tieát dieän laø moät ñöôøng troøn ñoàng taâm ñöôøng kính D/8. 
Ví duïï 10.3  Moät thanh tieát dieän chöõ nhaät (b.h), chòu taùc duïng cuûa ngoaïi löïc 
nhö H.10.17.a. Veõ bieåu ñoà noâïi löïc, tính σmax, σmin. xaùc ñònh ñöôøng trung hoøa 
taïi ngaøm. 
 Cho: q = 5 kN/m, P1 = 100 kN, P2 = 6 kN, H = 6 m, h = 2b = 40 cm. 

P1

P2
q

h

b H

a)

Nz

P1

x

y

Mx

qH2/2

My

P2H

b)

 a) Thanh chòu neùn coäng uoán;     b) Bieåu ñoà noäi löïc

z

P1

z z

y

z

y

x

P2

Hình 10.17

 
Giaûi: 
 Bieåu ñoà noäi löïc do töøng nguyeân nhaân gaây ra ñöôïc veõ treân H.10.17.b. 

 Taïi ngaøm, noäi löïc coù giaù trò lôùn nhaát: 

  Nz = –P1 (neùn);  Mx = qH2/2;  My = P2.H 
 AÙp duïng coâng thöùc (10.12): 

  
yx W
HP

W
Hq

A
P .2/. 2

2
1

minmax, ±±−=σ  

 Thay soá, ta ñöôïc: 

  

2

2

22

2

minmax,

kN/cm 162,3
kN/cm912,2350,1687,1125.0            

6
20.40
100.6.6

6
40.20.2

100.6.5
40.20

100

±=±±−=

±±−=σ

 

 Phöông trình ñöôøng trung hoøa: 
                

x

xz

y

x

x

y

M
I

A
Nx

I
I

M
M

y .. −−=  (a) 

Choïn heä truïc y,x döông veà phía gaây keùo cuûa Mx vaø My, thay soá vaøo (a) ta 
ñöôïc: 
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  48,16,1
100.

2
6.5

12/40.20.
40.20

100.
12/20.40
12/40.20

2
6.5

6.6
2

3

3

3

2 +−=
−

−−= xxy   

 Ñöôøng trung hoaø vaø bieåu ñoà öùng suaát ñöôïc veõ treân H.10.18. 

Ñöôøng trung hoøa

σmax z x

Hình 10.18 Ñöôøng trung hoa cuûa thanh chòu neùn uoán

y

Mx P1

My

σmin

O

 
Ví duïï 10.4  Moät coät chòu neùn leäch taâm vaø löïc ñaåy cuûa gioù nhö H.10.19.a. 
xem chaân coät bò ngaøm. Tính σmax, σmin. Neáu khoái moùng coù kích thöôùc 
1m×3m×0,5m ñöôïc ñaët nhö H.10.19.a, haõy tính aùp löïc lôùn nhaát treân neàn ñaát. 
Cho:                   P1 = 50 kN; q = 4 kN/m; H = 6 m; h = 2b = 40 cm; γ = 25 
kN/m3. 

P1
e = 20 cm

b
q

0,5 m

a) c)

H

h

1 m

3 m

σmin

0,5 m

b)

Mx Nz

1 m

3 m

Hình 10.19  a) Coät chòu neùn leäch taâm
  b) Noäi löïc taïi tieát dieän chaân coät;  c) Bieåu ñoà aùp löïc leân neàn ñaát

26 cm

141,3 cm 8,7 cm

 

 Noäi löïc lôùn nhaát taïi tieát dieän ngaøm: 

   Nz  =  – P1 = – 50 kN (neùn) 

   Mx  =  P1.e + qH2/2  =  50.20 + 4.62.100/2  =  8200 kN.cm 
 AÙp duïng coâng thöùc (10.12), öùng suaát phaùp lôùn nhaát:  

           
22minmax,

1
2

1
minmax,

cm
kN

60,1
47,1

537,10625,0 
6/40.20

8200
40.20

50

.2/.

±=±−=±−=σ

=
+

±−=σ
xW

ePHq
A
P
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 Dôøi löïc veà ñaùy moùng, keå theâm troïng löôïng baûn thaân moùng vaø moâmen do 
löïc  caét qH, ta ñöôïc: 

  Nz = – 50 – 25.0,5.2.1 = – 75 kN (neùn) 

                Mx = 10600 kNcm. 

 Taïi ñaùy moùng, neáu vaät lieäu vaãn lieân tuïc, ta coù phöông trình ñöôøng trung 
hoøa: 

  cm 07,53
10600.12
300.100.

300.100
75 3

=
−

−=−=
x

xz
M
I

A
Ny  

 Theo (10.12), ta coù öùng suaát phaùp lôùn nhaát: 

          22minmax, cm
kN

0095,0
0045,0

6/300.100
10600

300.100
75

±=±−=σ   

 Thöïc teá, taïi ñaùy moùng, vaät lieäu laø ñaát chæ chòu neùn, khoâng theå chòu öùng 
suaát keùo, do ñoù, ñeå ñaûm baûo ñieàu kieän caân baèng, hôïp löïc cuûa phaûn löïc neàn 
phaûi caân baèng vôùi ngoaïi löïc taùc duïng.  

 Ngoaïi löïc taïi maët ñaùy moùng goàm moät löïc neùn 75 kN vaø moät moâmen       
Mx = 10600 kNcm töông ñöông moät löïc neùn 75 kN leäch taâm ñaët treân truïc y 
vôùi ñoä leäch taâm laø e = 10600/75 =141,3 cm, ñaët caùch meùp chòu neùn lôùn nhaát 
laø 150 –141,3 = 8,7 cm. 

 Ñeå caân baèng vôùi löïc naøy, hôïp löïc cuûa phaûn löïc neàn phaûi ñoái ñaúng vôùi 
löïc neùn 75 kN, giaû söû phaûn löïc neàn phaân boá theo quy luaät baäc nhaát, phaûn 
löïc neàn phaûi phaân boá treân moät dieän tích maët moùng 100 × (3 × 8,7) = 100 × 26 
cm2 tính töø meùp chòu neùn lôùn nhaát (H10.19.c).  

 Ñieàu kieän caân baèng cho: 
  σmin.100.26/2 = 75  =>  σmin = 0,0577 kN/cm2 = 5,77 kG/cm2 
 Keát quaû naøy cho thaáy, do maët ñeá moùng khoâng ñöôïc thieát keá söû duïng 
toaøn boä dieän tích maët moùng neân öùng suaát neùn truyeàn leân neàn taêng leân, moùng 
thieát keá khoâng hôïp lyù. 

10.4  UOÁN COÄNG XOAÉN 

 1- Ñònh nghóa 

 Thanh chòu uoán coäng xoaén khi treân caùc maët caét ngang coù taùc duïng ñoàng 
thôøi cuûa moâmen uoán Mu trong maët phaúng chöùa truïc thanh vaø moâmen xoaén 
Mz. 
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 2- Thanh tieát dieän chöõ nhaät 

 Uoán xoaén thanh tieát dieän chöõ nhaät thöôøng gaëp trong coâng trình daân 
duïng nhö lanh toâ ñôõ oâ vaêng, daàm chòu löïc ngoaøi maët phaúng ñoái xöùng, thanh 
chòu uoán trong heä khoâng gian... 
 Xeùt moät tieát dieän chöõ nhaät chòu uoán xoaén (H.10.20) trong ñoù moâmen 
uoán Mu ñaõ ñöôïc phaân tích thaønh hai moâmen uoán Mx, My trong caùc maët phaúng 
quaùn tính chính trung taâm yOz, xOz. 

b)

σmin(Mx,My) σmin(Mx,My)

σmax(Mx,My) σmax(Mx,My)

σmax(Mx) σmax(Mx)

σmin(Mx) σmin(Mx)

τ1 τmaxτmax

τ1

σmax(My) σmax(My) σmin(My) σmin(My)

B
D

FE

C

A

    Hình 10.20  a) Caùc thaønh phaàn noäi löïc cuûa thanh chòu uoán coäng xoaén
          b) Traïng thaùi öùng suaát cuûa caùc phaân toá

y

x

z

B

Mz F

D

E

My
Mx

a)A

C

 
 AÙp duïng nguyeân lyù coäng taùc duïng vaø lyù thuyeát veà uoán, veà xoaén, ta ñöôïc 
caùc keát quaû nhö sau (H.10.20.b):  
 Taïi caùc goùc tieát dieän (A,B), chæ coù öùng suaát phaùp lôùn nhaát do Mx,My, 
phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát ñôn: 

   
y

y

x

x

W
M

W
M

±±=σ minmax,  (10.19) 

 Ñieàu kieän beàn: [ ] [ ]nk σ≤σσ≤σ minmax ;  
 Taïi ñieåm giöõa caïnh ngaén (C,D), chòu öùng suaát phaùp lôùn nhaát do Mx vaø 
öùng suaát tieáp τ1  do Mz, phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát phaúng: 

    max1minmax,   ; γτ=τ±=σ
x

x

W
M  (10.20) 

 Ñieàu kieän beàn: 
 Theo thuyeát beàn thöù 3:  ][4 22 σ≤τ+σ  
 Theo thuyeát beàn thöù 4:  ][3 22 σ≤τ+σ  
 Taïi ñieåm giöõa caïnh daøi (E,F), chòu öùng suaát phaùp lôùn nhaát do My vaø öùng 
suaát tieáp τ1max  do Mz, phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát phaúng: 
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    2maxminmax, ..
;

bh
M

W
M

z

y

y

α
=τ=σ  (10.21) 

 Ñieàu kieän beàn: 
 Theo thuyeát beàn thöù 3:  ][4 22 σ≤τ+σ  
 Theo thuyeát beàn thöù 4:  ][3 22 σ≤τ+σ  

3- Tieát dieän troøn 
 Thanh tieát dieän troøn chòu uoán xoaén ñoàng thôøi raát thöôøng gaëp khi tính truïc 
truyeàn ñoäng vì quaù trình truyeàn taùc duïng xoaén qua caùc puli luoân keøm theo 
taùc duïng uoán do löïc caêng daây ñai, do troïng löôïng baûn thaân truïc, puli... 

 Xeùt moät thanh tieát dieän troøn chòu taùc duïng cuûa moâmen uoán Mu vaø 
moâmen xoaén Mz (H.10.21.a). Neáu coù nhieàu ngoaïi löïc gaây uoán taùc duïng 
trong nhöõng maët phaúng khaùc nhau, ta luoân luoân coù theå phaân tích chuùng 
thaønh caùc thaønh phaàn taùc duïng trong hai maët phaúng vuoâng goùc yOz, xOz, töø 
ñoù xaùc ñònh Mx, My, sau ñoù xaùc ñònh moâmen toång Mu = 22

yx MM + . 

B

v

u
Mz

zO

 Mu

A
a)

B

τmax(Mz)
σmin(Mu)

σmin(Mu)

τmax(Mz)

σmax(Mu) σmax(Mu)

A
b)

Hình 10.21 a) Thanh tieát dieän troøn chòu uoán xoaén
      b) Traïng thaùi öùng suaát phaân toá  

 AÙp duïng nguyeân lyù coäng taùc duïng vaø lyù thuyeát veà uoán, veà xoaén, ta ñöôïc 
caùc keát quaû nhö sau (H.10.21.b):  
 Döôùi taùc duïng cuûa moâmen uoán Mu, hai ñieåm A,B chòu öùng suaát phaùp lôùn 
nhaát σmax, σmin, ngoaøi ra, do taùc duïng cuûa moâmen xoaén Mz, taïi hai ñieåm A, B 
coøn chòu öùng suaát tieáp τmax, ñoù laø hai ñieåm nguy hieåm nhaát treân tieát dieän. 

 

 Ta coù: 22
minmax,   ; yxu

u

u MMM
W
M

+=±=σ  (10.22) 

        
p

z
W
M

=τmax  
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 Phaân toá ñang xeùt vöøa chòu öùng suaát phaùp vöøa chòu öùng suaát tieáp, ñoù laø 
phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát phaúng. 
 Ñieàu kieän beàn: 
 Theo thuyeát beàn thöù 3:   
    ][4 22 σ≤τ+σ  
 Theo thuyeát beàn thöù 4:   
    ][3 22 σ≤τ+σ  

P

a/2

C

B

Muoán

Mxoaén

A a

3qa2

9qa2/8

9qa2/8

+

q

b)

1728 kN.cm648 kN.cm

30cm

20cm

c)

P

q

a/2

a
a)

 

Hình 10.22  a) Khung chòu uoán vôùi taûi troïng thaúng goùc maët phaúng 
khung 

      b) Sô ñoà tính khung vaø bieåu ñoà noäi löïc khoâng gian veõ theo  
         nguyeân lyù coäng taùc duïng 

                             c) Caùc ñieåm nguy hieåm treân tieát dieän 

Ví duïï 10.5  Moät thanh gaãy khuùc ABC tieát dieän chöõ nhaät (20cm × 30cm) chòu 
taùc duïng cuûa taûi troïng nhö H.10.22.a. Veõ bieåu ñoà noäi löïc, kieåm tra ñieàu kieän 
beàn taïi tieát dieän ngaøm. Cho: q = 4 kN/m; P = 2qa; a = 1,2 m; [σ] = 1 kN/cm2. 
Giaûi. Bieåu ñoà noäi löïc ñöôïc veõ treân H.10.22.b, taïi tieát dieän ngaøm chòu noäi löïc 
lôùn nhaát (H.10.22.c): 
  Mx  =  3qa2    =  3.4.(1,2)2.100     =  1728 kN.cm 
  Mz   =  9qa2/8  =  9.4.(1,2)2.100/8  =  648 kN.cm 
 Taïi trung ñieåm caïnh ngaén, phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát phaúng: 

       
2

22max1

2
2max

kN/cm 2,0
20.30.231,0

648.859,0
..

..

kN/cm 576,0
6/30.20

1728

==
α

γ=τγ=τ

===σ

bh
M

W
M

z

x

x
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 Ñieàu kieän beàn: 
 [ ] 222222 kN/cm 1    kN/cm 7,02,0.4576,04 =σ<=+=τ+σ  
 Taïi trung ñieåm caïnh daøi, phaân toá ôû traïng thaùi tröôït thuaàn tuùy: 
  2

22max kN/cm 233,0
20.30.231,0

648
.

==
α

=τ
hb
Mz  

 Ñieàu kieän beàn: [ ] 22
max /k 5,02/  /k 233,0 cmNcmN =σ<=τ    

Ví duïï 10.6  Moät truïc troøn ñöôøng kính d, mang pu li chuû ñoäng ñöôøng kính D1 
vaø pu li bò ñoäng ñöôøng kính D2. Moâ tô truyeàn löïc keùo T1 leân moät nhaùnh daây 
ñai cuûa pu li D1 laøm quay truïc, keùo theo pu li D2. Coi hieäu suaát truyeàn laø 1, 
löïc keùo treân moät nhaùnh daây ñai D2 laø T2 = T1.D1/D2. Ngoaøi ra, giaû söû löïc caêng 
ban ñaàu treân daây ñai baèng nöûa löïc keùo taùc duïng leân daây ñai. Tính ñöôøng 
kính truïc d (H.10.23.a). 
 Cho: troïng löôïng pu li G1 = G2 = 1 kN; D1 = 50 cm; D2 = 30 cm;       
T1 = 5 kN; [σ] = 12 kN/cm2. Boû qua troïng löôïng baûn thaân cuûa truïc. 
Giaûi.  Löïc caêng ban ñaàu treân daây ñai cuûa pu li D1 laø: T1/2 = 5/2 = 2,5 kN 
 Löïc keùo truyeàn leân daây ñai D2 laø: T2 = T1.D1/D2 = 5.50/30 = 8,33 kN 
 Löïc caêng ban ñaàu treân daây ñai D2 laø: T2/2 = 8,33/2 = 4,17 kN 
 Dôøi löïc treân daây ñai veà taâm cuûa truïc, ta coù theå ñöa ra sô ñoà tính cuûa truïc 
nhö treân H.10.23.b. Bieåu ñoà moâmen uoán Mx, My vaø moâmen xoaén Mz veõ ôû 
H.10.23.c.  
 Taïi tieát dieän ñaët pu li D2 chòu noäi löïc lôùn nhaát: 
  Mx = 20 kN.cm, My = 150 kN.cm; Mz = 125 kN.cm. 
 Moâmen uoán toång Mu =  22

yx  MM + = 151,32 kN.cm gaây ra öùng suaát phaùp 

lôùn nhaát laø:  
  33

1,1542
32/.

32,151
DDW

M
u

u
z =

π
==σ   

 Moâmen xoaén Mz = 125 kNcm gaây ra öùng suaát tieáp lôùn nhaát laø: 
       33max

9,636
16/.

125
DDW

M
p

z =
π

==τ   

 Ñieàu kieän beàn theo thuyeát beàn thöù ba: [ ]σ≤τ+σ 22 .4   

 Ta coù: [ ] [ ] cm 5,52000
)(
9,636.4

)(
1,1542

3

2

2323

2
≥⇒σ≤⇒σ≤+ D

DDD
   

 Coù theå choïn ñöôøng kính truïc laø 55 mm. 
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T2/2
20cm

T2/2

T2

T1/2 D2

40cm

D1

20cm

a)

T1/2 T1

T2.D2/2
20cm

G2
40cm

G1
T1.D1/2

2T2
20cm

b) 2T1
d

MZ

150 kN.cm

20 kN.cm

125kN.cm

116,6 kN.cm

c) My

Mx

Hình 10.23
 a) Truïc tieát dieän troøn chòu uoán coäng xoaén
  b) Sô ñoà tính truïc
  c) Bieåu ñoà noäi löïc  

10.5  THANH CHÒU LÖÏC TOÅNG QUAÙT 

1. Ñònh nghóa 

 Thanh chòu löïc toång quaùt khi treân caùc maët caét ngang coù taùc duïng cuûa 
löïc doïc Nz, moâmen uoán Mu vaø moâmen xoaén Mz. 
 Thanh chòu löïc toång quaùt thöôøng gaëp khi tính caùc thanh chòu löïc theo sô 
ñoà khoâng gian. 

 1- Thanh coù tieát dieän chöõ nhaät 
 AÙp duïng nguyeân lyù coäng taùc duïng vaø lyù thuyeát veà keùo (neùn), veà uoán, vaø 
veà xoaén, ta ñöôïc caùc keát quaû nhö sau (H.10.24.a,b):  

σmax (Mx,My,Nz)

σmin (My,Nz)

b)

σmin (Mx,My,Nz) σmin (Mx,My,Nz)

σmax (Mx,My,Nz)

σmax (Mx,Nz) σmax (Mx,Nz)

σmin (Mx,Nz) σmin (Mx,Nz)

τ1 τmaxτmax

τ1

σmax (My,Nz) σmax (My,Nz) σmin (My,Nz)

B

D

FE

C

A

y

x

z

B

Mz F

D

E

My
Mx

a)
A

C

Nz

 

   
Hình 10.24  a) Caùc thaønh phaàn noäi löïc treân maët caét ngang

      b) Traïng thaùi öùng suaát cuûa caùc phaân toá  
 Taïi caùc goùc tieát dieän, chæ coù öùng suaát phaùp do Nz, Mx, My, phaân toá ôû 
traïng thaùi öùng suaát ñôn: 

   
y

y

x

xz

W
M

W
M

A
N

±±±=σ minmax,  (10.23) 
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 Ñieàu kieän beàn: [ ]kσ≤σmax ;  [ ]nσ≤σmin  
 Taïi ñieåm giöõa caïnh daøi, phaân toá vöøaø chòu öùng suaát phaùp lôùn nhaát do My 
vaø löïc doïc Nz, vöøa chòu öùng suaát tieáp lôùn nhaát do Mz, ñoù laø phaân toá ôû traïng 
thaùi öùng suaát phaúng: 

   
y

yz

W
M

A
N

±±=σ minmax, ;  2max hb
Mz

α
=τ  (10.24) 

 Ñieàu kieän beàn:  
 Theo thuyeát beàn thöù 3:  ][4 22 σ≤τ+σ  
 Theo thuyeát beàn thöù 4:  ][3 22 σ≤τ+σ  (10.25) 
 Taïi ñieåm giöõa caïnh ngaén, phaân toá vöøa chòu öùng suaát phaùp lôùn nhaát do 
Mx vaø löïc doïc Nz, vöøa chòu öùng suaát tieáp do Mz, phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát 
phaúng: 
   

x

xz

W
M

A
N

±±=σ minmax, ;  max1 γτ=τ  (10.26) 

 Ñieàu kieän beàn:  
 Theo thuyeát beàn thöù 3:  ][4 22 σ≤τ+σ  
 Theo thuyeát beàn thöù 4:  ][3 22 σ≤τ+σ  

 2- Thanh coù tieát dieän troøn (H.10.25.a,b) 
 Ñieåm nguy hieåm naèm treân chu vi, ñoù laø hai ñieåm A,B. hai ñieåm naøy vöøa 
chòu öùng suaát phaùp lôùn nhaát do moâmen Mu vaø löïc doïc Nz, vöøa chòu öùng suaát 
tieáp lôùn nhaát do Mz, phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát phaúng.  
   22

minmax,   ; yxu
u

uz MMM
W
M

A
N

+=±±=σ  (10.27) 

        
p

z
W
M

=τmax  (10.28) 

 Ñieàu kieän beàn:  
 Theo thuyeát beàn thöù 3:  ][4 22 σ≤τ+σ  
 Theo thuyeát beàn thöù 4:  ][3 22 σ≤τ+σ   
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σmin(M , N )u z

σmin(M , N )u z

σmax(M , N )u z σmax(M , N )u z

A

B

τmax(M )z

τmax(M )z

B
v

u

zO

Mu

A

Mz

a)
b)

                  
                  

a) Caùc thaønh phaàn noäi löïc
b) Traïng thaùi öùng suaát cuûa caùc phaân toá

Hình 10.25

 

Ví duïï 10.7  Coù moät thanh tieát dieän troøn ñöôøng kính D chòu moät heä löïc khoâng 
gian nhö treân H.10.26.a. Veõ bieåu ñoà noäi löïc. xaùc ñònh ñöôøng kính D. 
 Cho: q = 4 kN/m;  P = qa;  a = 4 m;  [σ] = 16 kN/cm2. 
Giaûi. Bieåu ñoà noäi löïc ñöôïc veõ ôû H.10.26.b. 
 Taïi ngaøm tieát dieän chòu noäi löïc lôùn nhaát: 
 Nz = qa = 4.4= 16 kN (neùn);  Mx = qa2 = 4.42.100 = 6400 kN.cm 
 My = qa2/2 = 4.42.100/2 = 3200 kN.cm; Mz = qa2/8 = 4.42.100/8 = 800 
kN.cm 

P = qa

qa2/8

qa

qa2

qa2/2

qa2/2
q = 4 kN/m

a/2

a

MzNz

b)a) Muoán do qMuoán do P

qa2/8

Hình 10.26  a) Sô ñoà tính thanh chòu löïc phöùc taïp
b) Bieåu ñoà noäi löïc veõ theo nguyeân lyù coäng taùc duïng  

 ÖÙng suaát phaùp lôùn nhaát: 

   

32/.
4,7155

4/.
16

kN.cm 41,715532006400

32max

2222

max

DD

MMM

W
M

A
N

yxu

u

uz

π
+

π
=σ

=+=+=

+=σ

  

 ÖÙng suaát tieáp lôùn nhaát:    
      

16/.
800

3max DW
M

p

z

π
==τ     
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 Ñieàu kieän beàn: 
 Theo thuyeát beàn thöù 3:  ][4 22 σ≤τ+σ  

  [ ]σ≤
π

+
π

+
π

⇒ 2
3

2
32 )

16/.
800.(4)

32/.
4,7155

4/.
16(

DDD
 

 Trong tính toaùn thöïc haønh, ñeå thuaän lôïi cho vieäc giaûi baát phöông trình 
treân, ban ñaàu choïn D theo uoán xoaén, boû qua öùng suaát do löïc doïc, sau ñoù 
kieåm tra laïi, ta coù: 
  [ ] cm 6,16)

16/.
800.(4)

32/.
4,7155( 2

3
2

3 ≥⇒σ≤
π

+
π

⇒ D
DD

 

Ban ñaàu, choïn:  D = 168 mm. 
Kieåm tra ñieàu kieän beàn: 
Theo thuyeát beàn thöù 3:  ][4 22 σ≤τ+σ  

 
[ ] 222

2
3

2
32

1654,15)86,0.(4)38,15072,0(

)
16/8,16.

800.(4)
32/8,16.

4,7155
4/8,16.

16(

kN/cm kN/cm     2 =<=++

++⇒

σ

πππ  

Vaäy choïn:  D = 168 mm. 
BAØI TAÄP CHÖÔNG 10 
 

10.1 Moät thanh cong xon tieát dieän chöõ nhaät chòu taùc duïng cuûa taûi troïng nhö 
H.10.27. Veõ bieåu ñoà noäi löïc, tính öùng suaát phaùp lôùn nhaát, xaùc ñònh vò trí 
ñöôøng trung hoaø taïi maët caét ngaøm. 

30o

12 cm

L = 2 m

E = 103 kN/cm2 20
cm

Hình 10.27

q = 4 kN/m

P = qL

q

P = qL

 

10.2  Xaùc ñònh giaù trò tuyeät ñoái lôùn nhaát cuûa öùng suaát phaùp, vò trí ñöôøng trung 
hoaø taïi maët caét nguy hieåm cuûa daàm (H.10.28), a = 1 m. 

P = 4 kN

12 cm

20
cm

P a2a

Hình 10.28

y

x

z
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10.3  Xaùc ñònh σmax , σmin vaø vò trí ñöôøng trung hoaø taïi maët caét nguy hieåm cuûa 
coät H.10.29. 

20 cm

q = 2 kN/m

P = 80 kN

y

x

z

40cm

4
m

Hình 10.29  

10.4  Moät coät chòu taûi troïng nhö H.10.30. Xaùc ñònh öùng suaát neùn lôùn nhaát vaø 
nhoû nhaát taïi maët caét chaân coät. Cho troïng löôïng rieâng cuûa vaät lieäu coät laø: γ 
= 20 kN/m3.  

k

C B

A

1 m

0,8 m

3 m
2

m

6
m

Hình 10.30

P = 1000 kN

 

10.5  a. Moät truï ñôõ coù tieát dieän goàm hai theùp hình soá hieäu [ 24 chòu taûi troïng 
nhö H.10.31.  

Xaùc ñònh öùng suaát keùo vaø neùn lôùn nhaát taïi maët caét chaân coät coù xeùt caû 
troïng löôïng cuûa coät. 

      b. Moät coät chòu taûi troïng nhö H.10.32. Tính öùng suaát öùng suaát keùo vaø neùn 
lôùn nhaát. 
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4 m

2 m

6
m

P1 = 2 kN
P2 = 0,5 kN

G

Hình 10.31

40 cm

20
c
m

P1 = 20 kN

P2 = 5 kNq = 3 kN/m

Hình 10.32

6
m

e = 60 cm

4
m

 

10.6  Moät coät troøn roãng chòu taùc duïng cuûa taûi troïng nhö H.10.33.a. 

    Tính öùng suaát phaùp σmax, σmin taïi tieát dieän chaân coät, xaùc ñònh vò trí vaø bieåu 
dieãn ñöôøng trung hoaø taïi tieát dieän naøy. 

Giaû söû moùng coät coù kích thöôùc 2 m × 1,2 m × h, troïng löôïng rieâng       
γ = 25 kN/m3 (H.10.33.b) vaø truïc coät ñöôïc boá trí ñi qua taâm moùng. Haõy 
chæ caùch boá trí maët baèng moùng vaø tính kích thöôùc h sao cho ôû ñaùy moùng 
khoâng phaùt sinh öùng suaát keùo.  

z

x

y

P1 = 100 kN

H
 =

 4
 m

2d = 40 cm d

P2 =10 kN

P2 = 5 kN

Hình 10.33
a)

h

2 m

1,2 m

b)

 

10.7  Moät khung tieát dieän chöõ nhaät ñeàu, coù thanh caêng AB, chòu taùc duïng 
cuûa taûi troïng nhö H.10.34. Veõ bieåu ñoà noäi löïc cuûa khung vaø noäi löïc keùo 
trong thanh AB. xaùc ñònh öùng suaát σmax, σmin vaø vò trí ñöôøng trung hoaø taïi 
maët caét ngang K.  
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I24

q = 4kN/m

P = 4 kN

H
=
3
m

L = 2 m

Hình 10.35Hình 10.34

A

K

q = 6 kN/m

h = 2b

b =
20 cm

L/2 = 4 m L/2 = 4 m

2 m

4 m

B

 

10.8  Moät khung tieát dieän chöõ I24, chòu taùc duïng cuûa taûi troïng nhö H.10.35. 
xaùc ñònh noäi löïc taïi tieát dieän chaân coät. Kieåm tra beàn.  

 Cho [σ]=16 kN/cm2.  

10.9  Moät thanh gaãy khuùc tieát dieän troøn ñöôøng kính d  chòu löïc nhö H.10.36. 
Veõ bieåu ñoà noäi löïc, xaùc ñònh ñöôøng kính d theo thuyeát beàn öùng suaát tieáp 
lôùn nhaát. Cho [σ] = 2,8 kN/cm2.  

30 cm

10 cm

d

d

d

40
cm

P1 = 0,8 kN

P2=0,5 kN

Hình 10.36  
10.10  Moät truïc truyeàn ñoäng tieát dieän troøn ñöôøng kính d coù sô ñoà tính nhö       

H.10.37. Veõ bieåu ñoà noäi löïc, xaùc ñònh ñöôøng kính d theo thuyeát beàn öùng 
suaát tieáp lôùn nhaát. Cho [σ] = 10 kN/cm2.  
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M4 = 4 kNm

aa a a a

M1 =10 kNmM2 = 2 kNm M3 = 4 kNm

P P P=1 kNP

a

Hình 10.37  
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Chöông 11: Oån ñònh thanh thaúng chòu neùn ñuùng taâm 1 

Chöông 11 

OÅN ÑÒNH CUÛA THANH THAÚNG CHÒU NEÙN ÑUÙNG TAÂM 
11.1  KHAÙI NIEÄM VEÀ SÖÏ OÅN ÑÒNH CUÛA TRAÏNG THAÙI CAÂN BAÈNG 

Ñeå ñaùp öùng yeâu caàu chòu löïc bình thöôøng, moät thanh phaûi thoûa maõn 
ñieàu kieän beàn vaø cöùng, nhö ñaõ ñöôïc trình baøy trong caùc chöông tröôùc ñaây. 
Tuy nhieân, trong nhieàu tröôøng hôïp, thanh coøn phaûi thoûa maõn theâm ñieàu 
kieän oån ñònh. Ñoù laø khaû naêng duy trì hình thöùc bieán daïng ban ñaàu neáu bò 
nhieãu. Trong thöïc teá, nhieãu coù theå laø caùc yeáu toá sai leäch so vôùi sô ñoà tính 
nhö ñoä cong ban ñaàu, söï nghieâng hoaëc leäch taâm cuûa löïc taùc duïng... 

Khaùi nieäm oån ñònh coù theå minh hoïa baèng caùch xeùt söï caân baèng cuûa 
quaû caàu treân caùc maët loõm, loài vaø phaúng treân H.11.1. 

 
 

 
 

 Neáu cho quaû caàu moät chuyeån dòch nhoû (goïi laø nhieãu)  töø vò trí ban ñaàu 
sang vò trí laân caän roài boû nhieãu ñi thì: 

- Treân maët loõm, quaû caàu quay veà vò trí ban ñaàu: söï caân baèng ôû vò trí 
ban ñaàu laø oån ñònh. 

- Treân maët loài, quaû caàu chuyeån ñoäng ra xa hôn vò trí ban ñaàu: söï caân 
baèng ôû vò trí ban ñaàu laø khoâng oån ñònh. 

- Treân maët phaúng, quaû caàu giöõ nguyeân vò trí môùi: söï caân baèng ôû vò trí 
ban ñaàu laø phieám ñònh. 

Hieän töôïng töông töï cuõng coù theå xaûy ra ñoái vôùi söï caân baèng veà traïng 
thaùi bieán daïng cuûa heä ñaøn hoài. Chaúng haïn vôùi thanh chòu neùn treân H.11.2. 
Trong ñieàu kieän lyù töôûng (thanh thaúng tuyeät ñoái, löïc P hoaøn toaøn ñuùng 
taâm...) thì thanh seõ giöõ hình daïng thaúng, chæ co ngaén do chòu neùn ñuùng 
taâm. Neáu cho ñieåm ñaët cuûa löïc P moät chuyeån vò beù δ do moät löïc ngang naøo 
ñoù gaây ra, sau ñoù boû löïc naøy ñi thì seõ xaûy ra caùc tröôøng hôïp bieán daïng nhö 
sau: 

H.11.1  Söï caân baèng veà vò trí cuûa quaû caàu 
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Chöông 11: Oån ñònh thanh thaúng chòu neùn ñuùng taâm 2 

+ Neáu löïc P nhoû hôn moät giaù trò Pth naøo ñoù, goïi laø löïc tôùi haïn, töùc laø     
P < Pth, thì thanh seõ phuïc hoài laïi traïng thaùi bieán daïng thaúng. Ta noùi thanh 
laøm vieäc ôû traïng thaùi  oån ñònh. 
 + Neáu P > Pth thì chuyeån 
vò δ seõ taêng vaø thanh bò cong 
theâm. Söï caân baèng cuûa traïng 
thaùi thaúng (δ = 0) laø khoâng oån 
ñònh. Ta noùi thanh ôû traïng 
thaùi maát oån ñònh .Trong thöïc 
teá thanh seõ coù chuyeån vò δ vaø 
chuyeån sang hình thöùc bieán 
daïng môùi bò uoán cong, khaùc 
tröôùc veà tính chaát, baát lôïi veà ñieàu kieän chòu löïc.  

+ ÖÙng vôùi P = Pth thì thanh vaãn giöõ nguyeân chuyeån vò δ vaø traïng thaùi 
bieán daïng cong. Söï caân baèng cuûa traïng thaùi thaúng laø phieám ñònh. Ta noùi 
thanh  ôû traïng thaùi tôùi haïn 
        H.11.3 giôùi thieäu theâm  vaøi keát caáu  coù theå bò maát oån ñònh nhö daàm 
chòu uoán, vaønh troøn chòu neùn ñeàu…  

 Khi xaûy ra maát oån ñònh duø chæ 
cuûa moät thanh cuõng daãn tôùi söï suïp ñoå 
cuûa toaøn boä keát caáu. Tính chaát phaù 
hoaïi do maát oån ñònh laø ñoät ngoät vaø 
nguy hieåm. Trong lòch söû ngaønh xaây 
döïng ñaõ töøng xaûy ra nhöõng thaûm hoïa 
saäp caàu chæ vì söï maát oån ñònh cuûa moät 
thanh daøn chòu neùn nhö caàu Mekhelstein ôû Thuïy Só (1891), caàu Lavrentia ôû 
Myõ (1907)... Vì vaäy khi thieát keá caàn phaûi ñaûm baûo caû ñieàu kieän oån ñònh, 
ngoaøi ñieàu kieän beàn vaø ñieàu kieän cöùng ñaõ neâu tröôùc ñaây. 

Ñieàu kieän oån ñònh: [ ]
oâñ

oâñ k
PPP th=≤                      (11.1) 

                     Hay : [ ]
oâñ

oâñ k
PPN th

z =≤                    (11.2) 

koâñ : Heä soá an toaøn veà maët oån ñònh, do quy ñònh, vaø thöôøng lôùn hôn heä 
soá an toaøn veà ñoä beàn n. 

P ( hay Nz ) : Löïc neùn ( noäi löïc neùn ) thanh. 

 P< Pth 

a) 

P= Pth 
δ

P> Pth 

TT Oån ñònh
b) 

TT tôùi haïn

c) 
TT maát Oån ñònh

H. 11.2 Söï caân baèng cuûa TT bieán daïng 

q > qth 

P > Pth 

H. 11.3 Caùc daïng maát oån ñònh
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11.2  KHAÛO SAÙT OÅN ÑÒNH TRONG MIEÀN ÑAØN HOÀI 
1- Tính löïc tôùi haïn  Pth thanh coù keát khôùp hai ñaàu ( Baøi toaùn Euler) 
Xeùt thanh thaúng lieân keát khôùp hai ñaàu, 

chòu neùn bôûi löïc tôùi haïn Pth. Khi bò nhieãu, 
thanh seõ bò uoán cong  vaø caân baèng ôû hình 
daïng môùi nhö treân H.11.4a. 

    Ñaët heä truïc toaï ñoä (x,y,z) nhö H.11.4a 
         Xeùt maët caét coù hoaønh ñoä z ;  
         Ñoä voõng ôû maët  caét naày laø y. 

 Ta coù phöông trình vi phaân ñöôøng ñaøn hoài:      

EJ
My −=''                (a)               

Vôùi: moâmen uoán M = Pth y    (b)        (töø ñieàu kieän caân baèng treân H.11.4b) 

 (b) vaøo (a) ⇒ 
EJ

yPy th−=''    hay     0'' =+ y
EJ
Py th     

 Ñaët:  
EJ
Pth=2α  ⇒  02'' =α+ yy                                       (c) 

 Nghieäm toång quaùt cuûa (c) laø: 
   sin( ) cos( )y A z B zα α= +                 (d) 
 Caùc haèng soá ñöôïc xaùc ñònh töø ñieàu kieän bieân y(0) = 0 vaø y(L) = 0. 

Vôùi:  y(0) = 0 ⇒   B = 0 
         y(L) = 0 ⇒   sin( ) 0A Lα =  
ñeå baøi toaùn coù nghóa 0)( ≠zy  ⇒  0≠A , ⇒ sin( ) 0Lα =  

phöông trình naøy coù nghieäm  L nα π= , vôùi n = 1, 2, 3,...  

  ⇒  
2 2

2th
n EJP

L
π

=               (e) 

Thöïc teá, khi löïc neùn ñaït ñeán giaù trò tôùi haïn nhoû nhaát theo (e) öùng vôùi n = 1 
thì thanh ñaõ bò cong. Vì vaäy, caùc giaù trò öùng vôùi n > 1 khoâng coù yù nghóa. 

Ngoaøi ra, thanh  seõ cong trong maët phaúng coù ñoä cöùng uoán nhoû nhaát. 
Do ñoù, coâng thöùc tính löïc tôùi haïn cuûa thanh thaúng hai ñaàu lieân keát khôùp laø:  

                       
2

min
2th

EJP
L

π
=                                            (11.3) 

 Ñöôøng ñaøn hoài töông öùng coù daïng moät nöûa soùng hình sine: 
  sin( )zy A

L
π

=                                                (11.4) 

vôùi: A laø moät haèng soá beù, theå hieän ñoä voõng giöõa nhòp. 

H. 11.4 
  

l y(z)

Pth

y
M

y

b)

Pth
Pth

z
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2- Tính Pth  thanh coù caùc lieân keát khaùc ôû ñaøu thanh 

AÙp duïng phöông phaùp treân cho thanh coù caùc lieân keát khaùc nhau ôû hai 
ñaàu,  ta ñöôïc coâng thöùc tính löïc tôùi haïn coù daïng chung: 

2 2
min

2th
m EJP

L
π

=           (11.5) 

vôùi: m - laø soá nöûa soùng hình sine cuûa ñöôøng ñaøn hoài khi maát oån ñònh. 

 Ñaët 
m
1

=μ ,  goïi laø heä soá quy ñoåi, (11.5) thaønh  

   
( )

2
min
2th

EJP
L

π
μ

=                                                            (11.6) 

(11.6) ñöôïc goïi chung laø coâng thöùc Euler 
Daïng maát oån ñònh vaø heä soá μ cuûa thanh coù lieân keát hai ñaàu khaùc nhau 

theå hieän treân H.11.5.  

3- ÖÙng suaát tôùi haïn 
ÖÙng suaát trong thanh thaúng chòu neùn ñuùng taâm bôûi löïc Pth goïi laø öùng 

suaát tôùi haïn vaø ñöôïc xaùc ñònh theo coâng thöùc: 

   
( ) ( )

2 2 2 2
min min

2 2 2

min

th
th

P EJ Ei E
F L F L L

i

π π πσ
μ μ μ

= = = =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

           (11.7) 

vôùiù: 
F

Ji min
min =  laø baùn kính quaùn tính nhoû nhaát cuûa tieát dieän . 

 Ñaët 
min

L
i
μλ =  : ñoä maûnh cuûa thanh                      (11.8) 

  (11.7)  thaønh:   2

2

λ
π

=σ
E

th             (11.9) 

Ñoä maûnh λ khoâng coù thöù nguyeân, phuï thuoäc vaøo chieàu daøi thanh, ñieàu 
kieän lieân keát vaø ñaêïc tröng hình hoïc cuûa tieát dieän; thanh coù ñoä maûnh caøng 
lôùn thì caøng deã maát oån ñònh. 

m=1/2
μ= 2 

H. 11.5  Daïng maát oån ñònh vaø heä soá μ 

m= 1
μ= 1

m= 1,43
μ= 0,7

m= 2 
μ= 1/2

m= 1 
μ= 1

m=1/2
μ= 2 
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4- Giôùi haïn aùp duïng coâng thöùc Euler 

Coâng thöùc Euler ñöôïc xaây döïng treân cô sôû phöông trình vi phaân ñöôøng 
ñaøn hoài, vì vaäy chæ aùp duïng ñöôïc khi vaät lieäu coøn laøm vieäc trong giai ñoaïn 
ñaøn hoài, töùc laø öùng suaát trong thanh nhoû hôn giôùi haïn tyû leä: 

   tlth
E

σ≤
λ
π

=σ 2

2
 

hay:    
tl

E
σ
π

≥λ
2

             (f) 

 Neáu ñaët:     
tl

o
E

σ
π

=λ
2

                                                         (11.10)  

thì ñieàu kieän aùp duïng cuûa coâng thöùc Euler laø:  
    oλ≥λ                                                                 (11.11) 

trong ñoù: λo - ñöôïc goïi laø ñoä maûnh giôùi haïn vaø laø moät haèng soá ñoái vôùi moãi 
loaïi vaät lieäu.  

Thí duï: Theùp xaây döïng thoâng thöôøng λo = 100,  goã λo = 75;  gang λo = 80. 

 Neáu oλλ ≥ thì goïi laø ñoä maûnh lôùn.  

Nhö vaäy, coâng thöùc Euler chæ aùp duïng ñöôïc cho thanh coù ñoä maûnh lôùn. 
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Chöông 11: Oån ñònh thanh thaúng chòu neùn ñuùng taâm 6 

11.3  OÅN ÑÒNH NGOAØI MIEÀN ÑAØN HOÀI 

1- YÙ nghóa 
Coâng thöùc Euler chæ aùp duïng ñöôïc khi vaät 

lieäu ñaøn hoài. Ñoà thò cuûa phöông trình (11.6) laø 
moät hyperbola nhö treân H.11.6, chæ ñuùng khi 

tlth σσ ≤ . 

Khi tlth σσ f  ⇔ vaät lieäu laøm vieäc ngoaøi mieàn 
ñaøn hoài, caàn thieát phaûi coù coâng thöùc khaùc ñeå tính Pth.  

2- Coâng thöùc thöïc nghieäm Iasinski 

Coâng thöùc Iasinski ñöôïc ñeà xuaát döïa treân nhieàu soá lieäu thöïc nghieäm, 
phuï thuoäc vaøo ñoä maûnh cuûa thanh. 
 - Thanh coù ñoä maûnh vöøa oλλλ p≤1 :  

     bath λ−=σ             (11.12) 

vôùi: a vaø b laø caùc haèng soá phuï thuoäc vaät lieäu, ñöôïc xaùc ñònh baèng thöïc 
nghieäm: • Theùp xaây döïng:  a = 33,6 kN/cm2;   b = 0,147 kN/cm2 

     • Goã:                a = 2,93 kN/cm2;   b = 0,0194 kN/cm2 
ñoä maûnh λ1 ñöôïc xaùc ñònh töø coâng thöùc: 
    

b
a tlσ−

=λ1                          (11.13) 

thöïc nghieäm cho thaáy phaïm vi giaù trò 40301 ÷=λ  
 - Thanh coù ñoä maûnh beù 1λλ p : Khi naøy thanh khoâng maát oån ñònh maø 
ñaït ñeán traïng thaùi phaù hoaïi cuûa vaät lieäu. Vì vaäy, ta coi: 

  bth σσσ == 0   ñoái vôùi vaät lieäu doøn 

   chth σσσ == 0  ñoái vôùi vaät lieäu deûo          (11.14) 

 
 vaø  Löïc tôùi haïn cuûa thanh : Pth = σ th . F           (11.15) 
 
 
 
 
 
 
 

Hyperbola Euler

I asinski 

λ1 λ

H. 11.6  ÖÙng suaát tôùi haïn

στh

σ0
στl

λ0 
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Chöông 11: Oån ñònh thanh thaúng chòu neùn ñuùng taâm 7 

Thí duï 11.1  Tính Pthï vaø σth cuûa moät coät laøm baèng theùp soá 3 coù maët caét 
ngang hình chöõ Ι soá 22. Coät coù lieân keát khôùp hai ñaàu. Xeùt hai tröôøng hôïp: 

a. Chieàu cao cuûa coät 3,0 m 
b. Chieàu cao cuûa coät 2,25 m 

Bieát: E = 2,1.104 kN/cm2;σtl = 21 kN/cm2 ; λo = 100 
Caùc haèng soá trong coâng thöùc Iasinski : a= 33,6 kN/cm2, b=0,147 kN/cm2 
                                              Giaûi.  
Tra baûng theùp ñònh hình (phuï luïc ) ta coù caùc soá lieäu cuûa theùp Ι No22: 

2
min 6,30F  ; 27,2 cmcmii y === ; theo lieân keát cuûa thanh thì ta coù 1=μ . 

 + Tröôøng hôïp a) 
 Ñoä maûnh : 100132

27,2
300.1

min

=>=== oi
l λμλ  

 Thanh coù ñoä maûnh lôùn, aùp duïng coâng thöùc Euler 

        2
2

42

2

2

/ 88,11
132

10.1,2 cmkNE
th ===

π
λ
πσ  

  ⇒      kNFP thth 62,3636,30.88,11 === σ . 

  + Tröôøng hôïp b) 
 Ñoä maûnh :     0

min

11,99
27,2

225.1 λμλ <===
i

l  

      7,85
147,0

216,33
1 =

−
=

σ−
=λ

b
a tl    01 λ<λ<λ→  

 Thanh coù ñoä maûnh vöøa, duøng coâng thöùc Iasinski: 
  2/37,2090.147,06,33 cmkNbath =−=λ−=σ  
         kNFP thth  32,6236,30.37,20 === σ . 

Chuù yù: - Neáu lieân keát cuûa thanh trong hai maët phaúng quaùn tính gioáng nhau   
trong caùc coâng thöùc ñaõ coù seõ duïng Jmin vaø imin. 

    - Neáu lieân keát cuûa thanh trong hai maët phaúng quaùn tính khaùc nhau 
thì khi maát oån ñònh thanh seõ cong trong maët phaúng coù ñoä maûnh lôùn vaø caùc 
ñaïi löôïng J , i seõ laáy trong maët phaúng naøy. 
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Chöông 11: Oån ñònh thanh thaúng chòu neùn ñuùng taâm 8 

11.4  PHÖÔNG PHAÙP THÖÏC HAØNH TÍNH OÅN ÑÒNH THANH CHÒU NEÙN 

1- Phöông phaùp tính:  Thanh chòu neùn caàn phaûi thoûa : 

 ♦ Ñieàu kieän beàn:  [ ]n
th

P
F

σ σ= ≤ ; vôùi:  
n
o

n
σ

=σ][                      (11.16) 

trong ñoù: n - heä soá an toaøn veà ñoä beàn 
    Fth - dieän tích tieát dieän giaûm yeáu (bò khoeùt loã); neáu khoâng khoeùt loã       

thì Fth = F laø tieát dieän nguyeân 

 ♦ Ñieàu kieän oån ñònh: oâñ][σσ ≤=
F
P   ;  vôùi: 

oâñ
oâñ k

thσσ =][            (11.17) 

trong ñoù: koâñ ( hay k)- heä soá an toaøn veà oån ñònh.  
  Vì söï giaûm yeáu cuïc boä taïi moät soá tieát dieän coù aûnh höôûng khoâng ñaùng 
keå ñeán söï oån ñònh chung cuûa thanh. 

Do tính chaát nguy hieåm 
cuûa hieän töôïng maát oån ñònh vaø 
xeùt ñeán nhöõng yeáu toá khoâng 
traùnh ñöôïc nhö ñoä cong ban 
ñaàu, ñoä leäch taâm cuûa löïc neùn … 
neân choïn  koâñ > n, vaø k thay ñoåi 
phuï thuoäc vaøo ñoä maûnh. Theùp 
xaây döïng coù koâñ = 1,8 ÷ 3,5 nhö 
minh hoïa treân H.11.7; gang     
koâñ = 5 ÷ 5,5; goã koâñ = 2,8 ÷ 3,2. 

Ñeå thuaän tieän cho tính toaùn 
thöïc haønh, ngöôøi ta ñöa vaøo 
khaùi nieäm heä soá uoán doïc hoaëc heä soá giaûm öùng suaát cho pheùp ϕ ñöôïc 
ñònh nghóa nhö sau: 
   

k
n

o

th

n σ
σ

=
σ
σ

=ϕ
][
][ oâñ  

ϕ < 1, vì caû hai tæ soá: 1<
σ
σ

o

th  vaø 1<
k
n  

töø ñoù: ][][ σϕσ =oâñ , vaø ñieàu kieän oån ñònh trôû thaønh: nF
P ][σϕσ ≤=      (11.18) 

hay:        nF
P ][σ
ϕ

≤  ; 

 hay:              [ ] FPP n][σϕ=≤  oâñ                                                        (11.19) 

Ñieàu kieän oån ñònh (11.18) thoaû, ñieàu kieän beàn (11.16) khoâng caàn kieåm tra 

σ,kG/cm2

2400

2000

1400

1000

k =1,7

0 50 100 150 200
 

250
 λ 

 

k 

k

k = 3,5

Euler Hyperbola 
2400

Ñöôøng giôùi haïn öùng suaát

Hình.11.7 Heä soá an toaøn koâñ cho theùp
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Chöông 11: Oån ñònh thanh thaúng chòu neùn ñuùng taâm 9 

Heä soá ϕ = ϕ ],,[ kE λ  ñöôïc cho ôû baûng 11.1 
 
 

Baûng 11.1  Heä soá ϕ 
 

 

Trò soá  ϕ  ñoái vôùi 
Ñoä 

maûnh 
λ 

Theùp 
soá 

2,3,4 

Theùp 
soá 5 

Theùp 
CΠK  

Gang Goã 

0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 
10 0,99 0,98 0,97 0,97 0,99 
20 0,96 0,95 0,95 0,91 0,97 
30 0,94 0,92 0,91 0,81 0,93 
40 0,92 0,89 0,87 0,69 0,87 
50 0,89 0,86 0,83 0,54 0,80 
60 0,86 0,82 0,79 0,44 0,71 
70 0,81 0,76 0,72 0,34 0,60 
80 0,75 0,70 0,65 0,26 0,48 
90 0,69 0,62 0,55 0,20 0,38 

100 0,60 0,51 0,43 0,16 0,31 
110 0,52 0,43 0,35  0,25 
120 0,45 0,36 0,30  0,22 
130 0,40 0,33 0,26  0,18 
140 0,36 0,29 0,23  0,16 
150 0,32 0,26 0,21  0,14 
160 0,29 0,24 0,19  0,12 
170 0,26 0,21 0,171  0,11 
180 0,23 0,19 0,15  0,10 
190 0,21 0,17 0,14  0,09 
200 0,19 0,16 0,13  0,08 
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Chöông 11: Oån ñònh thanh thaúng chòu neùn ñuùng taâm 10 

Vì ϕ < 1 neân thöôøng chæ caàn kieåm tra ñieàu kieän oån ñònh laø ñuû. Tuy 
nhieân, neáu thanh coù giaûm yeáu cuïc boä do lieân keát bu loâng, ñinh taùn… thì caàn 
kieåm tra caû hai ñieàu kieän beàn vaø oån ñònh. 

 - Ñieàu kieän beàn:  [ ]n
th

P
F

σ σ= ≤  (11.20) 

 - Ñieàu kieän oån ñònh  nF
P ][σϕσ ≤=  (11.21)  

trong thöïc teá, neáu thoûa (11.21)  thì thöôøng cuõng thoûa (11.20). 
Ñoái vôùi baøi toaùn oån ñònh cuõng coù ba baøi toaùn: 
1. Kieåm tra oån ñònh: 

       nF
P ][σϕσ ≤=  (11.22)  

2. Xaùc ñònh taûi troïng cho pheùp: 
         nFP ][][ σϕ≤   (11.23)  
 Trong hai baøi toaùn treân, vì tieát dieän thanh ñaõ bieát neân coù theå suy ra heä 

soá ϕ  theo trình töï: F, I ϕμλ →=→
FJ

l
/

  (tra baûng 11.1) 

3. Choïn tieát dieän: 
       

n

PF
][σϕ

≥    (11.24)  

vieäc tìm F phaûi laøm ñuùng daàn, vì trong (11.22) chöùa hai bieán: F vaø ϕ (F). 
Trình töï nhö sau: 

 - Giaû thieát: ϕo = 0,5; tính ñöôïc: o
no

o
PF λ
σϕ

⇒=
][

 

 - Töø  oλ  tra baûng ta ñöôïc '
oϕ . Neáu oo ϕϕ ≠'  thì laáy: 

2

'

1
oo ϕ+ϕ

=ϕ  

 '
11

1
1 ][

ϕλ
σϕ

⇒⇒=⇒
n

PF  

thöôøng laëp laïi quaù trình tính khoaûng 2 - 3 laàn thì sai soá töông ñoái giöõa hai 
laàn tính ñuû nhoû (≤ 5%). 
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Thí duï 11.3  Choïn soá lieäu theùp  Ι cho thanh daøi 2,0m, lieân keát khôùp  hai 
ñaàu vaø chòu löïc neùn P = 230 kN. Bieát vaät lieäu laø theùp soá 2 coù 2/k 14][ cmNn =σ . 

      Giaûi:   
       a. Laàn choïn thöù nhaát 
 Giaû thieát 5,0=ϕ , ⇒  28,32

5,0.0,14
230

][
cmPF

n

==≥
ϕσ

 

 Tra baûng theùp ñònh hình ta choïn theùp chöõ Ι soá 24 coù F = 34,8 cm2,        
iy = imin = 2,37 cm,  ta coù ñoä maûnh: 

   4,84
37,2

200.1

min

===
i

lμλ  

 Tra baûng quan heä giöõa λ  vaø ϕ  ta ñöôïc 724,0=ϕ . Heä soá naøy khaùc vôùi 
giaû thieát ban ñaàu neân ta phaûi choïn laïi. 

b. Laàn choïn thöù hai  
  Giaû thieát:       612,0

2
724,05,0

=
+

=ϕ   ⇒ 284,26
14.612,0

230 cmF =≥  

 Tra baûng theùp ñònh hình ta tìm ñöôïc theùp chöõ Ι soá 20 vôùi F= 26,8 cm2, 
imin = 2,07 cm. Ñoä maûnh luùc ñoù baèng: 

    6,96
07,2

200.1
==λ  

tra baûng ta tìm ñöôïc 631,0=ϕ  gaàn ñuùng giaù trò 0,625 theo giaû thieát. Do ñoù, ta 
kieåm tra laïi ñieàu kieän oån ñònh: 

nF
P ][σ
ϕ

≤  ;   22 /k 14][/k 6,13
8,26.631,0

230 cmNcmN =<= σ  

Vaäy ta choïn theùp chöõ Ι soá 20. 
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2- Choïn maët caét ngang vaø vaät lieäu hôïp lyù 
 Khi thieát keá thanh chòu neùn, ngöôøi ta coá gaéng laøm cho khaû naêng chòu 
löïc cuûa thanh caøng lôùn caøng toát. Theo coâng thöùc (11.6) vaø (11.15) ta coù löïc 
tôùi haïn: 

- Trong mieàn ñaøn hoài:  2

2

)( l
EIPth

μ
π

=                           (11.6) 

 - Ngoaøi mieàn ñaøn hoài:  .th thP Fσ=                           (11.15) 

 
 Thöôøng thì chieàu daøi vaø lieân keát 
hai ñaàu thanh ñöôïc cho tröôùc. Vì vaäy, 
ñeå taêng Pth coù hai caùch: 
 1) Choïn vaät lieäu coù moâñun ñaøn 
hoài lôùn, Ví duï duøng theùp thay cho beâ 
toâng. Tuy nhieân, chæ duøng theùp cöôøng 
ñoä cao thay cho theùp cöôøng ñoä thaáp 
khi thanh laøm vieäc ngoaøi mieàn ñaøn 
hoài; coøn trong mieàn ñaøn hoài theùp coù 
moâñun ñaøn hoài gioáng nhau neân vieäc 
thay theá khoâng coù lôïi veà maët chòu löïc 
nhö ñoà thò treân H.11.8 theå hieän. 
 2) Neáu heä soá lieân keát μ  gioáng nhau theo hai phöông thì caáu taïo tieát 
dieän coù yx II = , vaø thöôøng laøm tieát dieän roãng ñeå taêng moâmen quaùn tính cuûa 
maët caét nhöng phaûi coù caáu taïo ñeå khoâng maát oån ñònh cuïc boä. Tieát dieän hôïp 
lyù cuûa coät chòu neùn trong thöïc teá thöôøng coù daïng nhö treân H.11.9 

 

 Neáu lieân keát hai phöông khaùc nhau thì neân caáu taïo tieát dieän sao cho coù  
   minmax λ=λ  

hay:     22
y

y

x

x JJ
μμ

=    (11.25) 

 

 

Hình 11.9  Daïng tieát dieän hôïp lyù

σth, MN/m2

300

240

200

100

Theùp hôïp kim

Theùp ít cacbon

0 40 80 100 120 160 λ
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11.5  XAÙC ÑÒNH LÖÏC TÔÙI HAÏN BAÈNG PHÖÔNG PHAÙP NAÊNG LÖÔÏNG 

 1- Khaùi nieäm 

 Vieäc tìm löïc tôùi haïn cuûa thanh coù ñoä maûnh lôùn theo phöông phaùp tónh 
do Euler thöïc hieän laø chính xaùc. Tuy nhieân, trong thöïc teá coù nhöõng baøi toaùn 
phöùc taïp hôn nhö thanh coù ñoä cöùng EJ thay ñoåi, löïc phaân boá doïc theo truïc 
thanh... thì vieäc thieát laäp vaø giaûi phöông trình vi phaân ñeå tìm löïc tôùi haïn trôû 
neân phöùc taïp. 
 Trong tröôøng hôïp ñoù, ngöôøi ta coù theå döïa treân nguyeân lyù baûo toaøn 
naêng löôïng ñeå tìm nghieäm gaàn ñuùng. 

 2- Phöông phaùp naêng löôïng xaùc ñònh löïc tôùi haïn 

 Giaû söû thanh chòu neùn ñuùng taâm bôûi löïc Pth, nhö ñöôïc minh hoïa treân 
H.11.10. 

l

y

dz e
dz

dez Pth

 
Hình 11.10  Xaùc ñònh löïc tôùi haïn 

 Döôùi taùc ñoäng cuûa nhieãu, thanh bò uoán cong vôùi phöông trình y(z), 
ñieåm ñaët cuûa löïc Pth dòch chuyeån moät ñoaïn e. Theo nguyeân lyù baûo toaøn 
naêng löôïng, coâng A cuûa löïc Pth baèng theá naêng bieán daïng uoán U cuûa thanh: 
    A = U  (11.26)  
trong ñoù:   ePA th=  (11.27)   

          ∫ ∫==
l

o

l

o

dzEJydz
EJ

MU 2''
2

2
1

2
 (11.28)   

 Ñeå xaùc ñònh ñoä co ngaén e cuûa thanh do söï uoán cong gaây ra, ta xeùt 
phaân toá thanh dz treân H.11.11. Ta coù: 

 )cos1(cos θ−=θ−= dzdzdzde dzdzdz
22

2)
2

sin2(
22

2 θ
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ=

θ
=  

hay:  dzyde
2
'2

=  (11.29)  

 Chuù yù raèng, vì goùc xoay θ  laø beù neân ôû treân ta ñaõ coi: 
              ';

22
sin ytg =θ=θ

θ
=

θ  

 Tích phaân (11.30) ta ñöôïc: 

   ∫∫ ==
l

o
dz2'y

2
1l

o
dz

2

2'ye  (11.30)  
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 Do ñoù: ∫=
l

o

th dzyPA 2'
2

 (11.31)  

 Theá (11.31) vaø (11.28) vaøo (11.26) ta coù: 
 ∫∫ =

l

o

l

o

th dzEIydzyP 2"2

2
1'

2
 

hay:             
∫

∫
= l

o

l

o
th

dzy

dzEIy
P

2

2"

'
 (11.32)  

 Khi tìm löïc Pth theo phöông phaùp naêng löôïng, ta choïn y(z) thoûa ñieàu 
kieän bieân vaø theá vaøo (11.33). Vì thöôøng y(z) laø gaàn ñuùng neân löïc Pth cuõng 
gaàn ñuùng. Söï sai leäch cuûa ñöôøng ñaøn hoài y(z) coù yù nghóa nhö laø thanh ñöôïc 
ñaët theâm moät heä lieân keát ñaøn hoài naøo ñoù phaân boá doïc theo truïc thanh vaø 
laøm cho thanh trôû neân cöùng hôn. Vì vaäy, löïc Pth tìm theo phöông phaùp naêng 
löôïng luoân lôùn hôn giaù trò thaät (chæ baèng giaù trò thaät khi ñöôøng ñaøn hoài ñöôïc 
choïn chính xaùc). 
 
Thí duï 11.4  Tìm löïc Pth cho thanh treân H.11.11  
vôùi EJ = haèng soá 
    Giaûi.  
Giaû söû ñöôøng ñaøn hoài ñöôïc choïn gaàn ñuùng theo 
daïng do löïc phaân boá ñeàu gaây ra nhö sau:  
    )2( 323 llzzzy +−α=   
vôùi α - laø moät haèng soá beù. 
ta coù:     )64(' 323 llzzy +−α=  
           )(12'' 2 lzzy −α=  
theá vaøo (11.33) ta tìm ñöôïc: 2

882,9
l

EIPth =       

So vôùi nghieäm chính xaùc 22

2 8696,9
l

EI
l
EIPth =

π
=  thì keát quaû tính lôùn hôn 0,25%. 

 Neáu ñöôøng ñaøn hoài choïn laø moät nöûa soùng hình sine, töùc laø truøng vôùi 
ñöôøng ñaøn hoài chính xaùc cuûa baøi toaùn Euler, thì Pth tìm theo phöông phaùp 
naêng löôïng cuõng cho keát quaû chính xaùc. 

 

 

 

l 

Hình 11.11
  

Tìm P th baèng 
phöông  phaùp naêng löôïn

g 

P th 
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BAØI TAÄP CHÖÔNG 11  

11.1 Cho boán thanh coù maët caét ngang nhö nhau laøm baèng cuøng moät loaïi 
vaät lieäu vaø coù lieân keát nhö treân H.11.1.  
 Neáu muoán chòu ñöôïc cuøng moät löïc neùn ñuùng taâm thì chieàu daøi cuûa moãi 
thanh phaûi baèng bao nhieâu La. Giaû thieát vaät lieäu maát oån ñònh trong mieàn ñaøn 
hoài vaø EJ = haèng soá. 

a) b) c) d)

l a l b l c l d

 
                                  Hình 11.1 

11.2  Thanh coù chieàu daøi L = 3 m, moät ñaàu ngaøm, moät ñaàu khôùp. Haõy xaùc 
ñònh löïc tôùi haïn cuûa thanh trong ba tröôøng hôïp sau ñaây: 
a. Maët caét hình troøn baùn kính R = 4 cm, vaät lieäu laø gang xaùm coù:         
σtl = 17,8 kN/cm2; E = 1,15.104 kN/cm2. 

b. Maët caét hình troøn roãng baùn kính ngoaøi R = 3 cm vaø baùn kính trong  

r = 2 cm, vaät lieäu laø ñura coù σtl = 18 kN/cm2; E = 0,71.104 kN/cm2. 
c. Maët caét hình vuoâng caïnh 15 cm × 15 cm, vaät lieäu baèng goã coù:         
σtl = 1,7 kN/cm2; E = 0,1.104 kN/cm2. Bieát hai heä soá trong coâng thöùc 
Iasinski laø a = 2,93 kN/cm2 vaø b = 0,0194 kN/cm2  

11.3  Cho thanh baèng gang coù l = 1,6 m; 

 a = 6 cm; t = 1 cm nhö H.11.14. Xaùc ñònh 
löïc tôùi haïn vaø öùng suaát tôùi haïn. Cho λo = 80;      
a = 77,6 kN/cm2; b = 1,2 kN/cm2. Muoán 
thanh maát oån ñònh khi vaät lieäu coøn laøm vieäc 
trong giôùi haïn ñaøn hoài thì chieàu daøi cuûa 
thanh phaûi bao nhieâu? 
 
 

Hình 11.3 

t
a 

at

P 

l
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P = 200kN

5 
m

20

2L 160 x100 x9

P = 200kN

3 
m 4L 80 x 6

11.4  Kieåm tra oån ñònh cuûa caùc 
thanh cho treân H.11.4, neáu [σ] 
= 14 kN/cm2. Löïc neùn cho pheùp 
lôùn nhaát laø bao nhieâu? Vaät lieäu 
cuûa thanh theùp laø theùp soá 3. 

                                            
  

                       a)                           b) 
                                                    Hình 11.4 

11.5  Cho hai heä thanh chòu löïc nhö treân H.11.5. Xaùc ñònh soá hieäu maët caét 
chöõ I cuûa thanh choáng AB, bieát [σ ] = 16 kN/cm2. Vaät lieäu laø theùp soá 3. 

  Xaùc ñònh heä soá an toaøn veà oån ñònh cuûa caùc thanh ñoù. 

 

11.6  Moät giaù ñôõ chòu taûi troïng phaân boá ñeàu nhö treân H.11.6. Xaùc ñònh trò soá 
cho pheùp cuûa cöôøng ñoä taûi troïng phaân boá taùc duïng leân giaù. Thanh AB coù 
maët caét hình vuoâng caïnh 5 cm x 5 cm laøm baèng goã coù [σ] = 1 kN/cm2. 

 
 

 

P = 950 kN

B

A

2 m 3 m 2 m

a) 

q = 40 kN/m P = 200 kN 

2 m 

A C 

b)

Hình 11.5

B
60o

2 m 4 m

5 cm

Hình 11.6

10 m

8 m

x

y

a

B

C

A
D 

P = 100 kN 
q

11

Hình 11.7
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11.7 Moät daàm caàu truïc AD chòu löïc nhö H.11.7. Coät BC laøm baèng hai theùp 
chöõ I soá 14 gheùp laïi sao cho moâ men quaùn tính ñoái vôùi hai truïc baèng nhau. 
Xaùc ñònh chieàu daøi toái ña cuûa muùt thöøa a, bieát raèng coät laøm vieäc baát lôïi nhaát 
khi xe caàu truïc mang moät troïng löôïng 100 kN ñaët ôû ñaàu muùt thöøa. Taûi troïng 
phaân boá q = 4 kN/m. 

L 100 x 100 x 10

a

a

L 80 x 80 x 6

2 
m

l
A

B
1 cm

1 
cm

6 m

P

 

               Hình 11.8           Hình 11.9 

11.8  Heä thanh chòu löïc nhö H.11.8. Xaùc ñònh chieàu daøi l cuûa thanh choáng 
AB laøm baèng theùp coù [σ] = 14 kN/cm2. Cho bieát taûi troïng P = 300 kN. 

11.9  Moät thanh chòu neùn ñuùng taâm ñöôïc laøm baèng boán theùp goùc ñeàu caïnh 
loaïi 80 × 80 × 6 (H.11.9). Xaùc ñònh kích thöôùc a cuûa maët caét. Bieát thanh 
daøi l = 6 m hai ñaàu lieân keát khôùp vaø chòu löïc neùn ôû ñaàu coät P =200 kN. 
Vaät lieäu coù [σ] = 20 kN/cm2. 

11.10 Moät coät goã daøi L= 3 m, maët caét hình chöõ nhaät b × h. Ñaàu döôùi cuûa coät 
ñöôïc choân vaøo neàn beâ toâng, ñaàu treân coù theå tröôït theo moät khe nhoû 
song song vôùi phöông chieàu daøi h cuûa maët caét (H.11.10). Xaùc ñònh kích 
thöôùc cuûa maët caét b × h sao cho maët caét laø hôïp lyù nhaát. Cho bieát löïc 
neùn P = 100 N, [σ] = 1 kN/cm2. 

 

  3 
m

b

P

h

P
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Chöông 12  

 

UOÁN NGANG VAØ UOÁN DOÏC ÑOÀNG THÔØI 

 

12.1  ÑAËC ÑIEÅM BAØI TOAÙN 

 Xeùt moät thanh chòu uoán bôûi taùc ñoäng ñoàng thôøi cuûa löïc ngang R vaø 
löïc neùn doïc P nhö treân H.12.1. Neáu chuyeån vò laø ñaùng keå thì caàn phaûi xeùt 
caân baèng cuûa thanh treân sô ñoà bieán daïng vaø moâmen noäi löïc seõ bao goàm 
aûnh höôûng cuûa löïc R vaø P: 
   M(z) = MR + MP = MR + Py(z) (12.1)  
trong ñoù: MR -  moâmen uoán do rieâng taûi troïng ngang gaây ra 
  Py(z) - moâmen uoán do löïc doïc gaây ra. 

 

R

P z 
y(z) 

 
Hình 12.1  Uoán ngang vaø uoán doïc ñoàng thôøi 

 Baøi toaùn nhö vaäy ñöôïc goïi laø uoán ngang vaø uoán doïc ñoàng thôøi. 
 Ñaëc ñieåm cuûa baøi toaùn: 
 - Moâmen M(z) phuï thuoäc vaøo ñoä voõng y(z) 
 - Moâmen M(z) phuï thuoäc phi tuyeán vaøo löïc P vì ñoä voõng y(z) cuõng phuï 
thuoäc vaøo P. Vì vaäy, nguyeân lyù coäng taùc duïng khoâng aùp duïng ñöôïc cho loaïi 
baøi toaùn naøy. 

12.2  PHÖÔNG PHAÙP CHÍNH XAÙC 

 Ñeå tìm ñöôïc moâmen uoán, tröôùc heát caàn thieát laäp phöông trình vi phaân 
ñöôøng ñaøn hoài cuûa daàm chòu löïc neùn P vaø taûi troïng ngang. 

P P

q(z)

y(z)

q(z)

O

α

dz

P

Q + dQ

M + dMP
M

Q

  
Hình 12.2  Thanh chòu uoán neùn 
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 Xeùt caân baèng treân sô ñoà bieán daïng cuûa phaân toá thanh dz nhö treân 
H.12.2 
       0:0 =α−−−+=∑ tgPdzQdzMdMMMo    

chuù yù raèng :      
dz
dytg =α     

ta coù:           Q
dz
dyP

dz
dM

=−   (12.2) 

laáy ñaïo haøm hai veá cuûa (12.2), chuù yù raèng )(zq
dz
dQ

−= , ta coù phöông trình:         

         )(2

2

2

2
zq

dz
ydP

dz
Md

−=−   (12.3)  

theá "EIyM −= (*)  vaøo (12.3)  ta thu ñöôïc: 

            )(" zqPyEIyIV =+   (12.4)  
 Ñaây laø phöông trình vi phaân ñöôøng ñaøn hoài cuûa daàm chòu neùn uoán. 
Neáu bieát taûi troïng taùc duïng vaø caùc ñieàu kieän bieân thì coù theå giaûi (12.4) ñeå 
tìm ñöôøng ñaøn hoài, töø ñoù suy ra moâmen uoán theo phöông trình (*). Trong 
thöïc teá, thöôøng coù nhieàu quy luaät taûi troïng khaùc nhau treân chieàu daøi thanh 
neân vieäc giaûi phöông trình (12.4) raát phöùc taïp. Vì vaäy, ngöôøi ta thöôøng aùp 
duïng phöông phaùp gaàn ñuùng döôùi ñaây. 

12.3  PHÖÔNG PHAÙP GAÀN ÑUÙNG 

 Xeùt daàm ñôn giaûn chòu taûi troïng ñoái xöùng nhö H.12.3. 
q

f0

a)

q

f

b)

P

lll

Hình 12.3 Ñöôøng ñaøn hoài ñoái xöùng  

 Sô ñoà (a) chæ chòu taûi troïng ngang, vôùi ñoä voõng giöõa nhòp fo. 
 Sô ñoà (b) chòu ñoàng thôøi taûi troïng ngang vaø taûi troïng doïc, coù ñoä voõng 
giöõa nhòp f. 
 Giaû thieát ñöôøng ñaøn hoài coù daïng hình sine (gioáng daïng maát oån ñònh), ta 
coù phöông trình ñöôøng ñaøn hoài trong hai tröôøng hôïp nhö sau: 
    

l
zfy oo

π
= sin ;  

l
zfy π

= sin  

 Daïng phöông trình naøy thoûa ñieàu kieän bieân 0" == yy  taïi hai khôùp. 
Moâmen uoán noäi löïc töông öùng nhö sau: 

   oooo y
l

EI
l
zf

l
EIEIyM 2

2

2

2
" sin π

=
ππ

=−=  
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   y
l

EI
l
zf

l
EIEIyM 2

2

2

2
" sin π

=
ππ

=−=  

 Theá caùc keát quaû naøy vaøo phöông trình (12.1) ta coù: 

    Pyy
l

EIy
l

EI o +
π

=
π

2

2

2

2
 (12.5)  

töø ñoù suy ra:     
2

2
/1

)()(

l
EIP

zyzy o

π
−

=   

hay:       
th

o

P
P
zyzy

−
=

1

)()(   (12.6) 

vôùi: 2

2

l
EIPth

π
=  laø löïc tôùi haïn cuûa thanh khi maát oån ñònh trong maët    phaúng 

uoán. 
ñaïo haøm hai veá cuûa (12.6) vaø nhaân vôùi –EI ta coù: 

       
thP
P

zEIyzEIy
−

−
=−

1

)()(
"
0"  

hay:             
th

o

P
P

MzM
−

=
1

)(  (12.7)  

Chuù yù: - Neáu taûi khoâng ñoái xöùng nhöng cuøng höôùng veà moät phía thì caùc 
coâng thöùc treân keùm chính xaùc hôn nhöng vaãn duøng ñöôïc. 
  - Neáu thanh coù lieân keát hai ñaàu khaùc thì vaãn duøng ñöôïc caùc coâng thöùc 
(12.6), (12.7) nhöng caàn xeùt tôùi heä soá lieân keát μ  trong coâng thöùc Pth: 

       2

2

)( l
EIPth μ

π
=  (12.8)  

12.4  ÖÙNG SUAÁT VAØ KIEÅM TRA BEÀN 

 ÖÙng suaát lôùn nhaát ñöôïc tính theo coâng thöùc: 
          

)1(
max

th

o

P
PW

M
A
P

W
M

A
P

−
+=+=σ   (12.9)  

 Vì öùng suaát phuï thuoäc phi tuyeán vaøo taûi troïng neân kieåm tra beàn theo 
öùng suaát cho pheùp khoâng ñaûm baûo an toaøn theo heä soá n döï kieán. Trong 
tröôøng hôïp naøy, ngöôøi ta duøng ñieàu kieän an toaøn theo taûi troïng nhö sau: 

    o

th

o

P
nPW

nM
A

nP
σ≤

−
+

)1(
 (12.10)  

Ví duï 12.1  Tìm moâmen uoán vaø ñoä voõng lôùn nhaát cuûa daàm theùp chöõ INo36 
chòu löïc nhö treân H.12.4. 
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x

q = 2 kN/m

S = 120 kN

4m
y

Hình 12.4  

Giaûi. Söû duïng baûng tra theùp ñònh hình, töông öùng vôùi soá hieäu INo36 vaø caùc 
kyù hieäu treân hình treân, ta coù: 

A = 61,9 cm2;  Ix = 516 cm4;  Iy = 13380 cm4;  E = 2,1.104 kN/cm2 

 Trò soá lôùn nhaát cuûa moâmen uoán, ñoä voõng do taûi troïng ngang gaây ra taïi 
giöõa nhòp:  kNmqlMo  4

8
4.2

8

22
===  

    cm
EI
qly

x
o  615,0

516.10.1,2
400.10.2.

384
5.

384
5

4

424
===

−

 

 Trò soá löïc tôùi haïn: 
   

( ) ( )
kN

l
EIP x

th  668
400.1

516.10.1,2.
2

42

2

2
=

π
=

μ

π
=  

 Ñoä voõng cuûa daàm, theo coâng thöùc gaàn ñuùng: 
                    cm

P
S

yy

th

o 75,0

668
1201

615,0

1
=

−
=

−
= ,  taêng 22% so vôùi oy  

 Moâmen uoán lôùn nhaát, theo coâng thöùc gaàn ñuùng thöù nhaát: 
           kNmSyMM o 9,4075,0.1204 =+=+=  
 Moâmen uoán lôùn nhaát, theo coâng thöùc gaàn ñuùng thöù hai: 
 kNm

P
S

MM

th

o  87,4

668
1201

4

1
=

−
=

−
=  sai soá 0,5% so vôùi coâng thöùc gaàn ñuùng thöù 

nhaát.  
 Giaù trò moâmen trong tröôøng hôïp uoán ngang vaø doïc taêng 22,5% so vôùi 
moâmen chæ do löïc ngang gaây ra, töùc laø thieân veà an toaøn hôn. 

12.5  THANH COÙ ÑOÄ CONG BAN ÑAÀU 

1- AÛnh höôûng cuûa ñoä cong ban ñaàu 

 Xeùt thanh coù ñoä cong ban ñaàu, chòu löïc neùn P nhö treân H.12.5. Giaû söû 
ñöôøng cong ban ñaàu coù daïng: 
   

l
zayo
π

= sin   (12.11)  
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P z

yo

y1

a

y l/2l/2
 

Hình 12.5  Thanh coù ñoä cong ban ñaàu 

 Do taùc duïng cuûa löïc P, thanh bò voõng theâm coù phöông trình y1(z). Ñoä 
voõng toaøn phaàn:   y  = yo + y1  
 (12.12)    
 Moâmen uoán do löïc P gaây ra: 
   )( 1yyPPyM o +==  (12.13)  
 Phöông trình vi phaân ñoä voõng theâm: 
     )( 1

''
1 yyPMEIy o +−=−=  (12.14)  

theá (12.11) vaøo (12.14) vaø ñaët: 
EI
P

=α2  ta coù: 

   
l
zayy π

α−=α+ sin2
1

2''
1   (12.15)  

 Nghieäm cuûa phöông trình naøy coù daïng: 
       

l
za

l

zBzAy π

−
α
π

+α+α= sin
1

1cossin

22

21  (12.16)  

 Caùc ñieàu kieän bieân: 
00)(
00)0(

1

1

=⇒=
=⇒=

Aly
By   

 Do ñoù: 
l
za

l
EI
P

l
za

l

y π

−
π

=
π

−
α
π

= sin
1

1sin
1

1

2

2

22

21  

hay:    
l
za

k
ky π
−

= sin
11   (12.17)  

vôùi:    
2

2

l
EI
P

P
Pk
th π

==   (12.18)  

Ñoä voõng toaøn phaàn:
l
z

k
a

l
za

k
kayyy o

π
−

=
π

−
+=+= sin

1
sin)

1
(1  

hay:      
th

o

P
P

yy
−

=
1

   (12.19)  

 Moâmen lôùn nhaát giöõa nhòp: 
     

thP
P

PaPyM
−

==
1

maxmax  (12.20)  

 Neáu ñöôøng cong ban ñaàu coù daïng baát kyø thì coù theå phaân tích thaønh 
chuoãi Fourier nhö sau: ...2sinsin 21 +

π
+

π
=

l
za

l
zayo  (12.21)  

theá (12.13) vaøo (12.21)  vaø giaûi ra 1y  ta coù: 
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          ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

π
−

+
π

−
= ...2sin

2
sin

1 2
21

1 l
z

k
a

l
z

k
aky  (12.22)  

vì: 1<=
thP
Pk  neân khi P ñuû lôùn thì soá haïng ñaàu troäi haún vaø chæ caàn xeùt soá 

haïng naøy. 

2- Xaùc ñònh löïc tôùi haïn baèng thöïc nghieäm thanh lieân keát khôùp hai 
ñaàu 

 Xeùt thanh chòu neùn nhö treân H.12.6, trong thöïc teá thanh luoân coù ñoä 
cong ban ñaàu.  

P

a1 δ

Hình 12.6
Thanh coù ñoä cong ban ñaàu chòu neùn

a1

δ

α

tanα = Pth

Hình 12.7
 Caùch xaùc ñònh löïc tôùi haïn

p
δ

 

 Khi löïc P ñuû lôùn thì duø thanh bò cong ban ñaàu theá naøo, ta vaãn coù quan 
heä giöõa δ vaø 1a  theo (12.17): 
   

11
1

1
−

=
−

=δ

P
P

aa
k

k
th

  

hay:   1)( a
P

Pth −
δ

=δ  

 Ñaây laø phöông trình baäc nhaát cuûa hai bieán δ  vaø P/δ  neân coù ñoà thò laø 
moät ñöôøng thaúng nhö treân H.12.7. 
 Khi thí nghieäm, öùng vôùi moãi giaù trò löïc neùn iP , ta ño ñöôïc chuyeån vò iδ  
vaø tính ñöôïc ii P/δ , töø ñoù laäp baûng keát quaû thí nghieäm coù daïng: 
 

P P1 P2 …… Pn 

δ  1δ  2δ  …… nδ  

P/δ  11 /Pδ  22 /Pδ  …… nn P/δ  

 Töø ñoù xaùc ñònh caùc ñieåm treân heä truïc δδ −P  vaø veõ ñöôïc ñoà thò nhö treân 
H.12.7. Ta thöôøng duøng phöông phaùp bình phöông cöïc tieåu ñeå xaùc ñònh thP  
vaø ñoä voõng ban ñaàu lôùn nhaát 1a . 
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12.6  COÄT CHÒU NEÙN LEÄCH TAÂM 

 Xeùt coät maûnh chòu neùn leäch taâm bôûi löïc P nhö treân H.12.8. 
   

l
zayo
π

= sin   (12.11)  

 Do taùc duïng cuûa löïc P, coät bò cong vaø coù phöông trình y(z).  
 Moâmen uoán taïi moät tieát dieän do löïc P gaây ra: 
   )()}({ zPyPezyePM +=+=  (12.23) 
trong ñoù:  e  - laø ñoä leäch taâm ban ñaàu; y  - laø ñoä voõng cuûa truïc coät. 
 Phöông trình vi phaân ñöôøng ñaøn hoài nhö sau: 

       
EI
Mzy −=)(''                   (12.24)  

 Theá (12.23) vaøo (12.24) vaø ñaët 
EI
P

=α2  ta 

ñöôïc: 

         eyy 22" α−=α+                  (12.25)  

 Nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình naøy laø 

toång cuûa nghieäm thuaàn nhaát vaø nghieäm rieâng: 

         ezBzAy −α+α= cossin    (12.26)  

trong ñoù:  A vaø B - laø caùc haèng soá cuûa nghieäm 

thuaàn nhaát;  e - laø nghieäm rieâng. 

 Caùc ñieàu kieän bieân:  
  eBy =⇒= 0)0(   

   
2

tan
sin

)cos1(0)( le
l

leAly α
=

α
α−

=⇒=   

 Phöông trình ñöôøng ñaøn hoài trôû thaønh: 

       )1cossin
2

(tan −α+α
α

= zzley  (12.27) 

 Ñoä voõng lôùn nhaát taïi giöõa nhòp, töùc  
2
lz =  laø:  

       )1

2
cos

1(max −
α

==δ ley  (12.29) 

 (12.28) 

 Neáu e = 0 hoaëc P = 0 thì 0=δ .  

P

y

l

z

P

y(z)

e

e

Hình 12.8  Coät coù ñoä cong ban ñaàu

δ
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 Ñoà thò quan heä giöõa P  - δ  ñöôïc cho trong H.12.9. Ñoà thò naøy chæ coù yù 
nghóa khi vaät lieäu coøn ñaøn hoài, töùc laø δ  coøn nhoû vaø P < Pth. 

Pth

P

δ

e = 0

e = e1

e = e2

e2 > e1

Hình 12.9 Ñoà thò quan heä giöõa P  - δ  
 Moâmen uoán lôùn nhaát taïi giöõa nhòp ñöôïc tính: 
   

2
cos

1)( maxmax l
EI
P

PeyePM =+=  (12.30) 

 Quan heä maxM - P cho bôûi H.12.10. Khi P nhoû thì PeM ≈max , nhöng khi P 

lôùn thì maxM  taêng raát nhanh.  

 Töø caùc ñoà thò naøy ta thaáy quan heä P  - δ  vaø maxM - P  phi tuyeán. 

 Trong thöïc teá, tính coät maûnh chòu neùn leäch taâm caàn thieát phaûi xeùt ñaëc 
ñieåm phi tuyeán naøy ñeå ñaûm baûo an toaøn. 

P th

Mmax

P
Hình 12.10  Quan heä giöõa Mmax - P

Pe

 
 ÖÙng suaát cöïc ñaïi trong thanh: 

  
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+=+=σ

2
cos

11 2
max

max l
EI
Pr

ec
A
P

I
cM

A
P  (12.31) 

vôùi:  A - dieän tích tieát dieän thanh; r  - baùn kính quaùn tính  

 c  - khoaûng caùch töø truïc trung taâm ñeán meùp xa nhaát cuûa tieát dieän. 

 Vì öùng suaát phuï thuoäc phi tuyeán vaøo taûi troïng neân kieåm tra beàn theo 
öùng suaát cho pheùp khoâng ñaûm baûo an toaøn theo heä soá n döï kieán. Trong 
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tröôøng hôïp naøy, ngöôøi ta duøng ñieàu kieän an toaøn theo taûi troïng nhö phöông 
trình (12.10). 

BAØI TAÄP CHÖÔNG 12 

12.1 Tính öùng suaát neùn lôùn nhaát theo phöông phaùp gaàn ñuùng cuûa daàm chòu 
uoán ngang vaø uoán doïc ñoàng thôøi cho treân H.12.11. 

a)

100

2 m2 m

q = 200 N/m

P = 4 kN

4 m

1

E = 103 kN/cm2

100

1

1   -   1

2 m2 m

q = 3 kN/m

P = 257 kN

4 m

1

Po = 5 kN

1

1 – 1

2C No20

b)
 

Hình 12.11 

12.2 Cho daàm chòu löïc nhö treân H.12.9. Haõy tính öùng suaát phaùp lôùn nhaát vaø 
heä soá an toaøn n neáu [σ] = 24 kN/cm2 . Tính ñoä voõng lôùn nhaát. 

q = 0,5 kN/m

2 m
P = 4 kN

E = 103 kN/cm2

b)

10 cm
10 cm

P1 = 1 kN20 cm

P = 8 kN40 cm

E = 2 x 104 kN/cm2

1 m1 m

a)  
Hình 12.12 

12.3 Tính cöôøng ñoä taûi troïng cho pheùp taùc duïng leân 
daàm AB nhö treân H.12.10, bieát heä soá an toaøn veà 
ñoä beàn n = 1,6. Daàm AB baèng theùp soá 3 coù maët 
caét hình oáng vôùi ñöôøng kính trong d = 6 cm vaø 
ñöôøng kính ngoaøi D = 10 cm, vaät lieäu coù [σ] = 24 
kN/cm2, khi tính boû qua troïng löôïng cuûa daàm. 

 Kieåm tra oån ñònh cuûa daàm neáu laáy koñ = 2. Cho E = 2.104 kN/cm2. 

5 m

60o

q

A B

Hình 12.13
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Chöông 13 

TAÛI TROÏNG ÑOÄNG 

13.1  KHAÙI NIEÄM 

1- Taûi troïng ñoäng 

 Trong caùc chöông tröôùc, khi khaûo saùt moät vaät theå chòu taùc duïng cuûa 
ngoaïi löïc, ta coi ngoaïi löïc taùc duïng laø tónh, töùc laø nhöõng taûi troïng gaây ra gia 
toác chuyeån ñoäng beù, vì vaäy khi xeùt caân baèng coù theå boû qua ñöôïc aûnh höôûng 
cuûa löïc quaùn tính. 
 Tuy nhieân, cuõng coù nhöõng tröôøng hôïp maø taûi troïng taùc duïng khoâng theå 
coi laø tónh vì gaây ra gia toác lôùn, ví duï nhö söï va chaïm giöõa caùc vaät, vaät quay 
quanh truïc, dao ñoäng... Khi naøy, phaûi xem taùc duïng cuûa taûi troïng laø ñoäng, vaø 
phaûi xeùt ñeán löïc quaùn tính khi giaûi quyeát baøi toaùn.  

2- Phöông phaùp nghieân cöùu 

 Khi giaûi baøi toaùn taûi troïng ñoäng, ngöôøi ta thöøa nhaän caùc giaû thieát sau: 

 - Vaät lieäu ñaøn hoài tuyeán tính 

 - Chuyeån vò vaø bieán daïng cuûa heä laø beù. 

 Nhö vaäy, nguyeân lyù coäng taùc duïng vaãn aùp duïng ñöôïc trong baøi toaùn taûi 
troïng ñoäng. 

 Khi khaûo saùt caân baèng cuûa vaät theå chòu taùc duïng cuûa taûi troïng ñoäng, 
ngöôøi ta thöôøng aùp duïng nguyeân lyù d’Alembert. Tuy nhieân, trong tröôøng hôïp 
vaät chuyeån ñoäng vôùi vaän toác thay ñoåi ñoät ngoät nhö baøi toaùn va chaïm thì 
nguyeân lyù baûo toaøn naêng löôïng ñöôïc söû duïng. 

 Ñeå thuaän tieän cho vieäc tính heä chòu taûi troïng ñoäng, caùc coâng thöùc thieát 
laäp cho vaät chòu taùc duïng cuûa taûi troïng ñoäng thöôøng ñöa veà daïng töông töï 
nhö baøi toaùn tónh nhaân vôùi moät heä soá ñieàu chænh nhaèm keå ñeán aûnh höôûng 
cuûa taùc duïng ñoäng, goïi laø heä soá ñoäng. 

 Trong chöông naøy chæ xeùt caùc baøi toaùn töông ñoái ñôn giaûn, thöôøng gaëp, 
coù tính chaát cô baûn nhaèm môû ñaàu cho vieäc nghieân cöùu tính toaùn ñoäng löïc 
hoïc chuyeân saâu sau naøy. 
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13.2  THANH CHUYEÅN ÑOÄNG VÔÙI GIA TOÁC LAØ HAÈNG SOÁ 

 Moät thanh tieát dieän A coù chieàu daøi L vaø troïng löôïng rieâng γ, mang moät 
vaät naëng P, ñöôïc keùo leân vôùi gia toác a nhö H.13.1.a. 
Töôûng töôïng caét thanh caùch ñaàu muùt moät 
ñoaïn x. Xeùt phaàn döôùi nhö treân H.13.1.b, löïc 
taùc duïng goàm coù: troïng löôïng vaät naëng P 
  Troïng löôïng ñoaïn thanh γAx 
 Löïc quaùn tính taùc duïng treân vaät P laø 

g
aP.   

 Löïc quaùn tính cuûa ñoaïn thanh laø 
g

Axaγ  

 Noäi löïc ñoäng Nñ taïi maët caét ñang xeùt. 

 Theo nguyeân lyù d’Alembert, toång hình 
chieáu cuûa taát caû caùc löïc taùc duïng leân thanh theo phöông ñöùng keå caû löïc 
quaùn tính phaûi baèng khoâng, ta ñöôïc: 
   Nñ − γAx − P − 

g
Pa − 

g
Axaγ  = 0  

   Nñ  =  γAx + P + 
g

Pa + 
g

Axaγ  

    ⇒  Nñ  =  (γAx + P)(1 +
g
a  )  

 Ñaïi löôïng (γAx + P) chính laø noäi löïc trong thanh ôû traïng thaùi treo khoâng 
chuyeån ñoäng, goïi laø noäi löïc tónh Nt. 
 Ta ñöôïc:  Nñ  =  Nt.(1 +

g
a )  (13.1) 

 ÖÙng suaát trong thanh:  

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+==

g
a

g
a

A
N

A
N

t
td

d 11 σσ  (13.2) 

coù theå ñaët:          Kñ  = 1 +
g
a    : Heä soá ñoäng           (13.3) 

           σñ  = σtKñ   (13.4) 
 ÖÙng suaát lôùn nhaát taïi maët caét treân cuøng cuûa thanh: 
       σñmax  = σt,max.Kñ 

vôùi:           σt  = (γAL + P)/A 
 Ñieàu kieän beàn trong tröôøng hôïp naøy laø: 

      σñmax  ≤  [σ ]k    (13.5) 
 Ta thaáy coù hai tröôøng hôïp: 

γ.A.1a/gNñ

γ .A. 1 x
γ ,A 

 Pa 
P

b)
a)

P.a/g

Hình 13.1 
a) Vaät chuyeån ñoäng leân vôùi gia toác a 
b) Noäi löïc vaø ngoaïi löïc taùc duïng leân 

            phaàn thanh ñang xeùt

x
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 - Khi chuyeån ñoäng leân nhanh daàn ñeàu (gia toác a cuøng chieàu chuyeån 
ñoäng) vaø chuyeån ñoäng xuoáng chaäm daàn ñeàu (gia toác a ngöôïc chieàu chuyeån 
ñoäng) heä soá ñoäng Kñ > 1, noäi löïc ñoäng lôùn hôn noäi löïc tónh. 
 - Ngöôïc laïi, khi chuyeån ñoäng leân chaäm daàn ñeàu vaø chuyeån ñoäng xuoáng 
nhanh daàn ñeàu thì Kñ < 1, noäi löïc ñoäng nhoû hôn noäi löïc tónh. 
 Duø vaäy, khi moät vaät theå chuyeån ñoäng nhö baøi toaùn treân ñaây, phaûi tính 
toaùn thieát keá vôùi Kñ > 1. 
Thí duï 13.1 Moät thanh daøi 10m coù tieát dieän vuoâng 30 cm x 30 cm vaø troïng 
löôïng rieâng γ = 2500 kG/m3, ñöôïc keùo leân vôùi gia toác a = 5 m/s2 (H.13.2). 
Xaùc ñònh ñoaïn muùt thöøa b ñeå moâmen aâm taïi goái töïa baèng moâmen döông taïi 
giöõa nhòp. Veõ bieåu ñoà moâmen, tính öùng suaát phaùp lôùn nhaát. 

Hình 13.2  
 a) Thanh ñöôïc keùo leân vôùi gia toác a;     b) Sô ñoà tính vaø bieåu ñoà moâmen 

 Khi thanh ñöôïc keùo leân vôùi gia toác a, thanh chòu taùc duïng cuûa löïc quaùn 
tính, khi ñoù taûi troïng taùc duïng leân heä laø taûi troïng phaân boá ñeàu, goàm coù: 

  q   = qbt + qqt = γA(1) + γA(1).a/g  

  = 2500(0,3.0,3) + 2500(0,3.0,3).5/10 = 337,5 KG/m 
 Sô ñoà tính cuûa thanh vaø bieåu ñoà moâmen cho ôû H.13.2.b. 

 Ñeå moâmen taïi goái baèng moâmen giöõa nhòp, ta coù: 

      LbqbbLqqb 206,0
28

)2(
2

222
=⇒−

−
=  

vôùi b = 0,206L thì moâmen lôùn nhaát laø: 

  
2

2max

222

max,

KG/cm 9,15
30.30

6.100.11,716

KG.m 11,716
2

)10.206,0(5,337
2

)206,0(
2

===σ⇒

====

x

x

x

W
M

LqqbM
 

L - 2b b
qa2

2
qa2

2

q(L - 2b)2

8
- qa2

2

b L - 2b b

L

a

Nd

b

 

qqt  = γ.A(1)a/g

qbt  = γ.A(1) 

a) b)
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13.3  VOÂ LAÊNG QUAY ÑEÀU 

 Moät voâ laêng coù beà daøy δ, ñöôøng kính trung bình D, tieát dieän A, troïng 
löôïng rieâng γ, quay quanh truïc vôùi vaän toác goùc khoâng ñoåi ω (H.13.3.a). 

       
Hình 13.3  a) Taûi troïng taùc duïng leân voâ laêng
                b) Taùch voâ laêng theo maët caét xuyeân taâm

qñqñγ,A, δ

ω

y

dϕ

ϕ
x

b)

    D
σñσñ

a)

  

Vôùi chuyeån ñoäng quay ñeàu, gia toác goùc ω&  = 0, gia toác tieáp tuyeán: 
0

2
==

Dat ω&  chæ coù gia toác phaùp tuyeán höôùng taâm laø: 
2

2 Dan ω=   (a)  

   

 Moät ñoaïn daøi ñôn vò cuûa voâ laêng coù khoái löôïng γA/g chòu taùc duïng cuûa 
löïc quaùn tính ly taâm laø:   

g
ADa

g
Aq n 2

.
2ωγγ ==ñ  (b) 

 Ñeå tính noäi löïc trong voâ laêng, duøng maët caét taùch voâ laêng theo maët caét 
xuyeân taâm, xeùt caân baèng cuûa moät phaàn (H.13.3.b), do ñoái xöùng, treân maët caét 
voâ laêng khoâng theå coù bieán daïng uoán (do moâmen), bieán daïng tröôït (do löïc 
caét) maø chæ coù bieán daïng daøi do löïc doïc, nghóa laø chæ coù öùng suaát phaùp σñ. 
 Vì beà daøy δ beù, coù theå xem σñ laø phaân ñeàu, löïc ly taâm taùc duïng treân 
chieàu daøi ds cuûa voâ laêng laø qñ ds, phaân toá ds ñònh vò bôûi goùc ϕ, laáy toång hình 
chieáu theo phöông ñöùng, ta coù: 

         2σñA  = ∫
π

o dq ds sinϕ 

thay:              qñ  = γADω2/2g vaø ds = D dϕ/2 vaøo, ta ñöôïc:  

      
g
wD

d 4

22
γ=σ   (13.6) 

 Vì öùng suaát trong voâ laêng laø öùng suaát keùo neân ñieàu kieän beàn voâ laêng: 

      σñ  ≤  [σ ]k  (13.7) 

Chuù yù. Khi tính voâ laêng, ta ñaõ boû qua aûnh höôûng cuûa caùc nan hoa noái truïc 
vaø voâ laêng, neáu keå ñeán thì öùng suaát keùo trong voâ laêng seõ giaûm, ñoä phöùc taïp 
trong tính toaùn taêng leân nhieàu, khoâng caàn thieát laém trong tính toaùn thöïc 
haønh. 
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Ví duï 13.2  Moät truïc ñöùng ñöôøng kính D = 10 cm, troïng löôïng rieâng γ = 7850 
kG/m3, mang moät khoái löôïng leäch taâm Q = 20 kG (H.13.4.a), truïc quay vôùi 
vaän toác n = 500 voøng/phuùt. Kieåm tra beàn truïc, tính chuyeån vò taïi ñieåm ñaët 
khoái löôïng. Cho: [σ ] = 1600 kG/cm2; E = 2.106  kG/cm2, a = 0,5m. 

ω

2 KG.m
547,75 KG

20 KG

Q
a

e
a

136,94 KGm

1 KGm
30,8 KG

1 KGm
50,8 KG61,6 KG

Mx,QMx,Qqt Nz

b)

Hình 13.4

a)

 
Giaûi. Vaän toác goùc: 

   rad/s 33,5260/500)14,3(2
60
2

===
nπω  

 Löïc quaùn tính ly taâm Qlt do troïng löôïng Q laø: 

        
KG 

N 

68,547

85,54761,0.33,52.20 22

=

===

qt

qt

Q

e
g
QQ ω  

 Boû qua aûnh höôûng do taùc duïng tónh cuûa troïng löôïng Q vaø troïng löôïng 
baûn thaân cuûa truïc vì chuùng nhoû so vôùi löïc ly taâm Qlt. 
 Moâmen do löïc ly taâm gaây ra laø (H.13.4.b): 
     Mxmax  = QltL/4 = 547,68(1)/4 = 136,92 kGm 
 ÖÙng suaát lôùn nhaát cuûa truïc: 
       2

2
max,

max kG/cm 36,1395
32/)10(14,3

100.92,136
===σ

x

x

W
M

 

 Neáu keå ñeán troïng löôïng baûn thaân truïc vaø taùc duïng tónh cuûa Q, taïi tieát 
dieän giöõa truïc chòu taùc duïng cuûa caùc noäi löïc nhö sau (H.13.4.b) 
          Nz = 50,8 kG (neùn);  Mx = 135,92 kGm. 

   
2kG/cm          

  

75,1395392,0

32/)10(14,3
100.92,136

4/)10(14,3
8,30

22
max,

max

+=

+=+=
x

xz

W
M

A
Nσ

 

 Trong tröôøng hôïp naøy, troïng löôïng baûn thaân cuûa truïc vaø taùc duïng tónh 
cuûa Q coù theå boû qua. 
 Chuyeån vò do taùc duïng cuûa löïc Qlt coù theå tính theo coâng thöùc sau: 

           cm 0116,0
64/)10(14,3.10.2.48

)100.(75,547
48 46

33

===
xEI

QLy  

13.4  DAO ÑOÄNG CUÛA HEÄ MOÄT BAÄC TÖÏ DO 



http://www.ebook.edu.vn

  GV: Leâ ñöùc Thanh 
 

 
Chöông 13: Taûi troïng ñoäng  6 

1- Khaùi nieäm 

 Moät heä chuyeån ñoäng qua laïi moät vò trí caân baèng xaùc ñònh naøo ñoù, Ví duï 
quaû laéc ñoàng hoà, goïi laø heä dao ñoäng. Khi heä chuyeån töø vò trí caân baèng naøy 
sang vò trí caân baèng keá tieáp sau khi ñaõ qua moïi vò trí xaùc ñònh bôûi quy luaät 
dao ñoäng, ta goïi heä ñaõ thöïc hieän moät dao ñoäng. 
 Chu kyø laø thôøi gian heä thöïc hieän moät dao ñoäng, kyù hieäu laø T tính baèng 
giaây (s). 
 Taàn soá laø soá dao ñoäng trong moät giaây, kyù hieäu laø f, chính laø nghòch ñaûo 
cuûa chu kyø, f = 1 / T (1/s). 
 Soá dao ñoäng trong 2π giaây goïi laø taàn soá goùc, hay coøn goïi laø taàn soá voøng, 
kyù hieäu laø ω, ta thaáy ω = 2π / T (1/s). 

 Baäc töï do laø soá thoâng soá ñoäc laäp xaùc ñònh vò trí cuûa heä ñoái vôùi moät heä 
quy chieáu naøo ñoù. Ñoái vôùi moät heä dao ñoäng nhö treân H.13.5.a, vò trí cuûa heä 
xaùc ñònh bôûi ñoä dòch chuyeån (y) theo thôøi gian (t), heä quy chieáu seõ laø (t,y). 

 Khi tính moät heä dao ñoäng, ta caàn ñöa veà sô ñoà tính. Xaùc ñònh sô ñoà tính 
cuûa moät heä döïa treân ñieàu kieän phaûi phuø hôïp vôùi heä thöïc trong möùc ñoä gaàn 
ñuùng cho pheùp. 
 Xeùt daàm cho treân H.13.5.a, neáu khoái löôïng daàm khoâng ñaùng keå, coù theå 
xem daàm nhö moät lieân keát ñaøn hoài khoâng khoái löôïng, vò trí cuûa heä quyeát ñònh 
do vò trí cuûa khoái löôïng vaät naëng, heä coù moät baäc töï do, vì chæ caàn bieát tung 
ñoä y(t) cuûa vaät naëng laø xaùc ñònh ñöôïc vò trí cuûa heä taïi moïi thôøi ñieåm (t). Vôùi 
heä ôû H.13.5.b, baäc töï do laø hai, vì caàn phaûi bieát y1(t), y2(t). Ñoái vôùi truïc chòu 
xoaén (H.13.5.c), baäc töï do cuõng laø hai, vì caàn phaûi bieát goùc xoaén ϕ1(t), ϕ2(t). 

Hình 13.5  a) Heä moät baäc töï do;          b), c) Heä hai baäc töï do

c)

ϕ1(t)

ϕ2(t)

y(t)a)

y1(t)b) y2(t)

 

 Khi keå ñeán khoái löôïng cuûa daàm treân H.13.5.a, heä trôû thaønh voâ haïn baäc 
töï do, vì phaûi bieát voâ soá tung ñoä y(t) taïi voâ soá ñieåm khoái löôïng suoát chieàu daøi 
daàm. Trong tröôøng hôïp naøy, caàn choïn sô ñoà tính thích hôïp, ví duï neáu khoái 
löôïng daàm laø nhoû so vôùi khoái löôïng vaät naëng, coù theå coi vaät naëng ñaët treân 
moät lieân keát ñaøn hoài khoâng khoái löôïng, heä coù moät baäc töï do. 
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 Neáu khoâng theå boû qua khoái löôïng daàm, 
coù theå ñöa veà heä höõu haïn baäc töï do, baèng caùch 
xem khoái löôïng daàm goàm N khoái löôïng mi ñaët 
treân N ñieåm nuùt cuûa thanh ñaøn hoài khoâng khoái löôïng (H.13.6), N caøng lôùn, 
ñoä chính xaùc tính toaùn caøng cao. 
 Moät heä ñaøn hoài coù theå dao ñoäng töï do hay dao ñoäng cöôõng böùc. 
 Dao ñoäng cöôõng böùc laø dao ñoäng cuûa heä khi chòu moät taùc ñoäng bieán ñoåi 
theo thôøi gian, goïi laø löïc kích thích, toàn taïi trong suoát quaù trình heä dao ñoäng 
nhö dao ñoäng cuûa daàm mang moät moâtô ñieän khi noù hoaït ñoäng, khoái löôïng 
leäch taâm cuûa roâto gaây ra löïc kích thích. 
 Dao ñoäng töï do laø dao ñoäng do baûn chaát töï nhieân cuûa heä khi chòu moät 
taùc ñoäng töùc thôøi, khoâng toàn taïi trong quaù trình heä dao ñoäng nhö dao ñoäng 
cuûa daây ñaøn.  

2- Phöông trình vi phaân dao ñoäng cöôõng böùc cuûa heä moät baäc töï do 

  

Hình 13.7 Heä moät baäc töï do chòu dao ñoäng cöôõng böùc

y(t)

P(t)
M

y

 
 Xeùt heä moät baäc töï do chòu taùc duïng moät löïc kích thích thay ñoåi theo thôøi 
gian P(t) ñaët taïi khoái löôïng M (H.13.7), taïi thôøi ñieåm (t), ñoä voõng cuûa khoái 
löôïng M laø y(t). Giaû thieát löïc caûn moâi tröôøng tyû leä baäc nhaát vôùi vaän toác 
chuyeån ñoäng, heä soá tyû leä β. 
 Goïi δ laø chuyeån vò taïi ñieåm ñaët khoái löôïng M do löïc ñôn vò ñaët taïi ñoù gaây 
ra. Chuyeån vò y(t) laø keát quaû cuûa caùc taùc ñoäng: 

- Löïc kích thích P(t) gaây ra chuyeån vò P(t)δ  
- Löïc quaùn tính −M )t(y&&  gaây ra chuyeån vò −M )t(y&& δ  

- Löïc caûn moâi tröôøng −β )t(y& gaây ra chuyeån vò −β )t(y& δ  

ta ñöôïc  y(t) = P(t)δ + [−My(t)δ ] + [ −βy(t)δ ] (a) 
   M δ )t(y&&  + β δ )t(y&  + y(t) = P(t). δ (b)   (b) 

 Chia hai veá cho Mδ vaø ñaët: 
   21   ;2 ω=

δ
α=

β
MM

 (c) 

phöông trình (b) trôû thaønh: 

   )t(y&&  + 2α )t(y&  + ω2 y(t) = P(t).δ. ω2   (13.8) 

mi

Hình 13.6  Heä höõu haïn baäc töï do
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(13.8) laø phöông trình vi phaân dao ñoäng cöôõng böùc heä moät baäc töï do. 

3- Dao ñoâïng töï do 

 Khi khoâng coù löïc kích thích vaø löïc caûn baèng khoâng, heä dao ñoäng töï do, 
phöông trình (13.8) trôû thaønh phöông trình vi phaân cuûa dao ñoäng töï do: 
    )t(y&&  + ω2 y(t) = 0  (13.9) 
 Tích phaân phöông trình (13.9), ta ñöôïc nghieäm toång quaùt coù daïng: 
         y(t) = C1 cosωt + C2 sinωt          (d) 
 Söû duïng giaûn ñoà coäng caùc vectô quay (H.13.8), coù theå bieåu dieãn haøm 
(a) döôùi daïng: 
   y(t) = A sin(ωt + ϕ)          (e) 
 Haøm (e) laø haøm sin, chöùng toû         dao ñoäng 
töï do laø moät dao ñoäng tuaàn hoaøn, ñieàu hoøa. 
Bieân ñoä dao ñoäng laø           A = 2

2
2

1 CC + , taàn soá 
goùc ω, ñoä leäch pha ϕ. ω coøn goïi laø taàn soá rieâng 
ñöôïc tính theo coâng thöùc: 

   ω
δM

1
=    (13.10) 

 Goïi P laø troïng löôïng cuûa khoái löôïng M, ta coù M = P/g, thay vaøo (13.10), 

ta ñöôïc: ω
δP
g

=  

 Tích soá (P.δ) chính laø giaù trò chuyeån vò taïi ñieåm ñaët khoái löôïng M do 
troïng löôïng P cuûa khoái löôïng dao ñoäng M taùc duïng tónh gaây ra, goïi laø Δt. 
 Coâng thöùc tính taàn soá cuûa dao ñoäng töï do trôû thaønh: 

   ω
t

g
Δ

=    (13.11) 

 Chu kyø cuûa dao ñoäng töï do: 
tg

T
Δ
π

=
ω
π

=
/

22  (13.12)   

   
4- Dao ñoäng töï do coù caûn 

 Trong (13.8), cho P(t) = 0, ta ñöôïc phöông trình vi phaân cuûa dao ñoäng 
töï do coù caûn, heä moät baäc töï do: 
   )t(y&&  + 2α )(ty&  + ω2 y(t) = 0 (13.13) 

 Nghieäm cuûa (13.13) tuøy thuoäc vaøo nghieäm cuûa phöông trình ñaëc tröng: 
                K2 + 2αK + ω2 = 0 
 Khi: Δ = α2 – ω2 ≥ 0, phöông trình ñaëc tröng coù nghieäm thöïc: 

Hình 13.8  Giaûn ñoà caùc vectô
 

quay

t

A
y

ϕ

C2
ωt

C1
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    K1,2 = 22 ω−α±α−  
 Nghieäm toång quaùt cuûa (13.13) coù daïng: 
   tKtK eCeCty 21

21)( +=  

 Ta thaáy haøm y(t) khoâng coù tính tuaàn hoaøn, do ñoù heä khoâng coù dao ñoäng, 
ta khoâng xeùt tröôøng hôïp naøy. 

 Khi: Δ = α2 – ω2 < 0, ñaët: ω1
2 = ω2 – α2, phöông trình ñaëc tröng coù 

nghieäm aûo:        K1,2  = 1ωα i±−  
 Nghieäm toång quaùt cuûa (13.13) coù daïng: 
   )sin()( 111 ϕωα += − teAty t   

 Haøm y(t) laø moät haøm sin coù tính tuaàn hoaøn, theå hieän moät dao ñoäng vôùi 
taàn soá goùc ω1, ñoä leäch pha ϕ1, bieân ñoä dao ñoäng laø moät haøm muõ aâm A1e–αt, 
taét raát nhanh theo thôøi gian.  
 Taàn soá dao ñoäng ω1

 = 22 αω − , nhoû hôn taàn soá dao ñoäng töï do ω (H.13.9). 

Hình 13.9  Ñoà thò haøm soá dao ñoäng töï do coù caûn

t

y
 

4- Dao ñoäng cöôõng böùc coù caûn 

 Töø phöông trình vi phaân dao ñoäng cöôõng böùc coù caûn heä moät baäc töï do 
(13.8):    q )t(y&&  + 2α )t(y&  + ω2 y(t)  = P(t)δω2   (f) 

 Vôùi caùc baøi toaùn kyõ thuaät thoâng thöôøng, löïc kích thích P(t) laø moät haøm 
daïng sin, do ñoù coù theå laáy P(t) = Po.sinrt, khi ñoù phöông trình vi phaân (f) coù 
daïng: 

     )t(y&&  + 2α )t(y&  + ω2 y(t) = δω2Po sinrt (13.14) 

 Nghieäm toång quaùt cuûa (13.14) coù daïng: 

   y(t) = y1(t) + y2(t) 

trong ñoù: y1(t) - laø moät nghieäm toång quaùt cuûa (13.14) khoâng veá phaûi, chính laø 
nghieäm cuûa dao ñoäng töï do coù caûn (e): 

   y1(t) = A1e–αt sin(ω1 t + ϕ1) (g) 
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     y2(t) - laø moät nghieäm rieâng cuûa (13.14) coù veá phaûi, vì veá phaûi laø moät 
haøm sin, do ñoù coù theå laáy y2 (t) daïng sin: 

   y2(t) = C1 cosrt + C2 sinrt    
 (h) 

vôùi: C1 vaø C2 - laø caùc haèng soá tích phaân, xaùc ñònh baèng caùch thay y2(t) vaø 
caùc ñaïo haøm cuûa noù vaøo (13.14), roài ñoàng nhaát hai veá. Söû duïng 
giaûn ñoà vectô quay bieåu dieãn (h) döôùi daïng: 

   y2 (t) = V sin(rt + θ) (i) 
 Nhö vaäy, phöông trình dao ñoäng cuûa heä laø: 

   y (t) = A1e–αt sin(ω1 t + ϕ1) + V sin(rt + θ) (j) 

 Phöông trình (j) chính laø ñoä voõng y(t) cuûa daàm. 
 Soá haïng thöù nhaát cuûa veá phaûi trong (j) laø moät haøm coù bieân ñoä taét raát 
nhanh theo quy luaät haøm muõ aâm, sau moät thôøi gian ngaén, heä dao ñoäng theo 
quy luaät:         y (t) = V sin(rt + θ) (13.15) 
 Ñoù laø moät haøm sin bieåu dieãn moät dao ñoäng tuaàn hoaøn, ñieàu hoøa, taàn soá 
goùc cuûa dao ñoäng baèng taàn soá löïc kích thích r, ñoä leäch pha θ, bieân ñoä dao 
ñoäng V (H.13.10). 

V= ymax
y

t

Hình 13.10  Ñoà thò bieåu dieãn dao ñoäng cöôõng böùc coù caûn 

 Bieân ñoä dao ñoäng chính laø ñoä voõng cöïc ñaïi cuûa daàm ymax, ta coù: 
       V = ymax = 2

2
2

1 CC +  (k) 

 Tính caùc giaù trò cuûa C1 vaø C2, thay vaøo (k), ta ñöôïc ñoä voõng cöïc ñaïi cuûa 
daàm:                 

4

22
2

2

2max
4)1(
ω
α

+
ω

−

δ
=

rr

Py o  (h) 

 Tích soá Poδ chính laø giaù trò cuûa chuyeån vò taïi ñieåm ñaët khoái löôïng M do 
löïc coù giaù trò Po (bieân ñoä löïc kích thích) taùc duïng tónh taïi ñoù gaây ra, ñaët laø yt, 
ta coù:          
        

4

22
2

2

2max
4)1(

1

ω
α

+
ω

−

=
rr

yy t  (13.16) 

coù theå vieát laø:     ymax = yt.Kñ 
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vôùi:    
4

22
2

2

2 4)1(

1

ω
α

ω
rr

K
+−

=ñ  (13.17) 

 Kñ ñöôïc goïi laø heä soá ñoäng, theå hieän aûnh höôûng cuûa taùc duïng ñoäng so 
vôùi taùc duïng tónh öùng vôùi trò soá cuûa bieân ñoä löïc.   

5- Hieän töôïng coäng höôûng 

 Khaûo saùt söï bieán thieân cuûa heä soá 
ñoäng Kñ ôû coâng thöùc (13.17) baèng caùch 
coi Kñ laø moät haøm hai bieán Kñ = f 
(r/ω,2α/ω). ÖÙng vôùi moät giaù tò xaùc ñònh

ω
α2 , 

ta veõ ñöôïc ñoà thò bieåu dieãn quan heä    
(Kñ, r/ω) coù daïng hình chuoâng maø ñænh 
taïi hoaønh ñoä 

w
r = 1, laàn löôït cho 

w
α2  nhieàu 

giaù trò khaùc nhau öùng vôùi heä soá caûn α giaûm 
daàn, ta thaáy ñænh cuûa ñoà thò (Kñ) taêng 
nhanh, vôùi α = 0, giaù trò cuûa Kñ tieán ñeán voâ 
cöïc (H.13.11), nghóa laø ñoä voõng daàm lôùn 
voâ cuøng. 

 Hieän töôïng bieân ñoä dao ñoäng taêng ñoät ngoät khi taàn soá löïc kích thích 
baèng taàn soá rieâng cuûa heä ñaøn hoài goïi laø hieän töôïng coäng höôûng. Treân ñoà thò 
coøn cho thaáy khi hai taàn soá naøy xaáp xæ nhau (r/ω ∈ [0,75 − 1,5]), bieân ñoä taêng 
roõ reät, ngöôøi ta goïi laø mieàn coäng höôûng. Hieän töôïng coäng höôûng roõ raøng raát 
nguy hieåm cho chi tieát maùy hay coâng trình laøm vieäc trong mieàn coäng höôûng, 
do ñoù trong thieát keá, ta phaûi tính toaùn sao cho heä dao ñoäng naèm ngoaøi mieàn 
coäng höôûng. 

 Ñoà thò cho thaáy neân choïn tyû soá r/ω lôùn hôn 2, khi ñoù Kñ nhoû hôn 1, baøi 
toaùn ñoäng ít nguy hieåm hôn baøi toaùn tónh. Ñeå coù r/ω lôùn, thöôøng phaûi giaûm ω, 
nghóa laø chuyeån vò Δt phaûi lôùn. Muoán vaäy, phaûi giaûm ñoä cöùng cuûa thanh ñaøn 
hoài, ñieàu naøy nhieàu luùc maâu thuaãn vôùi yeâu caàu ñoä beàn cuûa coâng trình. Ñeå 
traùnh laøm giaûm ñoä cöùng coâng trình coù theå ñaët loø xo hay loaïi vaät lieäu coù khaû 
naêng phaùt taùn naêng löôïng ñeäm giöõa khoái löôïng dao ñoâïng vaø thanh ñaøn hoài. 
 Coù tröôøng hôïp khi khôûi ñoäng moâ tô, toác ñoä moâ tô taêng daàn ñeán toác ñoä 
oån ñònh, moät thôøi gian ngaén ban ñaàu coâng trình coù theå ôû trong mieàn coäng 

Hình 13.11  Ñoà thò haøm soá Kñ = f(r/w; 2a/w) 
vôùi 2 a/w laø caùc haèng soá cho tröôùc

0
0,5 1,0 1,5 2,0 ω

2α
ω

1,0

2,0

3,0

4,0

5,0

kñ

2α
ω

2α
ω

2α
ω

2α
ω
2α
ω

r
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höôûng, caàn phaûi duøng loaïi ñoäng cô taêng toác nhanh ñeå hieän töôïng coäng 
höôûng neáu coù xaûy ra cuõng chæ trong thôøi gian raát ngaén. 

 Neáu khi hoaït ñoäng, coâng trình dao ñoäng vôùi Kñ lôùn, caàn tính toaùn kyõ ñeå 
söû duïng caùc boä giaûm chaán laøm tieâu hao naêng löôïng dao ñoäng hay taêng heä 
soá caûn. 
 Treân H.13.11, ta thaáy, khi tyû soá r/ω ∉ [0,5 − 2], caùc ñöôøng cong Kñ gaàn 
truøng nhau, heä soá caûn xem nhö khoâng aûnh höôûng, hoaëc khi heä soá caûn 
khoâng ñaùng keå, coù theå tính Kñ theo coâng thöùc: 
   

2

2

1

1

ω
r

Kd

−
=   (13.18) 

 Vì caùc ñaïi löôïng nhö chuyeån vò, noäi löïc hay öùng suaát tyû leä baäc nhaát vôùi 
ngoaïi löïc, ta coù theå vieát: 

   
dstdtd

dstdtd

dstdtd

MKMM
K
K

,

,

,

+=

+=

+=

τττ
σσσ

 (13.19) 

trong ñoù:  σt, τt - laø caùc öùng suaát do taûi troïng coù giaù trò baèng bieân ñoä löïc 
kích thích (Po) taùc duïng tónh 

 σt,ñs, τt,ñs - laø caùc öùng suaát do taûi troïng tónh ñaët saün, maø khi khoâng coù 
dao ñoäng noù vaãn toàn taïi nhö troïng löôïng baûn thaân moâtô. 

  Ñieàu kieän beàn: 
   σñmax  ≤  [σ ] hay τñmax  ≤  [τ ]   (13.20) 

6- Phöông phaùp thu goïn khoái löôïng 
 Khi phaûi keå ñeán khoái löôïng daàm (caùc lieân keát ñaøn hoài) aûnh höôûng quaù 
trình dao ñoäng vaø khoâng ñoøi hoûi ñoä chính xaùc cao, coù theå tính gaàn ñuùng nhö 
heä moät baäc töï do theo phöông phaùp thu goïn khoái löôïng nhö sau. 
 Xeùt moät daàm töïa ñôn (H.13.12) khoái löôïng M taïi giöõa nhòp, giaû söû khoái 
löôïng daàm ñuû nhoû ñeå khoâng laøm thay ñoåi daïng dao ñoäng nhö khi chæ coù moät 
khoái löôïng M, neáu goïi y(t) laø ñoä voõng cuûa M taïi giöõa nhòp, ta coù: 

             

y(t) = PL3/48EIx P

Hình 13.12 Daàm ñôn dao ñoäng coù keå ñeán khoái löôïng daàm

L/2 L/2

 

 Ñoä voõng taïi maët caét taïi hoaønh ñoä z seõ laø: 

   3

332 4)(
1216

)(
L

zLzty
EI

Pz
EI

zPLzy
xx

−
=−=  
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 Goïi q laø troïng löôïng 1 m daøi cuûa daàm, ñoäng naêng cuûa moät phaân toá khoái 
löôïng daøi dz cuûa daàm laø: 

    ( )
( ) 2

2

23

232 43
2
1

dt
dy

L

zzL
g

qdzdT
−

=  

 Ñoäng naêng cuûa toaøn daàm laø: 

     ( )
( ) 223

2232 43
2
1.2

dtLg

dyzzLqdz
T

−
= 2

2

35
17.

2
1

dt
dy

g
qLT =⇒  (13.21) 

 Ñoäng naêng cuûa toaøn daàm töông ñöông ñoäng naêng cuûa moät khoái löôïng 
m = (17/35)(qL/g) ñaët taïi giöõa daàm. Nhö vaäy, treân cô sôû töông ñöông ñoäng 
naêng, coù theå xem heä laø moät baäc töï do vôùi khoái löôïng dao ñoäng taïi giöõa daàm 
laø:    

g
qLmM .

35
17

1 +=  (13.22) 

trong ñoù:  qL/g - chính laø khoái löôïng cuûa toaøn boä daàm. 
 Goïi μ laø heä soá thu goïn khoái löôïng. Ta coù: 
 - Ñoái vôùi daàm ñôn (H.13.12), khoái löôïng thu goïn taïi giöõa nhòp,            μ 
= 17/35  
 - Ñoái vôùi daàm cong xon (H.13.12a), khoái löôïng thu goïn taïi ñaàu töï do,      
μ = 33/140. 
 - Ñoái vôùi loø xo dao ñoäng doïc, thanh thaúng dao ñoäng doïc (H.13.14), khoái 
löôïng thu goïn taïi ñaàu töï do, μ = 1/3. 

μ = 33 /140

Hình 13.12a

Hình 13.13

μ = 1/3

Hình 13.14 Hình 13.15 a) Daàm coâng xon I-16 mang moät moâ tô
b) vaø c) Sô ñoà tính vaø bieåu ñoà moâ men do troïng

löôïng moâ tô P vaø löïc ly taâm Po

N = 600vg/ph

I-16:

Po

L = 2 m
P

PL P

PoPoLc)

a)

b)

μ = 1/3

 

Ví duï 13.3  Moät daàm coâng xon tieát dieän I-16 mang moät moâ tô troïng löôïng       
P = 2,5 kN, vaän toác 600 voøng/phuùt, khi hoaït ñoäng moâ tô sinh ra löïc ly taâm 
0,5 kN (H.13.15). Boû qua troïng löôïng daàm, tính öùng suaát lôùn nhaát, ñoä voõng 
taò ñaàu töï do. Neáu keå ñeán troïng löôïng daàm q, tính laïi öùng suaát vaø ñoä voõng. 
Cho:  E = 2.104 kN/cm2; heä soá caûn α = 2(1/s). 
Giaûi. Theo soá lieäu ñeà baøi, ta thaáy khi moâ tô hoaït ñoäng thì daàm chòu taùc duïng 
moät löïc kích thích daïng sin P(t) = Posinrt, vôùi Po = 0,5 kN vaø taàn soá goùc r. 
 a) Khoâng keå ñeán troïng löôïng daàm 
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 ÖÙng suaát ñoäng: dstdQtd K ,, σσσ +=  

 Heä soá ñoäng:      
4

22
2

2

2 4)1(

1

ω
α

ω
rr

Kd

+−

=  

trong ñoù:          r  = 2πn/60 = 2π600/60 = 62,8 rad/s;  
t

g
Δ

=ω  

vôùi:    g  = 10 m/s2 = 1000 cm/s2  

           Δt  = cm19,1
945.10.2.3
)300(5,2

3 4

33

==
xEI

PL  

ta ñöôïc:         29
19,1

1000
==

Δ
=ω

t
g  

                       27,0

29
8,622.4)

29
8,621(

1

4

22
2

2

2
=

+−

=dK  

 Töø bieåu ñoà moâmen do troïng löôïng P (H.13.15), ta thaáy taïi ngaøm moâmen 
lôùn nhaát, do ñoù öùng suaát lôùn nhaát do taûi troïng ñaët saün treân daàm laø: 

  2kN/cm 35,6
118

100.3.5,2max,,
max, ====

xx

Px
ds W

PL
W

M
σ  

 ÖÙng suaát do Po taùc duïng tónh ñöôïc tính töông töï: 
   2kN/cm 27,1

118
100.3.5,0

max, ===
x

o
t W

LP
σ  

 ÖÙng suaát ñoäng lôùn nhaát: 
       2kN/cm 69,635,6)27,0(27,1 =+=σd  
 Chuyeån vò do troïng löôïng ñaët saün taïi ñaàu töï do laø: 
        yt,P = Δt = 1,19 cm 
suy ra chuyeån vò do Po taùc duïng tónh taïi ñaàu töï do laø:  
    cm 238,019,1

5,2
5,0

, ==
oPty  

 Chuyeån vò ñoäng lôùn nhaát taïi ñaàu töï do, ta coù: 
       cmyd 25,119,1)27,0(238,0 =+=  

 b) Keå ñeán troïng löôïng daàm 
 Ñeå ñöa heä veà moät baäc töï do, ta duøng phöông phaùp thu goïn khoái löôïng. 
Coi daàm khoâng troïng löôïng vaø ôû ñaàu töï do coù ñaët moät khoái löôïng: 
         m =

g
ALγ

140
33  

nghóa laø taïi ñoù coù theâm moät troïng löôïng baèng: kN 119,0
140
33

=aALγ  

 Chuyeån vò tónh do khoái löôïng dao ñoäng laø: 

       Δt = cm 247,1
945.10.2.3

)300)(119,05,2(
3

)119,0(
4

33

=
+

=
+

EI
LP  
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ta ñöôïc:           31,28
247,1

1000
==

Δ
=ω

t
g  

      25,0

31,28
8,622.4)

31,28
8,621(

1

4

22
2

2

2
=

+−

=dK  

 Töø bieåu ñoà moâmen do troïng löôïng P (H.13.15), ta thaáy taïi ngaøm 
moâmen lôùn nhaát, öùng suaát lôùn nhaát do taûi troïng ñaët saün treân daàm coù keå 
theâm troïng löôïng baûn thaân laø: 

       
2kN/cm 7

118
100).2/3.169,03.5,2(

)2/(

2

max,

2
max,,

max,

=
+

=

+
==

ds

xx

Px
ds W

qLPL
W

M

σ

σ
 

 ÖÙng suaát do Po taùc duïng tónh khoâng khaùc phaàn treân laø 1,27 kN/cm2. 
 ÖÙng suaát ñoäng lôùn nhaát: 
  2kN/cm 31,77)25,0(27,1 =+=σd  
 Chuyeån vò do troïng löôïng ñaët saün taïi ñaàu töï do goàm troïng löôïng moâtô 
vaø phaûi keå theâm do troïng löôïng baûn thaân laø:  
  yt,P = PL3/3EIx  +  ql4/8EIx = 1,19 + 0,307 = 1,497 cm 
coøn chuyeån vò do Po taùc duïng tónh taïi ñaàu töï do vaãn laø 0,238 cm. 
 Chuyeån vò ñoäng lôùn nhaát taïi ñaàu töï do, ta coù: 
  cm556,1497,1)25,0(238,0 =+=σd  
Ví duï 13.4  Moät daàm theùp tieát dieän I - 
40, mang moät moâtô troïng löôïng P = 
2,5 kN, vaän toác 600 voøng /phuùt, khi 
hoaït ñoäng moâ tô sinh ra löïc ly taâm 0,5 
kN (H.13.16). Keå ñeán troïng löôïng daàm, 
tính öùng suaát lôùn nhaát, ñoä voõng cuûa daàm.  
 Cho: E = 2.104 kN/cm2; heä soá caûn 
α = 2(1/s); theùp I40 coù Ix = 19840 cm4, 
Wx = 947 cm3, troïng löôïng meùt daøi       
q = 0,56 kN/m. 
Giaûi. Theo soá lieäu ñeà baøi, ta thaáy khi moâ tô hoaït ñoäng thì daàm chòu taùc duïng 
moät löïc kích thích daïng sin P(t) = Posinrt, vôùi Po = 0,5 kN vaø taàn soá goùc r. 
 ÖÙng suaát ñoäng: dstdQtd K ,, σσσ +=  

 Heä soá ñoäng:         
4

22
2

2

2 4)1(

1

ω
α

ω
rr

Kd

+−

=  

Hình 13.16  a) Daàm ñôn I40 mang moät moâ tô
b) vaø c) Sô ñoà tính vaø bieåu ñoà moâmen do 
troïng löôïng moâ tô P vaø troïng löôïng baûn thaân

I 40

P
P

q

qL2/8

 PL/ 4

n = 600vg/ph
Po
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trong ñoù: r = 2πn/60 = 2.π.600/60 = 62,8 rad/s;  
t

g
Δ

=ω  

vôùi:  g = 10 m/s2 = 1000 cm/s2. 
 Ñoä voõng taïi giöõa daàm do löïc taäp trung P laø: Δt =

xEI
PL

48

3

  

 Keå ñeán troïng löôïng daàm, phaûi ñöa daàm veà moät baäc töï do, ta duøng 
phöông phaùp thu goïn khoái löôïng. Coi daàm khoâng troïng löôïng vaø ôû giöõa daàm 
coù ñaët moät khoái löôïng: m = 

g
ALγ

35
17  

nghóa laø taïi ñoù coù theâm moät troïng löôïng baèng: 
   kN 72,6)12(56,0

35
17

==aALγ  

khi ñoù chuyeån vò tónh do khoái löôïng dao ñoäng laø: 
  Δt = cm 876,0

18930.10.2.48
)1200)(22,9(

48
)72,65,2(

4

33

==
+

xEI
L  

ta ñöôïc:      77,33
876,0

1000
==

Δ
=ω

t
g  

        405,0

77,33
8,622.4)

77,33
8,621(

1

4

22
2

2

2
=

+−

=dK  

 Töø bieåu ñoà moâmen do troïng löôïng P vaø do troïng löôïng baûn thaân q 
(H.13.16), ta thaáy taïi giöõa nhòp moâmen lôùn nhaát, öùng suaát lôùn nhaát do taûi 
troïng ñaët saün treân daàm coù keå theâm troïng löôïng baûn thaân laø: 

  
2kN/cm 856,1

947
100).8/12.56,04/12.5,2(

)8/4/(

2

max,

2
max,,

max,

=
+

=

+
==

ds

xx

Px
ds W

qLPL
W

M

σ

σ
 

 ÖÙng suaát do Po taùc duïng tónh laø: 
     2kN/cm 158,0

)947(4
100)12.(5,0

4, ===
x

o
Pt W

LP
o

σ  

 ÖÙng suaát ñoäng lôùn nhaát: 
        2kN/cm 92,1856,1)405,0(158,0 =+=σd  
 Chuyeån vò do troïng löôïng ñaët saün taïi giöõa nhòp goàm troïng löôïng moâ tô 
vaø phaûi keå theâm do troïng löôïng baûn thaân laø:  
      cm

EI
qL

EI
PLy

xx
pt 637,04,0237,0

384
5

48

43

, =+=+=  

coøn chuyeån vò do Po taùc duïng tónh taïi giöõa nhòp laø: 
   0,237 x (0,5/2,5) = 0,0474 cm 
 Chuyeån vò ñoäng lôùn nhaát taïi giöõa nhòp, ta coù: 
       cm656,0637,0)405,0(0474,0 =+=dy  
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13.5  TOÁC ÑOÄ TÔÙI HAÏN CUÛA TRUÏC 

 Moät truïc quay mang moät pu li khoái löôïng M, quay 
ñeàu vôùi vaän toác goùc Ω, goïi ñoä voõng cuûa truïc taïi pu li laø y, 
giaû söû troïng taâm cuûa pu li leäch taâm so vôùi taâm truïc laø e 
(H.13.17). 

Ω

e

y

 
Hình 13.17  Truïc quay mang khoái löôïng leäch taâm 

 Löïc ly taâm taùc duïng leân truïc: 
    F  = M Ω2 (e + y) 
 Goïi δ  laø chuyeån vò taïi vò trí pu li do löïc ñôn vò gaây ra, 
ta coù, chuyeån vò gaây ra bôûi löïc ly taâm F laø: 
   y  = MδΩ2(e + y)   (a
suy ra   

2

2

1
Ω−

Ω
=

δM

ey   (13.23) 

 Theo coâng thöùc (13.23), ñoä voõng truïc cöïc ñaïi khi 

δM
12 =Ω , nghóa laø khi toác ñoä cuûa truïc baèng taàn soá rieâng 

δ
ω

M
1

=  , goïi laø toác ñoä tôùi haïn cuûa truïc quay. Khi truïc 

laøm vieäc ôû toác ñoä gaàn toác ñoä tôùi haïn, ñoä voõng lôùn, chi tieát 
maùy coù tieáng oàn, neân trong thieát keá phaûi tính toaùn sao 
cho toác ñoä khaùc xa toác ñoä tôùi haïn. 
 Nhaän xeùt raèng, neáu toác ñoä truïc Ω 2 lôùn hôn nhieàu so 
vôùi (1/ M.δ), coâng thöùc (13.23) chöùng toû ñoä voõng y ≈ – e, 
troïng taâm cuûa pu li gaàn truøng vôùi taâm truïc, truïc ôû traïng 
thaùi laøm vieäc toát nhaát. 
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13.6  DAO ÑOÄNG CUÛA HEÄ HAI BAÄC TÖÏ DO 

 Xeùt moät heä coù 2 baäc töï do nhö treân H.13.18. Nhieàu 
baøi toaùn thöïc tieãn coù theå ñöa veà sô ñoà tính naøy.  

 Goïi y1(t), y2(t) laø chuyeån vò cuûa M1, M2; δij laø chuyeån 
vò taïi ñieåm i do löïc ñôn vò ñaët taïi ñieåm j gaây ra. Coù theå 
chöùng minh δij = δji. 
 Ta coù: y1(t) = δ11 (−M1 y1) + δ12 (−M2 y2) 
   y2(t) = δ21 (−M1 y1) + δ22 (−M2 y2) (a) 
 Nghieäm toång quaùt cuûa (a) coù daïng: 
   y1(t) = A1sin(ωt + ϕ) 
   y2(t) = A2sin(ωt + ϕ)  (b
thay (b) vaøo (a), ta ñöôïc heä phöông trình thuaàn nhaát: 
  A1 (δ11 M1 ω2 − 1) + A2 δ12 M2 ω2 = 0 
  A1δ21 M1 ω2 + A2(δ22 M2 ω2 − 1) = 0 (c) 
ñeå A1, A2 khaùc khoâng thì ñònh thöùc caùc heä soá cuûa (c) 
phaûi baèng khoâng: 

   
)1()(

)()1( 2
222

2
121

2
212

2
111

−ωδωδ
ωδ−ωδ

MM
MM = 0 (d) 

töø (d), vaø δ12 = δ21, ta ñöôïc: 
  ω4M1M2(δ11δ22 – δ2

12) – ω2 (δ11M1 + δ22M2) + 1 = 
0 (e) 
 Phöông trình (e) goïi laø phöông trình taàn soá, giaûi (e), 
ta xaùc ñònh ñöôïc hai taàn soá rieâng xeáp thöù töï töø nhoû ñeán 
lôùn ω1, ω2. Nhö vaäy, heä coù hai baäc töï do seõ coù hai taàn soá 
rieâng. 
 ÖÙng vôùi taàn soá ω1, theo (b), phöông trình dao ñoäng 
coù daïng: 

Hình 13.18

Heä hai baäc töï do   
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  y1(t) = A11sin(ω1t + ϕ1) 
  y2(t) = A21sin(ω1t + ϕ1) 
 ÖÙng vôùi taàn soá ω2, theo (b), phöông trình dao ñoäng 
coù daïng: 
  y1(t) = A12sin(ω2t + ϕ2) 
  y2(t) = A22sin(ω2t + ϕ2) 
 • Khi heä dao ñoäng vôùi taàn soá ω1, ta coù theå chöùng 
minh heä dao ñoäng ñieàu hoøa cuøng pha (H.13.19.a), goïi laø 
daïng dao ñoäng chính thöù nhaát. 
 

Hình 13.19 a) Daïng dao ñoäng chính thöù nhaát
b)Daïng dao ñoäng chính thöù hai

a) b)

y1
y1y2

y2

 
 • Khi heä dao ñoäng vôùi taàn soá ω2, ta coù theå chöùng 
minh heä dao ñoäng ñieàu hoøa leäch pha 180o (H.13.19.b), 
goïi laø daïng dao ñoäng chính thöù hai. 
 Dao ñoäng cuûa caû heä moät dao ñoäng phöùc hôïp coù 
phöông trình: 

  y1(t) = A11sin(ω1t + ϕ1) + A12sin(ω2t + ϕ2) 

  y2(t) = λ1 A11sin(ω1t + ϕ1) - λ2 A12sin(ω2t + ϕ2)  (f) 
(f) khoâng phaûi laø moät dao ñoäng ñieàu hoøa, nhöng coù theå 
bieåu dieãn theo caùc daïng chính. 

13.7  PHÖÔNG PHAÙP RAYLEIGH 

 Ñoái vôùi heä nhieàu baäc töï do, vieäc xaùc ñònh taàn soá 
rieâng baèng phöông phaùp chính xaùc raát phöùc taïp, do ñoù 
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trong moät soá tröôøng hôïp ngöôøi ta duøng phöông phaùp 
gaàn ñuùng. Trong phaàn naøy, ta xeùt phöông phaùp 
Rayleigh. 
 Coi daàm nhö moät thanh ñaøn 
hoài mang n khoái löôïng Mi, moãi 
khoái löôïng baèng khoái löôïng cuûa 
töøng ñoaïn thanh daàm (H.13.20). 
 Giaû söû heä dao ñoäng töï do vôùi caùc daïng chính, khi ñoù 
phöông trình chuyeån ñoäng cuûa moät khoái löôïng Mi laø moät 
haøm ñieàu hoøa, coù theå vieát: 

       yi(t) = Aisin(ωt + ϕ) 

vaän toác cuûa Mi laø: )cos()(
ϕ+ωω= tA

dt
tdy

i
i  

 Khi heä ôû vò trí caân baèng y(t) = 0, vaän toác cöïc ñaïi, theá 
naêng bieán daïng ñaøn hoài luùc ñoù baèng khoâng, ñoäng naêng 
heä lôùn nhaát coù giaù trò baèng: 

        2
2

2 ii yMT ∑ω
=  

 Khi heä ôû xa vò trí caân baèng nhaát, vaän toác baèng 
khoâng, theá naêng cöïc ñaïi. Goïi phöông trình ñöôøng ñaøn 
hoài cuûa daàm laø y(z). 
 Vì:        y” = 

EJ
M− ⇒ M = – EI y” 

aùp duïng coâng thöùc tính theá naêng bieán daïng ñaøn hoài cuûa 
daàm, ta ñöôïc: 

       dz
dz

zydEIU
2

2

2 )(
2
1
∫ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=   

theo nguyeân lyù baûo toaøn naêng löôïng, T = U, ta ñöôïc: 

Hình  13.20  Heä n baäc töï do 

mi
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  dz
dz

zydEIyM ii

2

2

2
2

2 )(
2
1

2 ∫∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

ω   

 taàn soá rieâng laø:      
∑

∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

=ω 2

2

2

2

2

)(
2
1

ii yM

dz
dz

zydEI
 (13.24) 

 Vôùi daàm ñôn, tieát dieän ñeàu, troïng löôïng phaân boá q = 
γA, ñöôøng ñaøn hoài do taûi troïng baûn thaân laø: 
    )64(

24
)( 2234 zLLzz

EI
qzy +−=   

khi daàm dao ñoäng, coù theå choïn daïng ña thöùc nhö treân: 
     y(z) = z4 – 4Lz3 + 6L2 z2 
 AÙp duïng phöông phaùp Rayleigh ta tính ñöôïc taàn soá 

cuûa dao ñoäng chính thöù nhaát laø:           
A

EIg
L γ

ω 21
49,3

=   

 So vôùi giaù trò giaûi theo phöông phaùp chính xaùc laø: 

              
A

EIg
L γ

ω 21
52,3

=  

thì sai soá laø 1% ñuû nhoû, chaáp nhaän ñöôïc trong kyõ thuaät. 

13.8  VA CHAÏM CUÛA HEÄ MOÄT BAÄC TÖÏ DO  

 1- Va chaïm ñöùng 

 Xeùt moät daàm mang vaät naëng P vaø chòu va chaïm bôûi 
vaät naëng Q, rôi theo phöông thaúng ñöùng töø ñoä cao H vaøo 
vaät naëng P nhö treân H.13.21. Troïng löôïng baûn thaân cuûa 
daàm ñöôïc boû qua. Giaû thieát khi vaät Q va chaïm P caû hai 
vaät cuøng chuyeån ñoäng theâm xuoáng döôùi vaø ñaït chuyeån 
vò lôùn nhaát yñ. 
  

Hình 13.21  Heä moät baäc töï do chòu va chaïm ñöùng   

Q

 

 
 P

 

H

y0

yñ
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 Chuyeån vò cuûa vaät naëng P do troïng löôïng baûn thaân 
cuûa noù ñöôïc kyù hieäu laø 0y .   

 Goïi Vo laø vaän toác cuûa Q ngay tröôùc luùc chaïm vaøo P,  
V laø vaän toác cuûa caû hai vaät P vaø Q ngay sau khi va 
chaïm. AÙp duïng ñònh luaät baûo toaøn ñoäng löôïng tröôùc vaø 
ngay sau khi va chaïm, ta ñöôïc: 

    ( )V
g

QP
g

QVo +
=   

hay        oV
QP

QV
+

=   (a) 

 Trong baøi toaùn naøy, ta döïa vaøo phöông phaùp naêng 
löôïng ñeå tìm chuyeån vò trong daàm. 

 Ta goïi traïng thaùi 1 töông öùng vôùi khi vaät Q vöøa 
chaïm vaøo vaät P vaø caû hai cuøng chuyeån ñoäng xuoáng döôùi 
vôùi vaän toác V (luùc naøy chuyeån vò laø 0y ). Traïng thaùi 2 

töông öùng vôùi khi Q vaø P ñaït tôùi chuyeån vò toång coäng 
ñyy +0 . 

 Ñoäng naêng cuûa vaät P vaø Q ôû traïng thaùi 1 ngay sau 
khi va chaïm: 

  ( )
( )

2
22

2
1 2

1
2
1

2
1

oo V
QPg

QV
QP

Q
g

QPmVT
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
==   

Ñoäng naêng cuûa vaät P vaø Q ôû traïng thaùi 2: 
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  ( ) 00
2
1

2
1 22

2 =
+

==
g

QPmvT  

Ñoä giaûm ñoäng naêng khi heä chuyeån töø traïng thaùi 1 sang 
traïng thaùi 2 laø: 

  ( )
2

2

21 2
1

oV
QPg

QTTT
+

=−=  (b) 

Ñoä thay ñoåi theá naêng khi heä chuyeån töø traïng thaùi 1 sang 
traïng thaùi 2 laø: 
  ññ yQPyyyg

g
QPmgh )()( 00 +=−+

+
==π  (c) 

 Theo nguyeân lyù baûo toaøn naêng löôïng, khi heä chuyeån 
töø traïng thaùi 1 sang traïng thaùi 2, ñoä thay ñoåi cô naêng 
cuûa vaät P vaø Q seõ chuyeån thaønh theá naêng bieán daïng 
ñaøn hoài U tích luõy trong daàm.  

   U = T + π    (1

 Tính U döïa vaøo quan heä giöõa löïc vaø chuyeån vò trong 
daàm nhö treân H.13.22. ÔÛ traïng thaùi 1, trong daàm tích luyõ 
moät theá naêng bieán daïng ñaøn hoài U1  ñöôïc tính nhö sau: 
   01 2

1 PyU =  

Ñaët
P
y0=δ  laø chuyeån vò taïi 

ñieåm va chaïm do löïc ñôn vò 
gaây ra. Theá vaøo bieåu thöùc 
treân ta coù: 
         2

01 2
1 yU
δ

=  

ÔÛ traïng thaùi 2, theá naêng bieán 
daïng ñaøn hoài U2 trong daàm laø: 

y0 

Chuyeån vò
y0+yñ 

P 

Löïc 

Hình 13.22. Ñoà thò tính TNBDÑH 
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   ( )
δ

2
0

2 2
1 yyU +

= ñ   

Nhö vaäy khi heä chuyeån töø traïng thaùi 1 sang traïng thaùi 2, 
theá naêng bieán daïng ñaøn hoài trong daàm ñöôïc tích luyõ 
theâm moät löôïng: 
   ( ){ } ( )0ñññ yyyyyyUUU 2

2
1

2
1 22

0
2

012 +=−+=−=
δδ

 

   ñ
ñ PyyU +=
δ2

2

  (d) 

 Thay caùc bieåu thöùc (b), (c), (d) vaøo (13.25) ta coù: 

  ( ) ( ) ññ
ñ yQP

QPg
VQPyy o ++
+

=+
222

2
1

2δ
 

 Goïi yt laø chuyeån vò cuûa 
daàm taïi ñieåm va chaïm do 
troïng löôïng Q taùc duïng tónh 
taïi ñoù gaây ra nhö treân 
H.13.23. Thay δQyt =  vaøo 
phöông trình treân, ta ñöôïc: 
 ( ) 0

/1
2

2
2 =

+
−−

QPg
Vyyyy ot

ñtñ  (e) 

 Nghieäm cuûa phöông trình baäc hai (e) laø: 

   
)1(

2
2

Q
Pg

Vyyyy ot
tt

+
+±=d   

Vì yñ > 0,  neân chæ choïn nghieäm döông cuûa (e), töùc laø: 

     t

t

o
t

ot
ttd yK

Q
Pgy

Vy

Q
Pg

Vyyyy ñ=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
++=

+
++=

)1(
11

)1(

22
2   (13.26) 

Do ñoù heä soá ñoäng ñöôïc tính bôûi: 

Hình 13.23. Sô ñoà tính chuyeån vò yt  

  

 
  

Q 

 
yt
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)1(

11
2

0

Q
Pgy

VK
t

d

+
++=  (13.27) 

Khi vaät Q rôi töï do töø ñoä cao H xuoáng daàm, töùc laø 
gHVo 2= , thay vaøo (13.27): 

   
)1(

211

Q
Py

HK
t

d

+
++=  (13.28) 

 Khi taïi ñieåm va chaïm khoâng coù troïng löôïng ñaët saün 

P = 0, heä soá ñoäng taêng leân:     
t

d y
HK 211 ++=   (1

 Khi P = 0, H = 0, nghóa laø troïng löôïng Q ñaët ñoät ngoät 
leân daàm: 
         Kñ  = 2   (1
 Theo (13.29), khi yt caøng lôùn, nghóa laø ñoä cöùng cuûa 
thanh caøng nhoû, thì Kñ caøng nhoû, do ñoù söï va chaïm 
caøng ít nguy hieåm. 
 Ñeå ñaûm baûo ñieàu kieän beàn, ngöôøi ta coù theå laøm taêng 
yt baèng caùch ñaët taïi ñieåm chòu va chaïm nhöõng vaät theå 
meàm nhö loø xo hay taám ñeäm cao su... 
 Khi ñaõ tính ñöôïc Kñ, coù theå tính ñaïi löôïng S khaùc 
trong heä töông töï nhö chuyeån vò, nghóa laø: 
    PQ

ttp SSKS += ñ   (13.31) 

 Q
tS  laø ñaïi löôïng caàn tính (noäi löïc, öùng suaát…) do Q coi 

nhö ñaët tónh leân heä taïi maët caét va chaïm gaây ra. 
 P

tS  laø ñaïi löôïng caàn tính (noäi löïc, öùng suaát…) do caùc 
taûi troïng hoaøn toaøn tónh ñaët leân heä gaây ra. 
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 Ñieàu kieän beàn: σñ,max ≤ [σ] 
Chuù yù: 
 Neáu choïn moác theá naêng baèng khoâng ôû vò trí daàm 
khoâng bieán daïng, thì cô naêng ban ñaàu cuûa heä chính laø 
theá naêng:  
  QH=π  

 Ngay sau khi va chaïm, P vaø Q cuøng chuyeån ñoäng 
xuoáng döôùi vôùi vaän toác V thì cô naêng cuûa heä chính laø 
ñoäng naêng: 

  ( ) ( ) π<
+

=
+

=
+

= QH
QP

QV
QPg

QV
g

QPT o
2

2
2

2
1

2
1  

Nhö vaäy ñaõ coù söï maát maùt naêng löôïng töông öùng vôùi giaû 
thieát va chaïm meàm tuyeät ñoái cuûa 2 vaät theå; naêng löôïng 
naøy laøm cho 2 vaät theå bieán daïng hoaøn toaøn deûo, aùp saùt 
vaøo nhau vaø chuyeån ñoäng cuøng vaän toác veà phía döôùi. 
 

2- Va chaïm ngang 

 Xeùt moät daàm mang vaät naëng P. 
Vaät naëng Q chuyeån ñoäng ngang vôùi 
vaän toác V0 va chaïm vaøo vaät naëng P 
nhö treân H.13.24. Troïng löôïng baûn 
thaân cuûa daàm ñöôïc boû qua. Giaû 
thieát khi vaät Q va chaïm P caû hai vaät cuøng chuyeån ñoäng 
ngang vaø ñaït chuyeån vò lôùn nhaát yñ. 
 Laäp luaän nhö tröôøng hôïp va chaïm ñöùng, ta cuõng coù:  

Hình 13.24. Heä moät baäc töï do chòu va chaïm ngang 

Vo P 
Q yñ
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 Vaän toác cuûa hai vaät P, Q cuøng chuyeån ñoäng ngay 
sau khi va chaïm laø: 
   oV

QP
QV
+

=    

 Ñoä giaûm ñoäng naêng trong heä: ( )
2

2

2
1

oV
QPg

QT
+

=  

 Vì hai vaät chuyeån ñoäng theo phöông ngang, neân 
khoâng coù söï thay ñoåi theá naêng, töùc laø: 
      π = 0 
 Theá naêng bieán daïng ñaøn hoài tích luõy trong heä laø:  

      
δ2

2
ñyU =  

 Nguyeân lyù baûo toaøn naêng löôïng, T+π = U, ta ñöôïc 
phöông trình sau: 
    ( ) δ22

1 2
2

2
ñyV

QPg
Q

o =
+

 

Laáy giaù trò nghieäm döông cuûa yñ, ta ñöôïc: 

           
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

Q
Pg

QVy o

1

2δ
ñ  (13.32) 

 Ta laïi coù 
Q
yt=δ , vôùi yt  laø chuyeån vò ngang cuûa daàm 

taïi ñieåm va chaïm do troïng löôïng Q taùc duïng tónh naèm 
ngang taïi ñoù. Thay vaøo phöông trình (13.32) nhö sau:  
            ññ Ky

Q
Pgy

Vyy t

t

o
t =

+
=

)1(
 (13.33) 

 Heä soá ñoäng: 
    

)1(
Q
Pgy

VK

t

o

+
=ñ  (13.34) 
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 Khi khoâng ñaët saün troïng löôïng chòu va chaïm, töùc P 
= 0, heä soá ñoäng laø: 
           

t

o

gy
VK =ñ   (13.35) 

 Khi ñoù, noäi löïc, öùng suaát cuõng ñöôïc tính nhö sau: 
  Mñ = Mt.Kñ 
  σñ = σt.Kñ    

                  ...............     (
Ñieàu kieän beàn: ][max, σσ ≤ñ  

Ví duï 13.5 Moät daàm 
coâng xon tieát dieän chöõ 
nhaät (20 × 40) cm chòu va 
chaïm ñöùng bôûi moät troïng 
löôïng Q = 1 kN rôi töï do töø 
ñoä cao H = 0,5 m 
(H.13.25.a). Boû qua troïng löôïng baûn thaân daàm, tính öùng 
suaát vaø ñoä voõng lôùn nhaát cuûa daàm. Neáu keå ñeán troïng 
löôïng baûn thaân daàm q, tính laïi öùng suaát vaø ñoä voõng. Neáu 
ñaët tieát dieän daàm nhö (H.13.25.b), tính laïi öùng suaát vaø 
ñoäï voõng. Cho:      E = 0,7.103 kN/cm2; q = 0,64 kN/m. 
 Giaûi. ÖÙng suaát ñoäng:  
        dQtd K,σσ =  

vôùi:                
t

d y
HK 211 ++=   

 Khoâng keå troïng löôïng baûn thaân daàm, ta coù: 
                cm 0357,0

12
40.20)10.7,0(3

)200(1
3 3

3

33

===
x

t EI
QLy  

Hình 13.25  Daàm coâng xon chòu va chaïm

Q = 1 kN

H = 0,5 m

L = 2 m b)a)

Mx,Q

Q.L

Mx,q

Q.L2

2
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Chöông 13: Taûi troïng ñoäng 

 Heä soá ñoäng :    93,53
0357,0

)50(211 =++=dK  

 ÖÙng suaát lôùn nhaát taïi ngaøm (H.13.25): 

          
2kN/cm           02,2)93,53(

6/40.20
)200(1

.

2

max,
max,,max,

==

=== d
x

d
x

x
dQtd K

W
LQK

W
M

Kσσ
 

 Ñoä voõng lôùn nhaát taïi ñaàu töï do: 
             cmKyy dQt 92,1)93,53(0357,0max,,max ===  

 Khi keå ñeán troïng löôïng baûn thaân, coù theå duøng 
phöông phaùp thu goïn khoái löôïng, khi ñoù coi nhö daàm 
khoâng troïng löôïng vaø taïi ñaàu töï do coù moät troïng löôïng laø 
(33/140)qL = 0,3 kN (qL laø troïng löôïng daàm). 
 Heä soá ñoäng seõ laø: 

        43,47
)

1
3,01(0357,0

)50(211
)1(

211 =
+

++=
+

++=

Q
Py

HK
t

d   

 ÖÙng suaát do va chaïm laø: 
  2kN/cm 78,143,47.

6/40.20
)200(1

2,max, === dQtd Kσσ  

 Keå theâm öùng suaát do troïng löôïng daàm: 
  2kN/cm 024,0

6/40.20
100.2.64,02/

2

22
max,,

max, ====
xx

qt
d W

qL
W

M
σ  

 ÖÙng suaát lôùn nhaát trong daàm laø: 
      σmax = 1,78 + 0,024 = 1,804 kN/cm2 
 Khi keå ñeán troïng löôïng daàm, öùng suaát lôùn nhaát 
giaûm. 
 Ñoä voõng taïi ñaàu töï do 
 Ñoä voõng do troïng löôïng baûn thaân: 
        cm 017,0

12
40.20).10.7,0(8

)200(10.64,0
8 3

3

424

===
−

x
t EI

qLy  
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Chöông 13: Taûi troïng ñoäng 

 Ñoä voõng khi coù va chaïm: 
  cm71,1017,043,47.0357,0,max,,max, =+=+= qtdQtd yKyy  
 Neáu ñaët tieát dieän daàm nhö (H.13.25.b), ta ñöôïc: 
 • Khoâng keå troïng löôïng daàm: 
             cm 143,0

12
20.40).10.7,0(3

)200.(1
3 3

3

33

===
x

t EI
QLy  

 Heä soá ñoäng : 46,27
143,0

)50(211 =++=dK  

 ÖÙng suaát lôùn nhaát taïi ngaøm : 

  
2kN/cm           06,2)46,27(

6/20.40
)200.(1

2

max,
max,,max,

==

=== d
x

d
x

x
dQtd K

W
QLK

W
M

Kσσ
 

 Ñoä voõng taïi ñaàu töï do:  cm93,3)46,27.(143,0 ==ty  
 • Keå ñeán troïng löôïng baûn thaân, ta duøng phöông 
phaùp thu goïn khoái löôïng, khi ñoù coi nhö daàm khoâng 
troïng löôïng vaø taïi ñaàu töï do coù moät troïng löôïng laø 
(33/140)qL = 0,3 kN (qL laø troïng löôïng daàm). 
 Heä soá ñoäng seõ laø: 

       21,24
)

1
3,01(143,0

)50(211
)1(

211 =
+

++=
+

++=

Q
Py

HK
t

d   

 ÖÙng suaát do va chaïm laø: 

        2kN/cm 816,121,24.
6/20.40

)200(1
2,max, === dQtd Kσσ  

 Keå theâm öùng suaát do troïng löôïng daàm: 

  2kN/cm 096,0
6/20.40

100.2.64,02/
2

22
max,,

max, ====
xx

qt
d W

qL
W

M
σ  

 ÖÙng suaát lôùn nhaát trong daàm laø: 
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   σmax = 1,816 + 0,096 = 1,912 kN/cm2 
 Khi keå ñeán troïng löôïng daàm, öùng suaát lôùn nhaát 
giaûm. 
 Ñoä voõng taïi ñaàu töï do:  
      cm48,3017,0)21,24.(143,0 =+=ty  
Ví duï 13.6 Daàm ABC tieát dieän I-24 chòu va chaïm ñöùng 
bôûi moät troïng     löôïng Q = 2 kN rôi töï do töø ñoä cao H = 
50 cm (H.13.26.a), boû qua troïng   löôïng baûn thaân daàm, 
tính σmax; kieåm tra beàn. Cho: I-24 coù: Ix = 3460 cm4,  Wx 
= 289 cm3, q = 0,273 kN/m; [σ] = 16 kN/cm2. 
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Chöông 13: Taûi troïng ñoäng 

      b) vaø c) Heä chòu va chaïm coù loø xo; d) Daàm chòu troïng löôïng baûn thaân

c)

 d)

qL2/8

A
B

A

B

q

Q = 2 kN

QL/2

Q = 2 kN

H = 50 cm

H = 50 cm

A

I-24

C

C

C Clx = 5 kN/m

B

L/2

a)

L = 6 m

b)

A
B

A

B

 
 Baây giôø, ñaët moät loø xo coù Clx = 5 kN/m taïi C ñeå ñôõ 
vaät va chaïm Q (H.13.24.b), tính laïi heä soá ñoäng vaø σmax; 
xeùt laïi ñieàu kieän beàn. Neáu khoâng ñaët ôû C maø thay loø xo 
vaøo goái töïa taïi B (H.13.26.c), heä soá ñoäng laø bao nhieâu? 
 Cho: E = 2.104 kN/cm2;  [σ] = 16 kN/cm2. 
Giaûi. Khoâng keå troïng löôïng baûn thaân daàm. 
 Chuyeån vò do Q taùc duïng tónh taïi C laø: 
       cm 39,0

3460).10.2(8
)600.(1

8 4

33

===
x

t EI
QLy  
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 Heä soá ñoäng: 
       04,17

39,0
)50(211 =++=dK   

 ÖÙng suaát lôùn nhaát taïi B (H.13.21): 

  
[ ] 22 kN/cm kN/cm 1669,17)04,17(

289.2
)600.(1

.2
.

max,

max,
max,,max,

=>==

===

σσ

σσ

d

d
x

d
x

x
dQtd K

W
LQK

W
M

K
 

 Daàm khoâng beàn. 
 Chuyeån vò taïi C: yC = 0,39(17,04) = 6,64 cm 
 Xeùt tröôøng hôïp coù loø xo ñaët ngay taïi ñieåm va chaïm. 
 Chuyeån vò do Q taùc duïng tónh taïi C laø: 
  cm 59,02,039,0

5
1

3460).10.2(8
)600.(1

8 4

33

=+=+=+=
lxx

t C
Q

EI
QLy  

 Heä soá ñoäng : 
  06,14

59,0
)50(211 =++=dK   

 ÖÙng suaát lôùn nhaát taïi B (H.13.24): 
    2kN/cm 6.1406,14

289
)300.(1

max,,max, === dQtd Kσσ   

    σñmax < [σ] = 16 kN/cm2 
daàm thoûa ñieàu kieän beàn. 
 Chuyeån vò cuûa daàm taïi C:  yC = 0,39(14,06) = 5,48 
cm 
giaûm so vôùi tröôøng hôïp treân. 
 Xeùt tröôøng hôïp coù loø xo ñaët taïi goái B. 
 Baây giôø, chuyeån vò do Q taùc duïng tónh taïi C laø: 
 cm 69,03,039,0

5
1

2
3

3460).10.2(8
)600.(1)2/3(

2
3

8 4

33

=+=+=+=
lxx

t C
Q

EI
QLy  

 Heä soá ñoäng: 08,13
69,0

)50(211 =++=dK  

 ÖÙng suaát lôùn nhaát taïi B (H.10.21): 
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  2kN/cm 57,1308,13
289

)300.(1
max,,max, === dQtd Kσσ   

 Chuyeån vò taïi C:  yC = 0,69(13,08) = 9,02 cm 
 Trong tröôøng hôïp naøy, öùng suaát giaûm nhöng chuyeån 
vò taêng so vôùi khi ñaët loø xo ôû ñaàu töï do. 

BAØI TAÄP CHÖÔNG 13 

13.1 Moät vaät naëng P ñöôïc naâng leân cao vôùi baèng heä 
thoáng roøng roïc ñôn giaûn nhö treân H.13.24.a. Neáu 
keùo daây caùp vôùi gia toác ñeàu a, tính löïc caêng treân daây 
caùp. Neáu duøng heä thoáng ba caëïp roøng roïc vaø cuõng 
keùo daây vôùi gia toác a thì löïc caêng laø bao nhieâu? 

Hình 13.25

P

a)

P

b)
P = 2kN

A = 5 m/s2

A

B C

D

Hình 13.26

450

 
13.2  Moät keát caáu naâng vaät naëng P chuyeån ñoäng leân vôùi 

gia toác a (H.13.26). Tính noäi löïc phaùt sinh trong caùc 
thanh AB, BC vaø CD. 

13.3  Moät truï AB coù chieàu cao H, dieän tích maët caét 
ngang laø F, moâñun choáng uoán W, troïng löôïng rieâng 
laø γ mang moät vaät naëng P. Truï ñöôïc gaén chaët vaøo 
moät beä vaän chuyeån theo phöông ngang vôùi gia toác a 
(H.13.27). 
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Chöông 13: Taûi troïng ñoäng 

  M2

Hình 13.29

a

a/2

a/2

A

B

C
D

P

Xem truï bò ngaøm taïi tieát dieän A vaøo beä, xaùc ñònh öùng 
suaát phaùp σmax, σmin taïi maët caét nguy hieåm cuûa truï.  

Hình 13.27

A

H

P

F, W, γ

A

B

a

2 m 2 m4 m

F = 1 cm2

a = 2 m/s2

F = 1 cm2

Hình 13.28  
 
13.4  Xaùc ñònh öùng suaát phaùp lôùn nhaát trong daây caùp vaø 

trong daàm I-24 do taùc duïng ñoàng thôøi cuûa troïng löïc 
vaø löïc quaùn tính khi heä ñöôïc keùo leân vôùi gia toác a 
(H.13.28).  

13.5  Moät truïc tieát dieän troøn AB ñöôøng kính D mang moät 
thanh CD tieát dieän chöõ nhaät b.h, ñaàu thanh CD coù 
moät vaät naëng troïng löôïng P, heä quay quanh truïc AB 
vôùi vaän toác n = 210 vg/ph (H.13.29). Tính öùng suaát 
lôùn nhaát trong thanh CD vaø truïc AB.  

 Cho: a = 1 m; D = 4 cm; h = 2b = 6 cm; P = 0,1 kN. 
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Chöông 13: Taûi troïng ñoäng 

Boû qua troïng löôïng baûn thaân cuûa heä. 

13.6  Tính taàn soá goùc vaø chu kyø dao ñoäng cuûa caùc heä veõ 
treân H.13.30, C1 vaø C2 laø ñoä cöùng cuûa loø xo. 

Hình 13.30

C1

C2

C1 C2

a) c) d) e)

C1

C2

C1 C2

C1

C1

C2

Q

b)

Q 
Q Q 

Q 

 
 
13.7  Moät daàm ñôn giaûn maët caét hình chöõ I soá 40 daøi 8 

m mang moät troïng löôïng 20 kN ôû giöõa nhòp. Tính taàn 
soá rieâng ω cuûa heä khi coù keå vaø khi khoâng keå ñeán 
troïng löôïng daàm. 

13.8  Moät daàm theùp I24 mang moät moâtô naëng 2 kN toác 
ñoä 200 vg/ph, löïc quaùn tính do khoái löôïng leäch taâm 
laø 0,2 kN (H.13.31). Boû qua troïng löôïng baûn thaân 
cuûa daàm vaø loø xo, xaùc ñònh öùng suaát ñoäng lôùn nhaát 
trong daàm trong caùc tröôøng hôïp sau: 

a) Daàm I24 ñaët theo 
phöông ñöùng (I) 

b) Daàm I24 ñaët theo 
phöông ngang (     ). 

13.9  Giaû söû hai goái töïa 
loø xo treân daàm ôû 

c =1,5 kN/cm

n = 200vg/ph

Q = 2 kN

Qo = 0,2 kN 

2 m

Hình 13.31

2 m 

c = 1,5 kN/cm 
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H.13.31 ñöôïc thay baèng goái töïa cöùng vaø ñaët hai loø 
xo döôùi ñeá moâtô nhö ôû H.13.32. Tính laïi öùng suaát vaø 
ñoä voõng lôùn nhaát trong daàm theo caû hai tröôøng hôïp 
nhö treân. Cho:          E = 2.104 kN/cm2. 

n = 200 vg/ph

Q = 2 kN

Qo = 0,2 kN

          2 m

Hình 13.32

       2 m

c = 1,5 kN/cm

 

13.10 Moät daàm goã tieát dieän chöõ nhaät b.h, coù ñaàu muùt 
thöøa gaén moät roøng roïc ñeå ñöa moät thuøng troïng löôïng 
Q chöùa vaät naëng P leân cao. (H.13.33). Haõy xeùt hai 
tröôøng hôïp: 
a) Vaät naëng P ñöôïc treo trong thuøng vaø thuøng ñöôïc 
keùo leân vôùi gia toác a = 2 m/s2. Boû qua troïng löôïng 
daàm, daây vaø roøng roïc, tính öùng suaát lôùn nhaát cuûa 
daàm. Cho: P = 0,5 kN; Q = 1 kN; L = 4 m. 
b) Trong quaù trình dòch chuyeån vôùi gia toác a = 2 m/s2 
vaät naëng P bò rôi xuoáng ñaùy thuøng. Tính laïi öùng suaát 
cuûa daàm. Cho: H = 0,4 m. 
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Chöông 13: Taûi troïng ñoäng 

 

13.11 Moät troïng löôïng P = 0,5 kN rôi töø moät ñoä cao H = 
10 cm xuoáng ñaàu C cuûa moät daàm tieát dieän chöõ nhaät 
b × h = 20 × 40 cm2, daøi L = 4 m (H.13.34.a). Tính 
öùng suaát vaø ñoä voõng lôùn nhaát cuûa daàm 
Neáu thay goái töïa B baèng moät loø xo coù ñöôøng kính D 
= 100 mm, ñöôøng kính sôïi theùp d = 10 mm, soá voøng 
laøm vieäc n = 10 (H.13.34.b). Tính öùng suaát vaø ñoä 
voõng lôùn nhaát cuûa daàm. 
Cho: Edaàm = 2.104 kN/cm2, Gloxo = 8.103 kN/cm2. 

Hình 13.34

L/2

b)

b.h

A B C
H

P

L L/2

a)

b.h

A B C
H

P

L 

 

13.12  Xaùc ñònh öùng suaát cuûa daàm khi vaät bò va chaïm 
ngang (H.13.35). Cho:  a = 2 m; b.h = 20 × 40 cm2. 
Thanh DB tuyeät ñoái cöùng. 

H = 0,4 m

300

L L/2

P

Q
Hình 13.33

b.h
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Hình 13.35

b.h

A B C

Q = 0,1 kN
V = 5 m/s

a

a2a

D
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