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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

CHƯƠNG I: GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ 

1.1. SỐ THỰC. 

1.1.1. Các tính chất cơ bản của tập số thực. 

A. Sự cần thiết mở rộng tập số hữu tỉ Q. 

Do nhu cầu đòi hỏi của cuộc sống,tập các số tự nhiên N={0,1,2,...}, cơ sở của phép đếm đã 
được mở rộng sang tập các số nguyên Z={0,± 1, ± 2,...}. Sau đó, do trong Z không có các phần 
tử mà tích với 2 hoặc 3 bằng 1, nên nguời ta đã xây dựng tập các số hữu tỉ Q, đó là tập gồm các số 
được biểu diễn bởi tỉ số của hai số nguyên, tức là số thập phân hữu hạn hoặc vô hạn tuần hoàn. 
Nếu chỉ dừng lại trên tập Q thì trong toán học gặp phải nhiều điều hạn chế, đặc biệt là gặp khó 
khăn trong việc giải thích các hiện tượng của cuộc sống. Chẳng hạn việc tính đường chéo của hình 
vuông có kích thước đơn vị. Đường chéo đó là 2 không thể mô tả bởi số hữu tỉ. Thật vậy 

nếu 2  =
n
m
∈Q trong đó ƯSCLN(m, n)=1 thì m2=2n2 m=2p và 4p⇒ 2=2n2⇒n=2q. Điều này vô 

lí vì lúc này m, n có ước chung là 2. Chứng tỏ 2 ∉Q. Những số xuất hiện và được dùng thường 
xuyên trong giải tích như e, π cũng không phải là số hữu tỉ. 

B. Số vô tỉ. 

Một số biểu diễn dưới dạng thập phân vô hạn không tuần hoàn,hay không thể biểu diễn 
dưới dạng tỉ số của hai số nguyên được gọi là số vô tỉ. 

C. Số thực. 

Tất cả các số hữu tỉ và số vô tỉ tạo thành tập hợp số thực. 

Kí hiệu tập số thực là R. 

Vậy tập số vô tỉ là R\Q. 

Người ta có thể xây dựng tập số thực R nhờ vào một hệ suy diễn hay nói cách khác nhờ vào 
một hệ tiên đề.Chúng ta không trình bày ở đây mà coi rằng tập hợp số thực R là quá quen thuộc 
và kiểm tra lại sự thoả mãn tiên đề đó. Chúng ta coi đó là các tính chất của tập hợp R. 

Tính chất 1: Tập R là một truờng giao hoán với hai phép cộng và nhân: (R, + , .). 

 1.   RbaRbaRba ∈∈+∈∀ .,,,

 2. )().(),()(,,, bcacbacbacbaRcba =++=++∈∀     

 3. baababbaRba =+=+∈∀ ,,,  

 4. R có phần tử trung hoà đối với phép cộng là 0 và đối với phép nhân là 1 

     aaaRa =+=+∈∀ 00,
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

                  =    =  1.a a.1 a

 5. Phân phối đối với phép cộng 

    acabcbaRcba +=+∈∀ )(,,,  

                      cabaacb +=+ )(

 6. Tồn tại phần tử đối của phép cộng 

    0)(),(, =−+−∃∈∀ aaaRa  

    Tồn tại phần tủ nghịch đảo của phép nhân 

     1.,},0{\, 11** =∃=∈∀ −− aaaRRRa

Tính chất 2: Tập R được xếp thứ tự toàn phần và đóng kín đối với các số thực dương. 

 1. hoặc  hoặc  baRba <∈∀ ,, ba = ba >

 2.   

  
bcacbaRcRba
cbcabaRcba

≤⇒≤∈∈∀
+≤+⇒≤∈∀

+ ,,,
,,,

 

 3. +++ ∈∈+∈∀ RabRbaRba ,,,  

Tính chất 3: Tập R là đầy theo nghĩa sau đây: 

Mọi tập con X không rỗng của R bị chặn trên trong R đều có một cận trên đúng thuộc R và 
mọi tập con không rỗng X của R bị chặn dưới trong R đều có một cận dưới đúng thuộc R. 

  Cho X R và a∈R ⊂

  Gọi a là cận trên của X trong R nếu Xxax ∈∀≤ , . 

  Gọi a là cận dưới của X trong R nếu Xxax ∈∀≥ , . 

  Gọi X bị chặn trên trong R(bị chặn dưới) khi và chỉ khi tồn tại ít nhất một cận trên (cận 
dưới) của X trong R. 

  Gọi số nhỏ nhất trong các cận trên của X trong R là cận trên đúng của X trong R, kí hiệu 
số đó là M* hay SupX (đọc là Suprémum của X). 

  Gọi số lớn nhất trong các cận dưới của X trong R là cận dưới đúng của X trong R, kí hiệu 
số đó là m* hay InfX (đọc là Infimum của X). 

  Nếu M*∈X thì nói rằng M* là phần tử lớn nhất của X, kí hiệu M*=SupX=MaxX. 

  Nếu m*∈X thì nói rằng m*  là phần tử nhỏ nhất của X, kí hiệu m*=InfX= MinX. 

  Gọi X là bị chặn trong R khi và chỉ khi X bị chặn trên và bị chặn dưới trong R. 

Chú ý: 

1. Tập R\Q không ổn định đối với phép cộng và phép nhân, chẳng hạn 

 4 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 1: Giới hạn của dãy số 

            QR \2 ∈±  nhưng  
QR

QR

\2.2

\)2(2

∉

∉−+
 

2. QRyxQyQRx \,,\ ∈+∈∀∈∀   

                                  
QR

x

QRxy

\1
\

∈

∈
 

 Nếu M là cận trên của tập X thì SupX≤M và nếu m là cận dưới của tập X thì InfM≥m. 

4. Nếu M*=SupX thì  αεαε <−⇒∈∃>∀ *,0 MX

    Nếu m*=InfX   thì  αεαε >+⇒∈∃>∀ *,0 mX

Ví dụ 1: Chứng minh QR \)632( ∈++  

Giải: Giả sử q= 22 )6()32(632 −=+⇒∈++ qQ  hay 6)1(212 +=+ qq , 

dễ  dàng chứng minh Q∉6  (tưong tự như chứng minh Q∉2 ). Theo chú ý trên suy ra q+1=0 
và q2+1=0. Điều này là mâu thuẫn. Vậy q∉Q. 

Ví dụ 2: Tìm các cận dưới đúng và cận trên đúng trong R nếu chúng tồn tại của tập  

                { }** ,,)1(
2
1 NnuNn

n
X n

n

n ∈=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈
−

+=  

Giải: 
*Np∈∀  có  

                       

2
1

8
1

2
1

12
1

3
1

12
1

2
1

4
30

2
1

2
1

1

12121212

2222

−=

≤≤≤
+

−≤−⇒
+

−=

=≤<⇒+=

++++

u

u
pp

u

uu
p

u

pppp

ppp

    

       suy ra có *Nn∈∀
4
3

2
1

21 =≤≤=− uuu n  

                   InfX=minX=
2
1

− , SupX=maxX=
4
3  

Ví dụ 3: Cho A, B là hai tập không rỗng của R và bị chặn trên. 

               a. Chứng minh Sup ( BA∪ )=Max(Sup(A), Sup(B)). 

               b. Gọi A+B={ }baxBAbaRx +=×∈∃∈ ,),(, , chứng minh                  
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

                  Sup(A+B) = Sup(A) + Sup(B) 

    Giải: 

 a. Kí hiệu ),(,, βαγβα MaxSupBSupA === . Vậy tập hợp các cận trên của      

   BA∪ chính là X= α≥xx,{  và }β≥x hay X= },{ γ≥xx Vậy )( BASup ∪=γ  

 b. 

   
SupBbBb
SupAaAa

≤∈∀
≤∈∀

,
,

SupBSupAbaBAba +≤++∈+∀⇒ ,  

     )(* BASupM +=⇒

    0>∀ε  

2
,

2
,

ε

ε

−>∈∃

−>∈∃

SupBbBb

SupAaAa
 

)(
,

* BASupSupBSupAM
SupBSupAbaBAba
+=+=∃⇒

−+>++∈+∃⇒ ε
 

1.1.2. Tập số thực mở rộng 

Người ta thêm vào tập số thực R hai phần tử kí hiệu là ∞−  và ∞+ . Tập số thực mở rộng 
kí hiệu là R và { +∞∞−∪= ,RR }, các phép toán + và ., quan hệ thứ tự được định nghĩa như sau: 

1.        Rx∈∀
−∞=+−∞=−∞+
+∞=++∞=+∞+

xx
xx

)()(
)()(

 

2.                 
−∞=−∞+−∞
+∞=+∞++∞

)()(
)()(

 

3.   { }0,, ** >∈=∈∀ ++ xRxRRx

             
−∞=−∞=−∞
+∞=+∞=+∞

xx
xx

)()(
)()(

 

      { }0,, ** <∈=∈∀ −− xRxRRx

                       
+∞=−∞=−∞
−∞=+∞=+∞

xx
xx

)()(
)()(

 

4.                      

                       
−∞=+∞−∞=−∞+∞
+∞=−∞−∞=+∞+∞

))(())((
))(())((

 

5.   Rx∈∀
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

                      
+∞≤∞+
−∞≤∞−

+∞<<∞− x
 

1.1.3. Các khoảng số thực 

  Cho  và . Trong R có chín loại khoảng sau đây: Rba ∈, ba ≤

      [ ] { bxaRxba ≤≤ }∈= ;,  được gọi là đoạn hay khoảng đóng bị chặn 

      
[ ) { }
( ] { bxaRxba

bxaRxba
≤<∈=
<≤

}
∈=

;,
;,

 được gọi là khoảng nửa đóng hoặc nửa mở            

       

[ ) { }
( ] { }
( ) {
( ) { }
( ) { axRxa

xaRxa
bxaRxba

axRxa
xaRxa

<∈=∞−
<∈=+∞
<<∈=

≤∈=∞−
≤∈=+∞

;,
;,

;,
;,

;,

}

}

 được gọi là các khoảng mở 

  Các số thực a,b gọi là các mút của khoảng. 

1.1.4. Giá trị tuyệt đối của số thực 

A. Định nghĩa: Giá trị tuyệt đối của số thực x, kí hiệu x  là một số thực không âm xác định 

như sau 

                         

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤−

≥
=

0

0

xkhix

xkhix
x  

B. Tính chất 

1. ),(, xxMaxxRx −=∈∀  

2. 00 =⇔= xx  

3. 

 

nn

n

i
i

n

i
in

xxRx

xxRxxxxNn

yxxyRyx

=∈∀

=∈∀∈∀

=∈∀

∏∏
==

,

,,,,,,

,,

11
321

* K  
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

4. 
xx

Rx 11,* =∈∀  

5.   

   

∑∑
==

≤∈∀∈∀

+≤+∈∀

n

i
i

n

i
in xxRxxxNn

yxyxRyx

11
21

* ,,,,,

,,

K

 

6. 

    

( )

( )yxyxyxMin

yxyxyxMaxRyx

−−+=

−++=∈∀

2
1),(

2
1),(,,

 

7. yxyxRyx −≤−∈∀ ,,  

1.1.5. Khoảng cách thông thường trong R 

A. Định nghĩa: Khoảng cách trong R là ánh xạ 

                      ( ) yxyx

RRRd

−

→×

a,

:

 

Đó là hình ảnh trực quan về khoảng cách giữa 2 điểm x và y trên đường thẳng trục số               
thực R. 

B. Tính chất 

  1.  ( ) yxyxd =⇔= 0,  

  2.  ( ) ( )xydyxdRyx ,,,, =∈∀

 3.  ( ) ( ) ( zydyxdzxdRzyx ,,,,,, +≤∈∀ )

 4. ( ) ( ) ( )zydzxdyxdRzyx ,,,,,, ≤−∈∀  
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

1.2. SỐ PHỨC 

 9

)

Chúng ta đã biết rằng trong trường số thực R không thể phân tích thành thừa số tam thức 
bậc hai  khi .Tuy nhiên sẽ rất tiện lợi nếu có thể thừa số hoá tam 
thức này thành dạng 

cbxax ++2 042 <−=Δ acb
( )( βα −− xxa  trong đó R∉βα , .Nhằm mục đích này thêm vào R một 

phần tử mới, kí hiệu là i (gọi là đơn vị ảo) kết hợp với các cặp số thực  để tạo ra các           
số phức. 

( ) 2, Ryx ∈

1.2.1. Định nghĩa và các dạng số phức                                                                

A. Định nghĩa:  

Cho , một số biểu diễn dưới dạng z=x+iy, trong đó ( ) 2, Ryx ∈ 12 −=i     

          gọi là một số phức. Tập các số phức kí hiệu là C. 

Gọi x là phần thực của z, kí hiệu Rez =x 

          y là phần ảo của z, kí hiệu là Imz =y 

Gọi môđun của z,kí hiệu z  xác định bởi số thực không âm 

                         022 ≥=+= ryxz  

Gọi Acgumen của z , kí hiệu Argz xác định bởi số thực                               

             Argz=
⎩
⎨
⎧

=∈∈
z
xRR θθθ cos;;  và  

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=
z
yθsin ,    với  0≠z

Như vậy Acgumen của z sai khác nhau Zkk ∈,2π  và Arg0 không xác định. 

Vậy số phức z có các dạng viết: 

1. z =x+iy gọi là dạng chính tắc hay dạng đại số của số phức z . 

2. z = ( )θθ sincos ir +  gọi là dạng lượng giác của số phức z. 

B. Biểu diễn hình học của các số phức  

                       y 
 
                                      M(z) 
          y 
                           r 
 

                        θ 
              0                       x              x 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

Xét mặt phẳng 0xy với hệ toạ độ trực chuẩn. 

Ánh xạ  đặt mỗi số phức z=x+iy ứng với điểm M có toạ độ (x,y) trên mặt 

phẳng 0xy.Vậy 

xyC 0: →ϕ

ϕ là song ánh.Gọi mặt phẳng 0xy là mặt phẳng phức.                         
 ( )zCz ϕ,∈∀  gọi là ảnh của z trên 0xy 

(MxyM 1,0 −∈∀ ϕ )gọi là toạ vị của M, đó là số phức Cz∈ . Ngoài ra  cũng được gọi 

là véctơ biểu diễn số phức z. Như vậy 

→
OM

zOM =  và =Argz ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →→

OMOx,

Trên mặt phẳng phức 0xy nhận thấy: 

Trục 0x biểu diễn các số thực Rxz ∈= , trục này gọi là trục thực,còn trục 0y biểu diễn các 
số phức z = iy, y R∈  gọi là các số ảo thuần tuý,người ta gọi trục 0y là trục ảo. 

1.2.2. Các phép toán trên tập C 

A. Phép so sánh bằng nhau 

     ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
⇔+=+∈∀

'

'
''4'' ,,,,

yy
xx

iyxiyxRyxyx

B. Phép lấy liên hợp 

  Cho  , liên hợp của z, kí hiệu Ciyxz ∈+= z  cho bởi iyxz −=  

C. Phép lấy số phức đối 

  Cho z=x+iy∈C, số phức đối của z, kí hiệu –z (đọc là trừ z ) được xác định: 

                                   -z = -x-iy 

D. Phép cộng 

  Cho z = x+iy, z’= x’+iy’,tổng của z và z’, kí hiệu z+z’ xác định như sau: 

                                   z+z’=(x+x’)+i(y+y’) 

E. Phép nhân 

  Cho z=x+iy và z’=x’+iy’, tích của z và z’, kí hiệu z.z’ xác định như sau: 

                                   z.z’=(xx’-yy’) + i(xy’+x’y) 

F. Phép trừ và phép chia 

  Là các phép tính ngược của phép cộng và phép nhân 

                                  
"'."

'

)'('

zzzz
z
z

zzzz

=⇔=

−+=−
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

Từ các phép toán trên, nhận được các tính chất dưới đây: 

 1. ., zzCz =∈∀  

 2. ( ) '',', 2 zzzzCzz +=+∈∀  

 3. ( ) ''.,', 2 zzzzCzz =∈∀   

    

∏∏

∑∑

==

==

=

=∈∀∈∀

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
in

zz

zzCzzzNn

11

11
21

* ,,,,,, K

 

 4.  }0{\,', ** CCCzCz =∈∀∈∀

                       
'' z

z
z
z

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

 5. RzzzCz ∈⇔=∈∀ ,    

                       },{, RyiyiRiRzzz ∈=∈⇔−=  

 6. 2. zzzCz =∈∀  

G. Phép luỹ thừa, công thức Moavrờ ( Moivre) 

Cho ( ) Zkirz ∈∀+= ,sincos θθ  

Gọi  là luỹ thừa bậc k của z. Bằng qui nạp, dễ chứng minh được kz

                                            (1.1)              ( )θθ kikrz kk sincos +=

  Gọi (1.1) là công thức Moivre. 

H. Phép khai căn bậc n của . *Cz∈

  Cho . Gọi  là căn bậc n của z, kí hiệu ( )θθ sincos,* irzNn +=∈ *C∈ς n z ,xác định 

như sau:                 zn =ς

  Nếu gọi ςρ =  và Φ = Argς  thì  hay là 
⎩
⎨
⎧

+=Φ
=

πθ
ρ

kn
rn

2
nr
1

=ρ  và Φ=
n

kπθ 2+  với  

1,...,2,1,0 −= nk . 

  Vậy số z có đúng n căn bậc n,  đó là các số phức có dạng: 

         1,...,2,1,02sin2cos
1

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+

= nk
n

ki
n

kr n πθπθς             (1.2) 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

Chú ý:           

• Trong chương 4, sau khi đã có các khai triển của các hàm số sơ cấp, sẽ nhận được dạng luỹ 
thừa của số phức z: 

                                        θirez =

       Khi đó công thức (1.1) sẽ là :  Zkerz ikkk ∈= ,θ

                                    (1.2) sẽ là : 1,...,2,1,0,, *
21

−=∈=
+

nkNnerz n
k

i
nn

πθ

 

• Căn bậc n của 1. 

Vì z=1 có z =1=r, Argz=0.Vậy căn bậc n của 1 là n số phức dạng: 

                             1,...,2,1,0,
2

−== nke n
ik

k

π

ω  

Vì nên các số phức 12 =± ie π
kω có những tính chất sau: 

a. { } .,1,...,2,1,0 knknk −=−∈∀ ωω  . 

b.  { } .,1,...,2,1,0 1
k

knk ωω =−∈∀

c. { } ,0
1
1,1,0\

1

0

1

0 1

1
1∑ ∑

−

=

−

=
=

−
−

==∈∀
n

k

n

k

n
k

kNn
ω
ω

ωω  

d. Các số phức kω biểu diễn trên mặt phẳng phức bởi các đỉnh của một đa giác đều n cạnh 
nội tiếp trong đường tròn lượng giác và một trong các đỉnh là điểm có toạ vị bằng 1. Đa giác này 
nhận 0x làm trục đối xứng, chẳng hạn với n=2, n=3, n=4, biểu diễn hình học các số kω cho trên 
hình 1.2 

                        y                                           y                                            y 

 

                                           
2
3

2
1 i+−  

                                   x                 -1               1       x        -1          -1         1 x 

 -1                       1                

                                       
2
3

2
1 i−−  

n=2                                      n=3                                          n=4 

                                                              h.1.2.  
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

Ví dụ 1: Hãy tìm tất cả các ánh xạ CC     →:f  sao cho:                                

                                        zzzfzfCz +=−+∈∀ 1)()(,  

 Giải: 

  Nếu tồn tại f thì      f(-z) – zf(z)=1-z    đúng 

                  suy ra    ( ) 22 1)(1 zzfz +=+  

             chứng tỏ      f(z)=1 nếu iz ±≠  .  

Đặt RCiif ∈∈+= βαβα ,,)(    thì  βα −+−=− iiif 1)(  

Kiểm tra    

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−+−
∈=

±≠

→

izi
Riz

iz
z

CCf

 khi     )1(1
,               khi                          

 khi                           1
:

αβ
βααa

    

Sẽ thấy thoả mãn điều kiện đặt ra. 

Ví dụ 2. Tính         a.    )3)(31)(1( iii +−−  

                               b.    
i
i

+
−

1
3

  

                               c.     4 31 i+−  

Giải: 

a.  Đặt    trong đó   321 zzzz = iz −=11 , iz 312 −= ,  iz += 33  

Ta đi tìm môđun và acgumen của các số phức này 

     21111 =+== zr ,  11 arg z=θ  trong đó   
⎩
⎨
⎧

>
−=

0cos
1

1

1

θ
θtg

41
πθ −=⇒  

Tương tự nhận được  
6

,2,
3

,2 3322
πθπθ ==−== rr  

Vậy ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−==

−
)

12
5sin()

12
5cos(24.24 12

5. πππ

iez
i

 

b. Đặt 
2

1

z
zz =  trong đó iziz +=−= 1,3 21  
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

                      

4
,2

6
,2

2222

1111

πθ

πθ

====

−====

Argzzr

Argzzr
       

Vậy  12
5)

46
(

22
πππ

ii
eez
−−−

==  

c. Đặt 3,2,1,0,4 == kzkξ  

Trong đó 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

==
⇒+−=

3
2

2
31 πϕ Argz

zr
iz  

Vậy  )
3

2sin
3

2(cos2 ππ iz +=  

    

)31(
8
1)

3
5sin

3
5(cos2

)3(
8
1  )

6
7sin

6
7(cos2

)31(
8
1)

3
2sin

3
2(cos2

)3(
8
1)

6
sin

6
(cos2

44
3

44
2

44
1

44
0

ii

ii

ii

ii

−=+=

+−=+=

+−=+=

+=+=

ππξ

ππξ

ππξ

ππξ

 

Ví dụ 3. Tìm môđun và acgumen của số phức      
200

100

)3(
)1(
i

iz
+
−

=  

Giải:  Đặt iziz +=−= 3,1 21  

Từ đó có: . Ta có môđun và acgumen của các số phức trên là: 200
2

100
1 . −= zzz

     

6
,2

4
,2

222

111

πθ

πθ

===

−===

Argzz

Argzz
 

Vậy [ ]πππ 2,25,2 100
1

50100
1 −=−== Argzz  

        [ ]πππ 2,
3
2

6
200,2 200

2
200200

2 =−== −−− Argzz  
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

Cuối cùng   15020050 22.2 −− ==z  

                    
3
π

−=zArg  

Ví dụ 4:  Chứng minh rằng Cz ∈∀  thì 
11
2
11

2 ≥+

≥+
⎢
⎣

⎡

z

z
 

Giải: 

Giả sử Ciyxz ∈+=∃  sao cho 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<+

<+

11
2
11

2z

z
 

0
4
322

0
4
320

4
32

0)(2)(
2

22

22

22

22222

<++⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<+++

<
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<+++

<−++
xx

xyx

yx

xyx

yxyx

 

 0
2
1

2
31' <−=−=Δ x     

 Chứng tỏ mâu thuẫn. 

Ví dụ 5: Cho a,b,c  và C∈ cb,ca,1cba ≠≠===  

 Chứng minh 

                         Arg [ ]π
a
bArg

ac
bc

2
1

=
−
−  

Giải: 

 Hãy xét số phức dưới đây, để ý đến c
c
1,b

b
1,a

a
1

===         

                    [ ]

[ ]π

ππ

a
bArg

ac
bcArg

b
aArg

ac
bcArg

k
b
a

ac
bcArg

b
a

ac
bc

a
b

b
a

ca
cb

b

a

ac

bc
b
a

ac
bc

2
1

02

0

.1

1

11

11

2

22

2

2

=
−
−

⇒

=+
−
−

⇒

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

⇒

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

Ví dụ 6: Cho hãy tính căn bậc 4 trong tập C của số phức: Ra∈

                            ( ) iaaaaz )1(418 2222 +++−=

Giải: 

 Nhận xét                     [ ]22 )1(2 iaaz −+=

Vậy           [ ]iaaz )1(2 2−+±=   

Tiếp tục nhận xét thấy: 

               
[ ]

[ ]
2

2

2
2

)1()1(
2

1)1(2

)1()1(
2

1)1(2

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−−=−−−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −++=−+

iaaiaa

iaaiaa
 

Suy ra các giá trị của 4 z  sẽ là: 

            { } { }iaaiaa )1()1(
2
2,)1()1(

2
2

+−−±−++±  

Ví dụ 7:  Giải phương trình với ẩn số Cz∈ : 

                         zzz +=4  

Giải: 

Nhận xét z1=0 là nghiệm 

Xét z≠0,đặt R,R,ez *i ∈∈= + θςς θ  

        

⎩
⎨
⎧

=
=

⇔

=+⇔+=

04sin
cos24cos

cos2)4sin4(cos
3

34

θ
θθς

θθθς izzz
 

       

                      hoặc      
[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

>
=

⇔

θς

θ
πθ

cos2
0cos

204

3

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

<
=

θς

θ
ππθ

cos2
0cos

24

3

 

Lấy 3
1

20 =⇒= ςθ  

Lấy 6
1

2
4

3
=⇒= ςπθ  
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

Lấy 6
1

2
4

5
=⇒= ςπθ  

Vậy các nghiệm  là:   0≠z

                                     

)1(2
4

5sin
4

5cos2

)1(2
4

3sin
4

3(cos2

2

3
1

6
1

4

3
1

6
1

3

3
1

2

iiz

iiz

z

−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

+−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

=

−

−

ππ

ππ
 

 

1.2.3* . Áp dụng số phức vào lượng giác 

A. Khai triển θθθ tgnnn ,sin,cos  

 Cho .Áp dụng công thức Moivre và công thức nhị thức Newton *, NnR ∈∈θ

               ( ) ∑
=

−=+=+
n

k

kkknk
n

n iCinin
0

sin.cossincossincos θθθθθθ

 Tách phần thực và phần ảo, nhận được 

              
L

L

+−=

++−=
−−

−

θθθθθ

θθθθ
33311

222

sincossincossin

sincoscoscos
n

n
n

n

n
n

n

CCn

Cn

 Sau khi thay  vào các công thức trên sẽ có: θθ 22 cos1sin −=

1. θncos  biểu diễn dưới dạng một đa thức của θcos , gọi đó là công thức Chebyshev                 
loại 1. 

2. θnsin  bằng tích của θsin với một đa thức của θcos , gọi là đa thức Chebyshev loại 2. 

3.  
L

L

−+−
+−

===
θθ

θθ

θ
θ
θ
θ

θ
θθ 4422

331

1
cos
cos
cos
sin

cos
sin

tgCtgC
tgCtgC

n

n

n
ntgn

nn

nn

n

n
 

B. Tuyến tính hoá  θθθθ qppp sin.cos,sin,cos

 Cho 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−=

+=+=
⇒=∈∈

ω
ωωωθ

ω
ωωωθ

ωθ θ

1sin2

1cos2
,, *

i
eNpR i  

 17

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 1: Giới hạn của dãy số 

Vậy   
p

pp ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ω
ωθ 1cos2  và ( )

p
ppi ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

ω
ωθ 1sin2  

Sử dụng công thức nhị thức Newton và xét các trường hợp sau đây: 

 a. Trường hợp  *,2 Nmmp ∈=

1.       

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+=

+++−+=

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

∑
−

=

−−

−

−
−

1

0
22

)12(2

2
1

2
1
2

222
221

22
222

)(2cos
2
12cos

2cos2`)1(2cos22cos2

11cos2

m

k

k
m

m
m

mm

m
m

m
mm

m
mm

m
mm

mmm

kmCC

CCmCm

CC

θθ

θθθ
ω

ω
ω

ωθ

L

L

  

2.      

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+

−
−=

−++−−=

−++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−

∑
−

=

−−

−
−

1

0
22

)12(2

2
1
2

222
221

22
222

)(2cos)1(
2
)1(12sin

)1()1(2cos22cos2

)1(11sin)1(2

m

k

k
m

km
m

m
mmm

m
m

m
m

m
m

m
m

m
mm

mmmm

kmCC

CmCm

CC

θθ

θθ
ω

ω
ω

ωθ

L

L

 

b. Trường hợp Nmmp ∈+= ,12  

 1.             

  

∑
=

+
−+

++

+−
−

++
+++

−+=

++−++=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

m

k

k
m

mm

m
mm

m
mm

m
mm

mmm

kmC

CmCm

CC

0
12

212

12
1

12

1212
121

1212
121212

)212cos(2cos

cos2)12cos(2)12cos(2

111cos2

θθ

θθθ

ω
ω

ω
ω

ω
ωθ

L

L

 

 2.  

( ) θθ

θθθ
ω

ω
ω

ωθ

)212sin()1(12sin

sin)1(2)12sin(.2)12sin(2

11sin)1(2

12
0

212

12
1

12

12
21

1212
121212

kmC

CimCimi

Ci

k
m

m

k

kmmm

m
m

m
m

m
m

mm
mmmm

−+−−=

−++−−+=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−

+
=

−+

++

−
−+

++
+++

∑

L

L

 

Để tuyến tính hoá θθ qp sin.cos  trước hết tuyến tính hoá từng thừa số ,     
sau đó thực hiện phép nhân rồi cùng tuyến tính hoá các số hạng thu được. 

θθ qp sin,cos

Ví dụ 7: Cho RRNban ××∈),,( , tính các tổng: 

                  ∑∑
==

+=+=
n

k
n

n

k
n kbaSkbaC

00
)sin(),cos(
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

 Giải: 

Xét     Nếu ( )∑∑
==

+ ==+
n

k

kibia
n

k

kbai
nn eeeiSC

00

)( Zb π2∈  

          anSanC nn sin)1(,cos)1( +=+=  

Nếu Zb π2∉  

         ( )

2
sin

.
2

1sin
.

2
sin2

2
1sin2

1
1 2

.

2

2
)1(

1

b

bn

e
bie

bnie
e

e
eeiSC

nbai

bi

bni

ia
ib

nib
ia

nn

+

=

+

=
−
−

=+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+

+

 

         

2
sin

2
1sin

2
sin,

2
sin

2
1sin

2
cos b

bn
nbaSb

bn
nbaC nn

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=  

Ví dụ 8: Chứng minh 
1sin2

1
2

1sin,
1

* −
+

≥∈∀ ∑
=

nkNn
n

k

 

Giải: 

 Vì sin0 = 0 và 1sin ≤k  nên 

       
nnnkn

kkkk

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

cos.
1sin

)1sin(.
2
1

2
12cos.

2
1

2
1

)2cos1(.
2
1sinsinsin

0

00

2

01

+
−

+
=−

+
=

−=≥=

∑

∑∑∑∑

=

====  

Vì      
1sin

1cos.
1sin

)1sin(
≤

+ nn
 

nên   
1sin2

1
2

1sin
1

−
+

≥∑
=

nk
n

k

 

1.3. DÃY SỐ THỰC 

Sau khi xem xét dãy số thực,chúng ta hoàn toàn có thể mở rộng cho dãy số phức vì rằng 
một dãy số phức tương đương với một cặp dãy số thực. 

1.3.1. Các khái niệm cơ bản của dãy số thực 

A. Định nghĩa  

Một dãy số thực là một ánh xạ từ N vào R, kí hiệu: 

                              RNu →:
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

hay đơn giản nhất,kí hiệu (un) 

Với xác định, gọi là số phần tử thứ nNnn ∈= 0 0nu 0 của dãy, un thường là một biểu thức 

phụ thuộc vào n gọi là phần tử tổng quát của dãy, chẳng hạn cho các dãy sau đây:   

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− +

n
n

nn
11,1,)1(),1( 1  

B. Sự hôi tụ, sự phân kì của dãy số  

1. Dãy (un) hội tụ về  nếu Ra∈

       εε <−⇒>∈∀∈∃>∀ aunnNnNn n00 ,,,0  

    Kí hiệu , rõ ràng (uaunn
=

∞→
lim n-a) hội tụ về 0. 

2. Dãy (un) hội tụ nếu có số Ra∈  để aunn
=

∞→
lim  

3. Dãy (un) phân kì nếu nó không hội tụ, nghĩa là: 

        εε ≥−>∈∃∈∀>∃∈∀ aunnNnNnRa n,,,,0, 00  

4. Dãy (un) nhận +∞ làm giới hạn nếu 

        AunnNnA n >⇒>∀∈∃>∀ 00 ,,0

  Kí hiệu , đôi khi nói rằng (u+∞=
∞→ nn

ulim n) tiến tới +∞  

5. Dãy (un) nhận  -∞  làm giới hạn nếu 

      BunnNnB n <⇒>∀∈∃<∀ 00 ,0 .    

  Kí hiệu  −∞=
∞→ nn

ulim

  Dãy có giới hạn là +∞ hoặc -∞ cũng gọi là phân kỳ.  

C. Dãy số bị chặn 

1. Nói rằng (un) bị chặn trên bởi số RA∈  nếu   AuNn n ≤∈∀ , . 

2. Nói rằng (un) bị chặn dưới bởi số RB ∈  nếu  BuNn n ≥∈∀ ,  . 

3. Nói rằng (un) là dãy bị chặn nếu tồn tại +∈ RM  sao cho  MuNn n ≤∈∀ , . 

1.3.2. Tính chất của dãy hội tụ 

A. Tính duy nhất của giới hạn 

 Định lí: Dãy (un) hội tụ về a thì a là duy nhất  

 Chứng minh: Giả sử 2121 ,lim,lim aaaa
nn

≠==
∞→∞→
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

   Đặt 213
1 aa −=ε  

       
ε

ε

<−⇒>∀

<−⇒>∀∈∃

22

1121 ,,

aunn

aunnNnn

n

n  

   Gọi  sẽ có: 0210 ),,( nnnnMaxn >∀=

       212121 3
22 aaauauaa nn −=<−+−≤− ε  mâu thuẫn. 

B. Tính bị chặn 

1. Dãy (un) hội tụ thì bị chặn trong R. 

2. Dãy (un) tiến đến +∞ thì bị chặn dưới. 

3. Dãy (un) tiến đến -∞ thì bị chặn trên. 

Chứng minh: 

1. Giả sử 1lim 00 <−⇒>∀∃⇔=
∞→

aunnnau nnn
 

           aaauu nn +<+−≤⇒ 1  

    Đặt  { } MuNnauuMaxM nn ≤∈∀⇒+= ,1,,...,
00 . 

2.  Giả sử 1,lim 00 >⇒>∀∃+∞=
∞→ nnn

unnnu  

    Đặt m = { } muuuMin nn ≥⇒1,,...,
00  

3.  Quy về 2. bằng cách xét (-un). 

Chú ý: 

 1.  Tồn tại các dãy số bị chặn nhưng không hội tụ, chẳng hạn  

                            ( ) ( )1)1( +−= n
nu . 

 2.  Mọi dãy không bị chặn sẽ phân kỳ. 

 3.  Một dãy tiến tới +∞  thì không bị chặn trên, điều ngược lại không đúng, chẳng hạn:                   
( ) ( )nu n

n )1(−= . 

C. Tính chất đại số của dãy hội tụ 

 1. auau nnnn
=⇒=

∞→∞→
limlim . 

 2. 0lim0lim =⇔=
∞→∞→ nnnn

uu . 

 3.  bavubvau nnnnnnn
+=+⇒==

∞→∞→∞→
)(limlim,lim . 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

 4. auau nnnn
λλ =⇒=

∞→∞→
limlim  . 

 5.  (v,0lim =
∞→ nn

u n) bị chặn 0)(lim =⇒
∞→ nnn

vu . 

 6. abvubvau nnnnnnn
=⇒==

∞→∞→∞→
)(limlim,lim . 

 7. 
b
a

v
ubvau

n

n

nnnnn
=⇒≠==

∞→∞→∞→
lim0lim,lim . 

Chứng minh: 

 1.       εε <−⇒>∀∈∃>∀ aunnNn n000  

     mà  auauau nnnn =⇒<−≤−
∞→

limε . 

 2. Vì ta có 00 −==− nnn uuu . 

 3.   
2

:,0 121
εε <−⇒>∀∃>∀ aunnnn n , 

                                     
22
ε

<−⇒>∀ bvnn n , 

   Đặt εεε
=+<+−+⇒>∀=

22
)(),,( 0210 bavunnnnMaxn nn . 

4. 
λ

εε
+

<−⇒>∀∃>∀
1

,0 00 aunnn n  

     εε
λ

λ
λλλ <

+
≤−=−⇒

1
auau nn  

5.  sao cho +∈∃ RM MvNn n ≤∈∀ ,  

      
εε

εε

<
+

<=⇒

+
<⇒>∀∃>∀

M
Mvuvu

M
unnn

nnnn

n

1
.

1
,0 00

 

6. Gọi aunn −=α .Vậy ( )nα  hội tụ về 0 

Ta có nnnnnnn vavvavu αα +=+= )(  

 mà  vì (vabavnn
=

∞→
lim n) bị chặn nên 0lim =

∞→ nnn
vα . 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

7. Trước hết ta sẽ chỉ ra  
bvn

n

11lim =
∞→

 

Vì 0lim ≠=
∞→

bvnn
 nên  

22
, 11

b
v

b
bvnnNn nn >⇒<−⇒>∀∈∃  

Ta có  bv
bbv

bv
bv n

n

n

n

−≤
−

=−≤ 2

2
.

110   

suy ra εε
2

,0
2

22

b
bvnnNn n <−⇒>∀∈∃>∀  

Lấy  n0 = Max(n1,n2), ε<−⇒>∀
bv

nn
n

11
0  

Ta thấy 
n

n
n

n

v
u

v
u 1

= ,theo 6. ta nhận được 
b
a

v
u

n

n

n
=

∞→
lim  . 

D. Tính chất về thứ tự và nguyên lý kẹp 

1.  Giả sử  .Khi đó ),(lim balunn
∈=

∞→
buannn n <<⇒>∀∃ 00 ,  

2. Giả sử  và lunn
=

∞→
lim 00 ,, nnn >∀∃  có bua n ≤≤  khi đó bla ≤≤  

3.  Giả sử 3 dãy (un), (vn), (wn) thoả mãn: 

         nnn wvunnn ≤≤⇒>∀∃ 00 , và awu nnnn
==

∞→∞→
limlim  

       Khi đó  avnn
=

∞→
lim

  4.  Giả sử  mà  và 0nn >∀ nn vu ≤ +∞=
∞→ nn

ulim .Khi đó +∞=
∞→ nn

vlim  

Chứng minh: 

 1.   

     
bulblunnn

uaallunnn

nn

nn

<⇒−<−⇒>∀∃

<⇒−<−⇒>∀∃

22

11

,

,
 

     Lấy n0 = Max(n1,n2)  có a<u0nn >∀⇒ n<b 

2.  Lập luận phản chứng và theo 1. 

3.  Nnn ∈∃>∀ 21,,0ε      

                  
ε

ε

<−⇒>∀

<−⇒>∀

awnn

aunn

n

n

2

1   
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

     Lấy n3=Max(n0,n1,n2),  sẽ có: 3nn >∀

                εε <−≤−≤−<− awavau nnn  

     Vậy      . avnn
=

∞→
lim

4.  Lấy  AunnnRA n >⇒>∀∃∈ + 11
* ,,

     Gọi n2=Max(n0,n1),  Avnn n >⇒>∀ 2

    Chứng tỏ . +∞=
∞→ nn

vlim

Chú ý: 

1. Để chứng minh dãy (un) hội tụ về a, thông thường chỉ ra dãy ( nε ) hội tụ về 0 và thoả mãn 

nn au ε≤−  

2. Bằng cách chuyển qua phần tử đối, nhận được kết quả sau đây: 

         Nếu  và nn vunnn ≥⇒>∀∃ 00 , −∞=
∞→ nn

ulim  thì −∞=
∞→ nn

vlim  

Ví dụ 1: Chứng minh 01lim =
∞→ nn

 

Giải: 

  εε <⇒>∀∃>∀
n

nnn 10 00  hay 
ε
1

>n   

  Vậy chọn 11
0 +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
ε

En           Kí kiệu E(x) là phần nguyên của x. 

Ví dụ 2: Tính ∑
=

∞→∞→
∈

+
=

n

knnn
Nn

kn
nu

1

*
2 ,limlim  

Giải: 

1lim1limlim
1

11
,

1
2

2

2

1
2

1
2

*

=⇒==

=
+

=
+

≥

=
+

=
+

≤
+

=∈∀

∞→∞→∞→

=

==

∑

∑∑

nnnnnn

n

n

k
n

n

n

k

n

k
n

uwv

w
n

n
nn

nu

v
n

n
n

n
kn

nuNn

  

Ví dụ 3: Chứng minh  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>∞+
=

<

=
∞→

1
11
10

lim
akhi
akhi
akhi

an

n
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

  Giải: 

   Xét  để a =1+h *,1 +∈∃> Rha

       
( )

+∞=⇒+∞=+⇒+∞=

+≥=+=

∞→∞→∞→

=
∑

n

nnn

n

i

ii
n

nn

anhnh

nhhCha

lim)1(lim)(lim

11
0

  Xét 0lim0lim1lim110,1 =⇒=⇒+∞=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⇒>⇒≠<

∞→∞→∞→

n

n

n

n

n

n
aa

aa
aa  

      Với a=0 rõ ràng an = 0,  0lim =⇒∀
∞→

n
nn

an

  Xét a=1  1lim1 =⇒=⇒
∞→

n

n

n aa

Ví dụ 4:  Tìm *,lim +∞→
∈ Raan

n
 

Giải: 

   Xét a=1 rõ ràng 11limlim ==
∞→∞→ n

n

n
a  

   Xét a>1, áp dụng công thức nhị thức Newton 

            
( ) ( ){ } ( )

( ) ( )∑

∑

=

=

−+=−≥⇒

−=−+==

1

0

0

111

111

k

nknk
n

n

k

knk
n

nnnn

anaCa

aCaaa
 

             thì *Nn∈∀⇒ 1lim110 =⇒=
−

≤−≤
∞→

n

nn
n a

n
aa ε  

   Xét 0 < a < 1 11lim11
=⇒>⇒

∞→
n

n aa
 

       mà 
1

1
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= nn

a
a  nên 1lim =

∞→

n

n
a  

   Kết luận 1lim,* =∈∀
∞→

n

n
aRa . 

Ví dụ 5: Tính *,1,lim Na
n
an

n
∈>⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∞→

αα  

Giải: 

    Vì 1
1

>αa  nên  để *Rh +∈∃ ha += 1
1
α , áp dụng công thức nhị thức Niutơn (Newton) 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

{ }1,0\Nn∈∀  

          22

0

1

2
)1(

2
)1(1 hnnhnnnhhCa

n

k

kk
n

n
−

≥
−

++≥=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑
=

α  

       +∞=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⇒
−

≥
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⇒
∞→ n

a
hn

n

a
n

n

n

αα
1

2

1

lim
2

1
 

       Suy ra    
( )

+∞=⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
∞→ α

α

α

α

α

α n
a

n
a

n
a

n
a n

n

n
nn

lim

1

. 

       Áp dụng nguyên lí kẹp dễ dàng thấy được kết quả vẫn đúng R∈∀α  

   Người ta nói rằng hàm mũ tăng nhanh hơn hàm luỹ thừa. 

Ví dụ 6: Tinh Ra
n
an

n
∈

∞→
,

!
lim  

Giải: 

   Đặt 00 ,1)( nnaEn >∀+=  sẽ có: 

     

0
!

lim

...
2

.
1

...
1

...
2

.
1! 000

=⇒

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∞→ n
a

n
a

n
aaa

n
a

n
a

n
aaa

n
a

n

n

n

n

ε
 

  Người ta nói rằng giai thừa tăng nhanh hơn hàm số mũ. 

1.3.3. Tính đơn điệu của dãy số 

A. Dãy đơn điệu  

 1. Dãy (un) tăng nếu 1, +≤∈∀ nn uuNn , 

    Dãy (un) tăng ngặt nếu 1, +<∈∀ nn uuNn . 

 2. Dãy (un) giảm néu  , 1, +≥∈∀ nn uuNn

    Dãy (un)  giảm ngặt nếu 1, +>∈∀ nn uuNn  . 

 3. Dãy (un ) đơn điệu nếu nó tăng hoặc giảm. 
    Dãy (un ) đơn điệu ngặt nếu nó tăng  ngặt hoặc giảm ngặt 

Định lí 1: 

 1. Mọi dãy tăng và bị chặn trên thì hội tụ. 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

 2. Mọi dãy giảm và chặn dưới thì hội tụ. 

Chứng minh: 

 1.   (un) bị chặn trên εε nuSupl n ∃>∀⇒=∃⇒ ,0)(  sao cho εε
ε

+<≤≤− llul n  

    Vì  (un) tăng εεεε <−⇒+<<−⇒>∀⇒ lululnn nn , 

    Vậy NnuSuplu nnn
∈==

∞→
),(lim . 

 2.   Áp  dụng kết quả 1 đối với dãy (-un). 

Định lí 2:  

 1. Dãy (un) tăng và không bị chặn trên thì dần đến ∞+ . 

 2. Dãy (un) giảm và không bị chặn dưới  thì dần đến ∞− . 

Chứng minh: 

 1.  (un) không bị chặn trên 0,0 nA ∃>∀⇔  sao cho  Aun >
0

    Vì (un) tăng nên +∞=⇒>≥⇒>∀
∞→nnn Auunn lim

00 . 

 2. Áp dụng kết quả 1. với dãy (-un)  

Chú ý 

 1. Nếu (un) tăng thì hoặc (un) hội tụ hoặc +∞=
∞→ nn

ulim . 

 2. Nếu (un) tăng và hội tụ đến l thì ),( NnuSupl n ∈=  và luNn n ≤⇒∈∀ . 

 3. Nếu (un) tăng thì dãy bị chặn dưới bởi u0.

Ví dụ 7: Chứng minh rằng ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

= ∑
=

n

k
n kn

u
1

1
 hội tụ 

    Giải: 

     có  *Nn∈∀

                        
1

1
1

0
)22)(12(

1
1

1
22

1
12

1
1

≤
+

≤

>
++

=
+

−
+

+
+

=−+

n
nu

nnnnn
uu

n

nn

 

  Vậy (un) tăng và bị chặn trên nên nó hội tụ. 

Ví dụ 8: Tìm giới hạn của dãy số cho dưới dạng ẩn sau: 

   5,
2

5
1

1

2
1 >

+
=

−

− x
x
xx
n

n
n  
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

Giải:  Trước hết dùng qui nạp chứng minh nxn ∀>   0  

   -      đúng với  51 >x 1=n

Giả sử  ta sẽ chứng minh  0>kx 01 >+kx

Thật vậy  0
2

5 2

1 >
+

=+
k

k
k x

xx  (do tử số và mẫu số đều dương) 

Chứng tỏ  nxn ∀>     0

Mặt khác, dựa vào bất đẳng thức Côsi (Cauchy) thì  

                     nx
x

x n
n

n ∀≥+= −
−

   ,5)5(
2
1

1
1

 

Suy ra    hay  52 ≥nx
n

n x
x 5
≥  

Cộng vào các vế với  ta có: nx

                     n
n

n x
x

x +≥
52  hay   122 +≥ nn xx

Chứng tỏ dãy  đơn điệu giảm.  )( nx

Kết hợp hai kết quả trên ta có 5lim ≥=
∞→

axnn
 

Vì 
1

2
1

2
5

−

−+
=

n

n
n x

xx  nên 
1

2
1

2
5limlim

−

−

∞→∞→

+
=

n

n

nnn x
xx  

Từ đó ta có 
a
aa

2
5 2+

=   và 5≥a  

Giải phương trình đối với  nhận được a 5=a . 

 
Ví dụ 9: Cho 2 dãy (un),(vn) thoả mãn 

                  (v,0limlim ==
∞→∞→ nnnn

vu n) giảm ngặt, l
vv
uu

nn

nn

n
=

−
−

+

+

∞→
1

1lim  

              Chứng minh  l
v
u

n

n

n
=

∞→
lim  

    Giải: 

   Cho εε <−
−
−

⇒>∀∈∃>
+

+ l
vv
uunnNn

nn

nn

1

1
00 ,,0 , 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

  Lấy p,  sao cho p >n > nNn∈ 0 sẽ có: 

      

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )pppppp

nnnnnn

vvlvulvu

vvlvulvu

−<−−−

−<−−−

−−−

+++

111

111

ε

ε
M  

 Cộng lại các vế với vế sẽ có: 

      ( ) ( ) ( )pnnnpp vvvluvlu −<−−− ... ε  

  Cho +∞→p  và n cố định,n > n0  từ trên nhận được 

     nnn vlvu ε≤− . Hay ε≤− l
v
u

n

n  

  Vì (vn) giảm ngặt và dần về 0 nên vn>0 , 1nn >∀ . 

B. Dãy kề nhau 

  Hai dãy (un), (vn) gọi là kề nhau khi và chỉ khi (un) tăng (vn) giảm và 0)(lim =−
∞→ nnn

uv  

Định lí: Hai dãy kề nhau thì hội tụ và có chung một giới hạn l,ngoài ra 

               nnnn vvluuNn <≤≤≤∈∀ ++ 11,  

Chứng minh: 

          gọi Nn∈∀ ( )nnnn wuvw ⇒−=  giảm vì  wn+1-wn = (vn+1 – un+1) - (vn – un)    

                                                                                    = (vn+1 – vn) - (un+1 – un) ≤ 0 

  (wn) giảm và hội tụ về 0  ∀n hay u0≥⇒ nw n  ≤ vn. 

  Chứng tỏ (un) tăng và bị chặn trên bởi v0, (vn) giảm và bị chặn dưới bởi u0

  Suy ra   21 lim,lim lvlu nnnn
==

∞→∞→

  Vì llluv nnn
==⇒=−

∞→ 210)(lim  

  Theo chú ý 2 ở mục A suy ra un ≤ un+1  ≤ l ≤ vn+1 ≤ vn   

Ví dụ 10: Chứng minh rằng ( )
n

n n
e ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

11  hội tụ. 

Giải: 

 Trước hết chỉ ra (en) tăng 

 Theo công thức nhị thức Newton sẽ có 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++=

+−−
++

−−
+

−
++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n
n

nnn
k

nnkn

nn
nnnn

n
nnn

n
nn

n
n

n
e n

n

n

1111
!

1112111
!

111
!2

111

1
...2.1

)1)...(1(1
3.2.1

)2)(1(1
2.1

)1(1111 32

LLLL

L

       

Suy ra  

)
1

1()
1

11(
)!1(

1)
1
11()

1
11(

!
1)

1
11(

!2
111

1
11

1

1 +
−

+
−

+
+

+
−

−
+

−++
+

−++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+=

+

+ n
n

nnn
n

nnnn
e

n

n LLL

 

 en+1  nhiều hơn en một số hạng dương và từ số hạng thứ 3 trở đi mọi số hạng của en nhỏ hơn 

số hạng tương ứng của en+1 vì  
1

1111
+

−<−
nn

 . Suy ra en+1 > en. 

Ngoài ra  12 2
1

2
1

2
12

!
1

!3
1

!2
12 −++++<++++< nn n

e LL , 

  suy ra     nen ∀=
−

+< ,3

2
11

2
1

2  

 Gọi giới hạn của (en) là  số e, rõ ràng .Sau đây dùng số e làm cơ số của logarit. 0>e

                   e
n

n

n
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim . 

Ví dụ 11: Chứng minh rằng (e’n) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑

=

n

k k0 !
1

 hội tụ về e 

Giải: 

*Nn∈∀ ,đặt  
!.

1'

nn
ev nn += . rõ ràng (en’) tăng ngặt và ( ) 0

!.
1limlim ' ==−

∞→∞→ nn
ev

nnnn
 

Hơn nữa ta có:  

)!1)(1(
1

!.
1

)!1)(1(
1

)!1(
1

!..
1

)!1)(1(
1''

11

++
−=−

++
+

+
=

−
++

+−=− ++

nnnnnnnn

nnnn
eevv nnnn

 

⇒ (vn) giảm ngặt. Trước hết chứng minh e∉Q bằng phương pháp phản chứng: 

 Thật vậy, nếu ∑
=

∞→
=

n

kn k
e

0 !
1lim  mà Qe∈  tức là *,, Nqp

q
pe ∈= , ta sẽ có: 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

             

!.
1

!!

,
!!

1
!2

12
!

1

'

0

*'

qqq
a

q
p

q
avee

Na
q
a

qk
e

qq

q

k
q

+<<⇔<<

∈=+++== ∑
=

L

 

Hay a < p(q-1)! < a + 11
+≤ a

q
. Điều này mâu thuẫn vì  (a,p(q-1)!,a+1) . ( )3*N∈

Sau đây ta sẽ chứng minh ∑
=

∞→
=

n

kn
e

k0 !
1lim : Rõ ràng khi k cố định và n > k thì 

         )11()11(
!

1)21)(11(
!3

1)11(
!2

12
n

k
nknnn

en
−

−−++−−+−+> LL  

Cho n  suy ra ∞→ '
!

1
!3

1
!2

12 ke
k

e =++++≥ L  

Như vậy . Theo định lí kẹp suy ra . nn eee >≥ ' ee nn ⎯⎯ →⎯ ∞→
'

Hệ quả: (Định lí về các đoạn lồng nhau) 

  Cho hai dãy (an), (bn) thoả mãn : [ ] [ nnnnnn bababaNn ,,,, 11 ⊂ ]≤∈∀ ++  và 

 0)(lim =−
∞→ nnn

ab

Khi đó tồn tại duy nhất số  sao cho l [ ] { }lba
Nn

nn =
∈
I ,  

Chứng minh: 

 Vì (an),(bn) kề nhau nên cùng hội tụ và n∀  có an < an+1 < l < bn+1 < bn.

1.3.4. Dãy con 

Cho (un),từ các số hạng của nó lập một dãy mới với n)(
knu 1 < n2 < ...< nk < .... 

Gọi  là một dãy con của (u)(
knu n).Chẳng hạn: 

  (u2n) và (u2n+1) là các dãy con của (un) 

  ( )2nu  là các dãy con của (un) 

   không phải là dãy con của (u)( 2 nnu
− n) vì số hạng u0 xuất hiện 2 lần ứng với n=0,n=1 

Định lí : Nếu (un) hội tụ về Ra∈  thì mọi dãy con của nó cũng hội tụ về a 

Chứng minh: 

     εε <−⇒>∀∃>∀ aunnn n00,,0  

Vì  khi , nên ∞→kn ∞→k ε<−⇒>>∀∃ aunnkkk
knk 000 :,  suy ra au

knk
=

∞→
lim . 
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

Chú ý: 

• Nếu  thì +∞=
∞→n

lim +∞=
∞→ knk

ulim  

• Từ định lí trên, chúng ta nhận được điều kiện đủ cho dãy số phân kì: Nếu tồn tại hai dãy 
con hội tụ về hai số khác nhau thì dãy số phân kì. Chẳng hạn (-1)n phân kì vì có dãy con  ((-1)2n  
)hội tụ về 1 và dãy con ( (-1)2n+1) hội tụ về -1 

Hệ quả: Để (un) hội tụ đến  điều kiện cần và đủ là hai dãy con (ul 2n) và (u2n+1) đều hội           
đến . l

Chứng minh:  

Điều kiện cần suy từ định lí 1. 

Điều kiện đủ:  

: εε <−⇒>∀∃>∀ lunpnn p2121 ,,,0                                                   

ε<−⇒>∀ + lunp p 122   

Đặt n0=Max(2n1,2n2+1) lấy Nn∈  sao cho n=2p hoặc n=2p+1 

Trường hợp n=2p ε<−=−⇒>⇒ lulunp pn 21 . 

Trường hợp n=2p+1 ε<−=−⇒>⇒ + lulunp pn 122 . 

Trong mọi trường hợp có lulu nnn =⇒<−
∞→

limε . 

Định lí: (Định lí Bônzanô – Vâyơxtrase), (Bolzano -Weierstrass): Từ mọi dãy (un) bị chặn 
đều có thể lấy ra một dãy con hội tụ 

Chứng minh: Dùng phương pháp chia đôi . 

Ta sẽ xây dựng bằng qui nạp hai dãy thực (an), (bn) kề nhau và một dãy con   

                           [ ] Nkbau nnnk
∈∀∈ ,,  

 Vì (un) bị chặn nên tồn tại a0,b0 sao cho Nn∈∀  có 00 bua n ≤≤ ,rõ ràng   

                          [ ] Nkbau
kn ∈∀∈ ,, 00  

Cho giả sử ( )  sao cho Nn∈ 2, Rba nn ∈ nn ba ≤ . Tập [ ]{ }Nkbau nnnk
∈∈ ,,  là vô hạn và       

                          )(
2
1

00 abab nnn −=−  

 Xét điểm giữa 
2

nn ba +
 của [ ]nn ba , , rõ ràng ít nhất một trong hai khoảng chứa  là 

knu
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Chương 1: Giới hạn của dãy số 

vô hạn. Do đó tồn tại (an+1,bn+1) 2R∈  sao cho 11 ++ ≤ nn ba . Tập [ ]{ }Nkbau nnnk
∈∈ ++ ,, 11  là 

vô hạn và )(
2

1)(
2
1

00111 ababab nnnnn −=−=− +++  

Rõ ràng các đoạn [an,bn] lồng nhau. Vậy n∀  tồn tại l sao cho nnn ablu
k

−≤−   

Vì luab
knknnn
=⇒=−

∞→∞→
lim0)(lim  

Ví dụ 12: Chứng minh rằng mọi dãy (un) tuần hoàn và hội tụ là dãy dừng 

Giải:  

(un) tuần hoàn nên  nTn uuNnNT =∈∀∈∃ +,,*

Lấy  có NkNn ∈∀∈ ,0 00 nkTn uu =+  

( )kTnu +0
 là một dãy con và là dãy dừng nên 

00
lim nkTnk

uu =+∞→
 

Vì (un) hội tụ vì n
0

lim nnn
uu =⇒

∞→
0 bất kì vậy nuu nn ∀= )()(

0
,đó là dãy dừng. 

Ví dụ 13: Cho dãy (un) thoả mãn  
mn

nmuNnm nm
+

≤≤∈∀ +0,, *  

Chứng minh   0lim =
∞→ nn

u

Giải:  

Nn∈∀  có  

                        
0

)1(
120

020

12

22

→
+
+

≤≤

→≤≤

+ nn
nu

n
nu

n

n

              Vậy 0lim =
∞→ nn

u . 
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Chương 2: Hàm số một biến số 

CHƯƠNG II: HÀM SỐ MỘT BIẾN SỐ 

2.1. CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN VỀ HÀM SỐ 

2.1.1. Các định nghĩa cơ bản  

A. Định nghĩa hàm số 

   Cho X là tập không rỗng của R. Một ánh xạ từ  X vào R gọi là một hàm số một biến số                    

 

f

)(
:

xfx

RXf

a    

→

X gọi là tập xác định của ,   gọi là tập giá trị của . Đôi khi ký hiệu f )(Xf f

                             Xxxfy ∈=   ),(   x gọi là đối số, y gọi là hàm số. 

B. Hàm chẵn, lẻ 

  Cho X đối xứng với 0 tức là  XxXx ∈−∈∀ ,      

Hàm số (x) chẵn khi và chỉ khi  f )()( xfxf −=  . 

Hàm số (x) lẻ khi và chỉ khi  f ).()( xfxf −−=  

C. Hàm số tuần hoàn 

  Hàm số (x) gọi là tuần hoàn trên X nếu tồn tại  sao cho   thì f *
+∈Rτ Xx ∈∀

                x+τ X∈  và (x+f τ )= (x). f

  Số T dương bé nhất trong các số τ  gọi là chu kì của hàm số tuần hoàn f(x). 

D. Hàm số đơn điệu 

   Cho (x) với   f .Xx∈

1. Nói rằng (x) tăng nếu   f )()(,, 212121 xfxfxxXxx ≤⇒≤∈∀ . 

      và (x) tăng ngặt nếu   f )()(,, 212121 xfxfxxXxx <⇒<∈∀ . 

2. Nói rằng (x) giảm nếu  f )()(,, 212121 xfxfxxXxx ≥⇒≤∈∀ . 

      và (x) giảm ngặt nếu     f )()(,, 212121 xfxfxxXxx >⇒<∈∀  .  

3. Nói rằng (x) đơn điệu nếu nó tăng hoặc giảm. f

Nói rằng (x) đơn điệu ngặt nếu nó tăng ngặt hoặc giảm ngặt. f
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Chương 2: Hàm số một biến số 

E. Hàm số bị chặn 

1. Hàm số (x) bị chặn trên trong X nếu tồn tại số A sao cho:                    
.    

f

AxfXx ≤∈∀ )(,

2. Hàm số (x) bị chặn dưới trong X nếu tồn tại số B sao cho: f

BxfXx ≥∈∀ )(,                                                                                             

3. Hàm số (x) bị chặn trong X nếu tồn tại các số A,B sao cho: f

                      AxfBXx ≤≤∈∀ )(, . 

Hệ quả:   Nếu A là số chặn trên của (x) trong X thì       f

                      AXxxfSupxfSup
X

≤∈= }),({)(                                                                                    

               Nếu B là số chặn dưới của (x) trong X thì f

                          BXxxfInfxfInf
X

≥∈= }),({)(  

F. Hàm số hợp 

Cho :  và g:   với  gọi ánh xạ f RX → RY → YXf ⊂)(

                         
))((

:0

xfgx

RXfg

a         

→

Hay y = g( (x)) là hàm số hợp của hai hàm  và g. f f

Định lí:  
Nếu  bị chặn trên thì  +RXgf →:, f g  cũng bị chặn trên và 

                      )()())()(( xgSupxfSupxgxfSup
XXX

+≤+  

1. Nếu  bị chặn trên và không âm thì .RXgf →:, f g  bị chặn trên và 

                      )().())().(( xgSupxfSupxgxfSup
XXX

≤  

2. Nếu  bị chặn trên và RXf →: *R∈λ  thì fλ bị chặn trên đồng thời 

                      )()(. xfSupxfSup
XX

λλ =  

3. Để  bị chặn dưới, điều kiện cần và đủ là -  bị chặn trên và khi đó RXf →: f

                      ))(()( xfSupxfInf
XX

−−=  

Chứng minh:  

1. Rõ ràng  )()()()( xgSupxfSupxgxf
XX

+≤+  chứng tò  (x)+f g (x) bị chặn trên. 
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Chương 2: Hàm số một biến số 

    Theo hệ quả suy ra  )()())()(( xgSupxfSupxgxfSup
XXX

+≤+   

2. )()(0),()(0, xgSupxgxfSupxfxx
XX

≤≤≤≤∈∀             

          )().()().(0, xgSupxfSupxgxfXx
XX

≤≤∈∀⇒  

    Tương tự như trên. 

3. Coi λ  như hàm hằng. Ap dụng 2 sẽ có  )(.)( xfSupxfSup
XX

λλ ≤  

    Với λ =0. Đẳng thức cần chứng minh là hiển nhiên 

    Với λ >0. áp dụng bất đẳng thức ứng với hằng số 
λ
1

 và hàm số )(xfλ  

                       

)()(

)()(

)(1))(.1(

xfSupxf

xfSupxfSup

xfSupxfSup

XX

XX

XX

λλ

λλ

λ
λ

λ
λ

=⇒

≥⇒

≤

Sup     

     

         

 

4. Giả sử bị chặn dưới, đặt )(xf .)(,)()( mxfXxxfxfInfm
X

−≤−∈∀⇒≤=  

    Vậy - bị chặn trên và rõ ràng )(xf ).())(( xfInfxfSup
XX

−≤−  

    Mặt khác  

))(()( Inf))(()())(()(
X

xfSupxfxfSupxfxfSupxf
XXX

−−≥⇒−−≥⇒−≤

     Sau khi so sánh hai bất đẳng thức suy ra )).(()( xfSupxfInf
XX

−−=  

    Phần đảo chứng minh tương tự. 

G. Hàm số ngược 

   Cho song ánh   RYXYXf ⊂→ ,,:      

   Ánh xạ ngược            gọi là hàm số ngược của  XYf →− :1 f

                                               )(1 yfxy −=a

   Thông thường đối số kí hiệu là x, hàm số kí hiệu là y, vậy hàm ngược của )(xfy = là 

hàm số . Vì thế trên cùng mặt phẳng toạ độ 0xy, đồ thị của hai hàm số  và là đối 
xứng nhau qua đường phân giác của góc phần tư thứ I và III. 

)(1 xfy −= f 1−f

Ví dụ 1: Cho  thoả  mãn  RRgf →:, 0))()())(()((,, =−−∈∀ ygxgyfxfRyx        

   Chứng minh rằng ít nhất một trong hai hàm số là hằng số. 
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Chương 2: Hàm số một biến số 

Giải: 

Giả sử  và  ta sẽ chỉ ra  là hằng số. Trước hết có Rba ∈, )()( bfaf ≠ )(xg

                   
⎩
⎨
⎧

=−−
=−−

∈∀
0))()())(()((
0))()())(()((

:
xgagxfbf

xgagxfaf
Rx

Trừ từng vế và để ý đến g(a)=g(b) suy ra: 

 

               )()(0))()())(()(( agxgxgagbfaf =⇒=−−  

Ví dụ 2: Tìm hàm  trên R sao cho  )(xf Rxxxfxfx ∈∀+=−+       1)1()(. 3

Giải:  Giả sử tồn tại ,thay x bởi 1-x vào hệ thức đã cho: )(xf

                   32332)()1().1( xxxxfxfx −+−=+−−

Suy ra  222 )1()()1( +−=+− xxxfxx      

        1)( 2 +−=⇒ xxxf    

Kiển tra   thoả mãn. 1)( 2 +−= xxxf

Ví dụ 3: Cho  vầ xxf =)( xxg −= 1)(  trong [0,1]. Kiểm tra tính ngặt của bất đẳng thức: 

                             
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]
)()())()((

)()())()((

1,01,01,0

1,01,01,0

xgSupxfSupxgxfSup

xgSupxfSupxgxfSup

<

+<+

 

Giải:

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
 

4

1
)x-(xSup(f(x)g(x))    2 ====+==

1,01,01,01,01,01,0
;11))()((;1)()( SupSupxgxfSupxgSupxfSup Chứng 

tỏ tính ngặt thoả mãn (do 1
4
121 << , ) 

2.1.2. Các hàm số thông dụng 

A. Hàm luỹ thừa 

     Cho R∈α . Hàm luỹ thừa với số mũ α  ,được kí hiệu là , là ánh xạ từ  vào R, xác 

định như sau     
αP *

+R
α

α xxPRx =∈∀ + )(,*

     Nếu  0>α , coi rằng 0)0( =αP       Nếu  0=α , coi rằng  1)0(0 =P

     Đồ thị của  cho bởi h.2.1 )(xPα
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Chương 2: Hàm số một biến số 

                                                  y                     

        1>α        1=α     

                           10 << α   

                   1  

             0=α   

            
         0<α   

                 

 

 

H.2.1 

B. Hàm mũ cơ số a 

Xét . Hàm mũ cơ số a, kí hiệu là , là ánh xạ từ R vào , xác định như 

sau:   Đồ thị của  cho bởi h.2.2.                     

}1{\*
+∈ Ra xaexp *

+R

.exp, x
a axRx =∈∀           xay =

C. Hàm lôgarit cơ số a 

Xét . Hàm lôgarit cơ số a, kí hiệu là  ,là ánh xạ ngược với ánh xạ , 

như vậy  

}1{\*
+∈ Ra alog aexp

y
a axxyRRyx =⇔=×∈∀ + log,),( *         

Đồ thị của hàm số  cho bởi hình h.2.3.                                                                xy alog=

Chú ý: Hàm luỹ thừa có thể mở rộng khi miền xác định là R. 

 

                 y                  y  

             logax, a>1 
    ax, a>1 
           1                   0       1   x 

   
                               

                       ax, 0 < a < 1     
     x         logax, 0<a<1 

 

           H.2.2                                  H.2.3 

Tính chất của hàm số lôgarit 

1.  01log =a
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Chương 2: Hàm số một biến số 

2.          ,, *
+∈∀ Ryx

yx
y
x

yxxy

aaa

aaa

logglolog

logloglog

−=

+=
 

      xxR aa loglog αα α =∈∀             

3.   xaxRba abb log.loglog,, * =∈∀ +     

4.  xxRx a

a

loglog, 1
* −=∈∀ +          

Chú ý: Sau này người ta thường lấy cơ số a là số e và gọi là lôgarit nêpe hay lôgarit tự nhiên 

của x, kí hiệu y = lnx và suy ra 
a
x

xa ln
lnlog =  

D. Các hàm số lượng giác 

Các hàm số lượng giác: sinx, cosx, tgx, cotgx đã được xét kỹ trong chương trình phổ thông 
trung học. Dưới đây chúng ta chỉ nhắc lại một số tính chất cơ bản của chúng.  

Tính chất: 

1. sinx xác định trên R, là hàm số lẻ, tuần hoàn với chu kì T = 2π và bị chặn: 

                               Rxx ∈∀≤≤− ,1sin1  

2. cosx xác định trên R, là hàm số chẵn, tuần hoàn với chu kì T = 2π và bị chặn: 

                                            Rxx ∈∀≤≤− ,1cos1  

3. tgx xác định trên R\{ Zkk ∈+ ,
2

ππ }, là hàm số lẻ, tuần hoàn với chu kỳ π=T  và nhận 

giá trị trên khoảng ),( +∞−∞ . 

4. cotgx xác định trên R\{ Zkk ∈,π }, là hàm số lẻ, tuần hoàn với chu kỳ π=T  và nhận 
giá trị trên khoảng ),( +∞−∞ . 

E. Các hàm số lượng giác ngược  

1. Hàm arcsin là ánh xạ ngược của sin: [ ]1,1
2

,
2

−→⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

ππ
    

Kí hiệu là arcsin: [ ]  . ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−→−

2
,

2
1,1 ππ

    

Vậy ta có: [ ] yxxyyx sinarcsin         , 
2

,
2

,1,1 =⇔=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈∀−∈∀

ππ    

Chú ý: 

•  [ ] xxx =−∈∀ )sin(arcsin,1,1
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Chương 2: Hàm số một biến số 

•  là hàm lẻ, tuần hoàn với chu kỳ )arcsin(sin)( xxf = π2  và cho dưới dạng: 

                      

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈

=
πππ

π

,
2

2
,0

)(
xx

xx

xf

      nÕu

  nÕu          

 

Đồ thị của y=arcsinx cho trên hình 2.4  
 

 

 

 

                                

 

 

 

 

 

 

 

                           H.2.4                                                        H.2.5    

y 

Arccos π

y 

2
π

 

1 
π

2
π

 
x 0 

2
π

 
Arcsin 

-1 
π

−  

0 1 
2

π
 

2

2. Hàm arccos là ánh xạ ngược của [ ] [ ]1,1,0:cos −→π  kí hiệu: 

              [ ] [ ]π,01,1:arccos →−       
[ ] [ ] yxxyyx cosarccos,,0,1,1                              =⇔=∈∀−∈∀ π      

Đồ thị hàm số y=arccosx cho trên hình 2.5 

Chú ý:  

• [ ] xxx =−∈∀  )cos(arccos       ,1,1

=• g  là hàm số chẵn tuần hoàn với chu kỳ )arccos(cos)( xx π2 và biểu diễn dưới dạng:       
 nếu xxg =)( [ ]π,0∈x  

• Vì [ ππ ,0arcsin
2

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − x ]  và xxx ==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − )sin(arcsinarcsin

2
cos  π

Vậy        
2

arcsinarccos π
=+ xx  
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Chương 2: Hàm số một biến số 

3. Hàm actang là ánh xạ ngược của ,
2

,
2

: Rtg →⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

ππ
 kí hiệu: 

             ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−→

2
,

2
: ππRarctg  

  Vậy ta có tgyxarctgxyyRx =⇔=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈∀∈∀       

2
,

2
, ππ  

  Đồ thị của y=arctgx cho trên hình 2.6 
 
  Chú ý: 
•  xarctgxtgRx =∈∀ )(      

•  xác định trên )()( tgxarctgxh =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ + ZR ππ

2
\ là hàm số lẻ tuần hoàn với chu kỳ π và 

⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈=

2
,0,)( π

xxxh       

4. Hàm accôtang là ánh xạ ngược của  cotg R→),0(: π  kí hiệu: 

              ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛→

2
,0:cot πRgarc  

    Vậy ta có    gyxgxarcyyRx cotcot     
2

,0, =⇔=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈∀∈∀

π  

    Đồ thị hàm y=arccotgx cho trên hình 2.7 

                         

y

2
π

arctg

0
2
π x

tg

 
                                                       H.2.6                                             
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Chương 2: Hàm số một biến số 

 

2
π

2
π

π

π

y

x0

arccotg

 
             H.2.7 

Chú ý:   

• xgxarcgRx =∈∀ )cot(cot           ,    

•      xác định trên )(cot)( tgxgarcxk = ZR π\ ,tuần hoàn với chu kỳ π và 
),0(,)( π∈= xxxk  

• Vì  ( ππ ,0)(cotcot
2

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − gxgarc )  và  )(

2
cot arctgxtgarctgxg =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π  

Vậy   
2

cot π
=+ gxarcarctgx  

Người ta gọi  hàm số luỹ thừa, hàm số mũ, hàm số lôgarit, các hàm số lượng giác và các 
hàm số lượng giác ngược là các hàm số sơ cấp cơ bản. 

F. Các hàm hypebôlic thuận      

1. Hàm sinhypebôlic là ánh xạ  xác định như sau: RRsh →:

                        )(, xx eeshxRx −−=∈∀
2

1
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Chương 2: Hàm số một biến số 

2. Hàm côsinhypebôlic là ánh xạ  xác định như sau: RRch →:

                        )(, xx eechxRx −+=∈∀
2

1
          

3. Hàm tanghypebôlic là ánh xạ    xác định như sau: RRth →:

                        
1
1, 2

2

+
−

==∈∀ x

x

e
e

chx
shxthxRx             

4. Hàm cotanghypebôlic là ánh xạ   xác định như sau: ,:coth * RR →

                        
1
11coth, 2

2
*

−
+

===∈∀
x

x

e
e

thxshx
chx

xRx         

Tính chất: 
1. Shx,thx,cothx  là các hàm số lẻ còn chx là chẵn và 0, >∈∀ chxRx  

2.  các hàm hypebôlic thoả mãn công thức sau đây ,,,,, Rqpbax ∈∀

• 11 2

2

2

2
22 =−⇒=−

b
y

a
xHyperbonxshxch    biểu diễn tham số sẽ là: 

                           
⎩
⎨
⎧

∈=
=

Rtbshty

achtx

      

• chashbchbshabashshbshachbchabach ..)(;..)( +=++=+                  

    chashbchbshabashshbshachbchabach ..)(;..)( −=−−=−                  

     
thbtha
thbthabath

thbtha
thbthabath

.1
)(;

.1
)(

−
−

=−
+

+
=+                            

• .  ashachashachach 2222 21122 +=−=+=

     . chashaash .22 =

     
ath

tha
ath 21

22
+

= .    

     )12(
2
1);12(

2
1 22 −=+= achashachach    . 

• 
22

2 qp
ch

qp
chchqchp

−+
=+  

  

22
2

22
2

22
2

qp
sh

qp
chshqshp

qp
ch

qp
shshqshp

qp
sh

qp
shchqchp

−+
=−

−+
=+

−+
=−
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Chương 2: Hàm số một biến số 

Tính chất đã nêu lý giải tên gọi sinhypebôlic, ... 

Đồ thị của các hàm shx, chx cho trên hình 2.8, còn đồ thị các hàm thx, cothx cho trên hình 
2.9      

 

                                                                                          y 

  ch  y                                      coth  

            sh  

               

    1        

 y= xe
2
1         th 

            0        x                                   0                          x 

                            

 

 

 
    H.2.8                                                           H.2.9 

 

G. Các hàm hypebôlic ngược 
1. Hàm Acsinhypebôlic là ánh xạ ngược của   kí hiệu: ,: RRsh →

              haylà  RRArgsh →: shyxArgshxyRyx =⇔=∈∀ ,),( 2

2. Hàm Accôsinhypebôlic là ánh xạ ngược của  [ ]+∞→ ,1: Rch , kí hiệu: 

              tức là [ ) ,,1: +→+∞ RArgch [ ) chyxArgchxyRyx =⇔=∈∀+∞∈∀ + ,,,1  

3. Hàm Actanghypebôlic là ánh xạ ngược của ),1,1(: −→Rth kí hiệu: 

               tức là ,)1,1(: RArgth →− thyxArgthxyRyx =⇔=∈∀−∈∀ ,),1,1(     

4. Hàm Accôtanghypebôlic là ánh xạ ngược của [ ],1,1\:coth * −→ RR kí hiệu: 

              tức là  [ ] ,1,1\:coth *RRArg →−

[ ] yxxArgyRyRx cothcoth,,1,1\                   * =⇔=∈∀−∈∀  

Biểu thức logarit của hàm hypebôlic ngược: 
1. Trước hết thấy ngay rằng Argshx là hàm số lẻ và vì: 

)(
2
1 yy eexshyxArgshxy −−=⇔=⇔=                  
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Chương 2: Hàm số một biến số 

    Hay     0122 =−− yy xea và do nên 0>ye 21 xxey ++=  

    Cuối cùng  )1ln(, 2xxArgshxRx ++=∈∀         

2.            [ ) chyxArgchxyRyx =⇔=∈∀+∞∈∀ + ,,,1  

         012)(
2
1 2 =+−⇔+=⇔ − yyyy xeeeex  

   Vì   nên lấy 1≥ye [ ) )1ln(,11 22 −+=+∞∈∀⇒−+= xxArgchxxxxey        

3.    

          

x
x

y
x
x

eeex
ee
ee

x

thyxArgthxyRyx

yyy
yy

yy

−
+

=⇔
−
+

=⇔−=+⇔
+
−

=⇔

=⇔=∈∀−∈∀

−

−

1
1ln

2
1

1
11)1(

,),1,1(

222

       

     

   Cuối cùng   
x
x

x
−
+

=−∈∀
1
1ln)1,1(

2

1
Argthx            

4. [ ]
1

1ln
2
11coth,1,1\

−
+

==−∈∀
x

x
x

ArgthxArgRx        

H. Đa thức, hàm hữu tỉ. 

1. Ánh xạ P:  được gọi là đa thức khi và chỉ khi tồn tại RX → Nn∈  và           

 sao cho   1
10 ),...,,( +∈ n

n Raaa  ∑
=

=∈∀
n

i

i
i xaxPXx

0
)(         , 

    Nếu , gọi n là bậc của đa thức, kí hiệu degP(x)=n 0≠na

2. Ánh xạ :   được gọi là hàm hữu tỉ khi và chỉ khi tồn tại hai đa thức  f RX →

   P,Q:     sao cho RX →
)(
)()(,0)(,

xQ
xP

xfxQXx =≠∈∀        

   Gọi  
)(
)()(

xQ
xP

xf =  là hàm hữu tỉ thực sự khi và chỉ khi: degP(x)<degQ(x) 

3. Hàm hữu tỉ tối giản là các phân thức có dạng: 

                   
kax

A
)( −

hoặc  
kqpxx

CBx
)( 2 ++

+  

    Trong đó  *Nk ∈ , là các số thực và <0 CBAqpa ,,,,, qp 42 −

    Dưới đây ta đưa ra các định lí được chứng minh trong lí thuyết đại số 
Định lí 1: Mọi đa thức bậc n với các hệ số thực đều có thể phân tích ra thừa số trong dạng: 

 ml
mm

k
l

k
n qxpxqxpxxxaxP ββαα )...()()...()()( 2

11
2

1
11 ++++−−=

Trong đó ),1( lii = α  là các nghiệm thực bội  của đa thức còn ik Rqp jjj ∈β,,  
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Chương 2: Hàm số một biến số 

với  và mj ,...,2,1= mjqpnk jj

m

j
j

l

i
i ,1;042 2

11

=<−=+ ∑∑
==

          ,  β  

Định lí 2: Mọi hàm hữu tỉ thực sự đều có thể phân tích thành tổng hữu hạn các hàm hữu tỉ 
tối giản. 

Ví dụ 4:  Cho , giải phương trình { }1\*
+∈ Ra

4
3logloglog 42 =+− xxx

aaa  

Giải:  

        Điều kiện   *
+∈ Rx

                                    

axax

aaa
x

=⇔=⇔

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

lnln
4
3

ln4
1

ln2
1

ln
1ln      

  

   Ví dụ 5:  Cho  hãy tính      RxNn ∈∈ , ( ) Pxch
n

k

k =−∏
=0

122

Giải:    

          

( )
12

122
122
122122

12
12212

12214122

11

0

22

+
+

=
+
+

=−=

+
+

=−⇒

+=−⇒∀−=

+

=

+

=
∏∏ chx

xch
xch
xch

xchP

cht
tch

cht

tchtchttchtch

nn

ok
k

kn

k

k

                                

   

   

Ví dụ 6: Cho   hãy biến đổi biểu thức ( 1,1, −∈yx ) ArgthyArgthx + . 

              Áp dụng hãy biến đổi  
thx
thx

Argthxf
+
+

=
3

31)(    

Giải:   

         

( ) ( )
( ) ( )

xthxArgthArgth
thx

thx
Argthxf

xy
yx

Argth

xy
yx

xy
yx

yxxy
yxxy

yx
yx

y
y

x
x

ArgthyArgthx

2ln
2
1)(

3
1

3
11

3
1

)(

1
1

1

1
1

ln
2
1

1
1ln

2
1

11
11ln

2
1

1
1ln

2
1

1
1ln

2
1

=+=
+

+
=

+
+

=

+
+

−

+
+

+
=

−−+
+++

=

−−
++

=
−
+

+
−
+

=+

                   

                           

 

 

 

Ví dụ 7: Giải phương trình: arcsin(tgx)=x 
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Chương 2: Hàm số một biến số 

Giải: 

         Điều kiện:  
[ ]⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈⇒−∈

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈+≠

4
,

4
1,1

2
,

22
ππ

ππππ

xtgx

xkx     , 

 

        

.       , 
1cos
0sin

0
cos

11sin

sin    
)arcsin(sin)arcsin(       

Zkkx
x
x

x
x

xtgx
xtgx

∈=⇒⎢
⎣

⎡
=
=

⇒

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⇒

=⇒
=

π

 

   Vì ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∉

4
,

4
πππk  nên phương trình vô nghiêm. 

2.1.3. Hàm số sơ cấp 

   Định nghĩa: Hàm số sơ cấp là những hàm số được tạo thành bởi một số hữu hạn các               
phép tính cộng, trừ, nhân, chia và các phép lấy hàm hợp đối với các hàm số sơ cấp cơ bản và các 
hằng số. 

2.2. GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ 

2.2.1. Khái niệm về giới hạn 

A. Định nghĩa giới hạn 

    Ta gọi −δ lân cận của điểm Ra∈  là tập ),()( δδδ +−=Ω aaa  

    Gọi A- lân cận của  là tập ∞+ ),()( +∞=+∞Ω AA  với A>0 và khá lớn. 

    Gọi B- lân cận của  là tập ∞− ),()( BB −−∞=−∞Ω  với B>0 và khá lớn. 

    Cho f  xác định ở lân cận điểm a  (có thể không xác định tại a ) 

1. Nói rằng  có giới hạn là f l  khi x dần đến a (gọi tắt: có giới hạn là tại a) nếu  l

                  { } εε ηη <−⇒Ω∈∀⊂Ω∃>∀ lxfaaxXa )(\)(,)(,0  

2. Nói rằng  có giới hạn là f ∞+  tại a nếu 

                  { } AxfaaxXaA >⇒Ω∈∀⊂Ω∃>∀ )(\)(,)(,0 ηη . 

3. Nói rằng  có giới hạn là f ∞−  tại a nếu f−  có giới hạn là ∞+  tại a 

4. Nói rằng  có giới hạn là f l  tại ∞+  nếu 
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Chương 2: Hàm số một biến số 

                  εε <−⇒+∞Ω∈∀⊂+∞Ω∃>∀ lxfxX AA )()(,)(,0 . 

5. Nói rằng  có giới hạn là f l  tại ∞−  nếu 

                  εε <−⇒−∞Ω∈∀⊂−∞Ω∃>∀ lxfxX BB )()(,)(,0 . 

6. Nói rằng  có giới hạn là f ∞+  tại ∞+  nếu 

                  AxfxXA MM >⇒+∞Ω∈∀⊂+∞Ω∃>∀ )()(,)(,0 . 

7. Nói rằng  có giới hạn là f ∞−  tại ∞+  nếu và chỉ nếu f−  có giới hạn là  tại     ∞+

     ∞+

8. Nói rằng  có giới hạn là f ∞+  tại  nếu    

                

∞−

AxfxXA MM >⇒−∞Ω∈∀⊂−∞Ω∃>∀ )()(,)(,0 . 

9. Nói rằng  có giới hạn là f ∞−  tại ∞−  khi và chỉ khi f−  có giới hạn là   tại ∞+ ∞−  
Khi có giới hạn là  tại a hoặc tại )(xf l ∞±  nói rằng  có giới hạn hữu hạn tại a hoặc tại 

. Ngược lại có giới hạn là 
)(xf

∞± )(xf ∞± , nói rằng nó có giới hạn vô hạn. 

B. Định nghĩa giới hạn một phía. 

1. Nói rằng  có giới hạn trái tại a là  nếu f 1l

              .)(0,),)((0,0 1 εηηε η <−⇒<−<∀⊂Ω∃>∃>∀ lxfxaxXa  

2. Nói rằng  có giới hạn phải tại a là  nếu f 2l

              .)(0,,0,0 2 εηηε <−⇒<−<∀>∃>∀ lxfaxx      

    Kí hiệu  có giới hạn là  tại a thường là: f l

                  hoặc     lxf
ax

=
→

)(lim lxf
ax

⎯⎯→⎯ →)(  

    Tương tự có các kí hiệu: 

              −∞+∞=−∞+∞=
±∞→→

,,lim;,)(lim lxf
xax

       

    Kí hiệu  có giới hạn trái tại a là , thường dùng   f 1l ( ) 1)(lim lafxf
ax

== −

→ −
 

    Tương tự      ( ) 2)(lim lafxf
ax

== +

→ +
 

    Hệ quả:  Điều kiện cần và đủ để  lxf
ax

=
→

)(lim  là  .)()( lafaf == +−
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Chương 2: Hàm số một biến số 

2.2.2. Tính chất của hàm có giới hạn. 

A. Sự liên hệ với dãy số  

Định lí:  Để  có giới hạn là  tại a điều kiện cần và đủ là mọi dãy (  trong  )(xf l )nu

X hội tụ về a thì  luf nn
=

∞→
)(lim

Chứng minh:  

Cho  lxf
ax

⎯⎯→⎯ →)(  và . Khi đó  aun →

εηηε <−⇒<−<∀>∃>∀ lxfaxx )(0,,0,0             

Vì ηη <−⇒>∀∃⇒=
∞→

aunnnau nnn 00 ),(lim     

Như vậy εε <−⇒>∀∃>∀ lufnnn n )(,,0 00   nghĩa là  . luf nn
=

∞→
)(lim

Ngược lại, cho  mà aun →)( luf nn
=

∞→
)(lim  sẽ có lxf

an
=

→
)(lim  

Nếu không, tức là x∃>∀>∃      ,0,0 ηε  để  η<− ax  và  ε≥− lxf )( , tức 

là *Nn∈∀ lấy nu
n
∃= ,1η để 

n
aun

1
<− và ε≥− luf n )( . Rõ ràng nhưng 

 vô lý. Chứng tỏ phải xảy ra 

aunn
=

∞→
lim

luf nx
≠

∞→
)(lim lxf

ax
=

→
)(lim  

B.Tính duy nhất của giới hạn      

Định lí: Nếu  thì  là duy nhất. lxf
ax

=
→

)(lim l

Chứng minh:   

Là hệ quả của định lí về tính duy nhất của giới hạn của dãy số và định lí vừa phát biểu                
ở trên. 

C.Tính bị chặn  

Định lí: Nếu  thì bị chặn trong một lân cận của a. lxf
ax

=
→

)(lim )(xf

Chứng minh: 

   Lấy ,1=ε   { } .1)(\)(,0 <−⇒Ω∈∀>∃ lxfaax ηη  

   Hay  lllxfllxfxf +≤+−≤+−= 1)()()(  

Chú ý:  

• Trường hợp  cũng chứng minh tương tự. −∞=+∞= aa ,
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Chương 2: Hàm số một biến số 

• Định lí đảo: Hàm  không bị chặn trong lân cận của a thì không có giới hạn hữu hạn 
tại a. 

)(xf

Chẳng hạn 
xx

xf
1sin1)( =  không có giới hạn hữu hạn tại 0. 

D.Tính chất thứ tự của giới hạn và nguyên lí kẹp. 

Định lí 1: Cho  . Khi đó: lxf
ax

=
→

)(lim

1. Nếu  lc <  thì trong lân cận đủ bé của  )(: xfca <   

2. Nếu  dl <  thì trong lân cận đủ bé của  dxfa <)(:   

3. Nếu  dlc <<  thì trong lân cận đủ bé của  dxfa << )(: c   

Chứng minh: 

1. { } )()(\)(,,0
11 xfccllxfaaxcl <⇒−<−⇒Ω∈∀∃>−= ηηε  

2. { } dxfldlxfaaxld <⇒−<−⇒Ω∈∀∃−= )()(\)(,,
22 ηηε       

3. { } dxfcaaxMin <<⇒Ω∈∀=∃ )(\)(),( 2,1 ηηηη  

Chú ý: Định lí trên không còn đúng khi thay các bất đẳng thức ngặt bằng các bất đẳng thức 
không ngặt. 

Định lí 2:  Cho  khi đó ,)(lim lxf
ax

=
→

1. Nếu  trong lân cận của a thì )(xfc ≤ lc ≤  

2. Nếu dxf ≤)(  trong lân cận của a thì dl ≤  

3. Nếu  trong lân cận của a thì dxfc ≤≤ )( dlc ≤≤  

Nhờ vào lập luận phản chứng, chúng ta thấy định lí trên thực chất là hệ quả của định lí 1. 

Định lí 3: Nguyên lí kẹp: 

  Cho ba hàm số  thoả mãn: hgf ,, )()()( xhxgxf ≤≤  trên X; lxhxf
axax

==
→→

)(lim)(lim    

Khi đó     lxg
ax

=
→

)(lim

Chứng minh:     εηηηε <−⇒<−<∀∃>∀ lxfaxx )(0:,,,0 121          

                                      εη <−⇒<−< lxhax )(0 2  

     Lấy ),( 21 ηηη Min=  thì 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<−

<−
⇒<−<∈∀

ε

ε
η

lxh

lxf
axXx

)(

)(
0      :  

     .)()()( εε <−≤−≤−<−⇒ lxhlxglxf  Tức là lxg
ax

=
→

)(lim  
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Chương 2: Hàm số một biến số 

Chú ý: Định lí đúng với các trường hợp −∞=+∞= aa ,  

Định lí 4: Nếu trong lân cận của a có )()( xgxf ≤  và +∞=
→

)(lim xf
ax

 thì: 

                                 +∞=
→

)(lim xg
ax

 

Chứng minh: 

          AxfaxxA >⇒<−<∀∃>∀ )(0:,,0 11 ηη                 

   Mặt khác   )()(0:, 22 xgxfaxx ≤⇒<−<∀∃ ηη          

   Lấy AxgaxxMin >⇒<−<∀= )(0:),,( 21 ηηηη    chứng tỏ −∞⎯⎯→⎯ →ax
xg )(  

Chú ý:   

• Định lí đúng với trường hợp −∞=+∞= aa ,  

• Tương tự có định lí khi −∞⎯⎯→⎯ →ax
xf )(  

E. Các phép tính đại số của hàm số có giới hạn 

Định lí 1 (Trường hợp giới hạn hữu hạn): 

1. lxflxf axax ⎯⎯→⎯⇒⎯⎯→⎯ →→ )()(  

2. 0)(0)( ⎯⎯→⎯⇔⎯⎯→⎯ →→ axax xfxf  

3. 1)( lxf ax⎯⎯ →⎯ →  và 212 )()()( llxgxflxg axax +⎯⎯ →⎯+⇒⎯⎯ →⎯ →→  

4. R       ∈⎯⎯→⎯⇒⎯⎯→⎯ →→ λλλ ,)(.)( lxflxf
axax

 

5. 0)( ⎯⎯→⎯ →ax
xf  và  bị chặn trong lân cận của )(xg 0)().( ⎯⎯→⎯⇒ →ax

xgxfa  

6. 1)( lxf ax⎯⎯ →⎯ →  và 212 .)().()( llxgxflxg axax ⎯⎯ →⎯⇒⎯⎯ →⎯ →→  

7. 1)( lxf ax⎯⎯ →⎯ →  và 
2

1
2 )(

)(0)(
l
l

xg
xf

lxg axax ⎯⎯ →⎯⇒≠⎯⎯ →⎯ →→  

Chứng minh: 

1. εηηε <−⇒<−<∀>∃>∀ lxfaxx )(0:,0,0      

     Mà lxflxflxf ax⎯⎯ →⎯⇒<−≤− →)()()( ε  

2.  Hiển nhiên vì 0)()(0)( −==− xfxfxf  

3.   
2

)(0:,0,0 111
εηηε <−⇒<−<∀>∃>∀ lxfaxx      
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Chương 2: Hàm số một biến số 

                    
2

)(0:,0 222
εηη <−⇒<−<∀>∃ lxgaxx      

     Gọi ηηηη <−<∀= axxMin 0:),,( 21      sẽ có: 

           εεε
=+<−+−≤+−+

22
)()()()()( 2121 lxglxfllxgxf  

     Chứng tỏ  21)()( llxgxf ax +⎯⎯ →⎯+ →  

4.    
λ

εηηε
+

<−⇒<−<∀>∃>∀
1

)(0:,0,0 lxfaxx        với R∈λ  

Suy ra ε
λ
ελ

λλη <
+

≤−⇒<−<∀
1

)(0: lxfaxx         

Chứng tỏ  lxf
ax

λλ ⎯⎯→⎯ →)(  

5.     
M

xfaxx
+

<⇒<−<∀∃>∀
1

)(0:,,0 11
εηηε      

    Trong đó bị chặn bởi số M trong lân cận )(xg )(
2

aηΩ . Tức là 

           MxgMx ≤⇒<<∃∃∀ )(a-x0       :,, 22 ηη    

    Đặt  ),( 21 ηηη Min=  thì 

( ) ( ) 0)().(
1

)(.)(.0   : ⎯⎯→⎯⇒<
+

<=⇒<−<∀ →axxgxf
M

Mxgxfxgxfaxx εεη  

6. Đặt )().()(.)().(0)()()( 11 xgxhxglxgxfxhlxfxh ax +=⇒⎯⎯ →⎯⇒−= →  

    Vì 2)( lxg ax⎯⎯ →⎯ →  nên bị chặn trong lân cận của a. 

    Theo 4. thì  ,.)(. 211 llxgl ax⎯⎯ →⎯ →   theo 5.  thì  0)().( →xgxh

    Vậy 21.)().( llxgxf ax⎯⎯ →⎯ →  

7. Trước hết ta chỉ ra    
2

1
)(

1
lxg ax⎯⎯ →⎯ →  

    Vì    0)(0)( 22 >⎯⎯→⎯⇒≠⎯⎯→⎯ →→ lxglxg axax . Theo định lí 1 về tính thứ tự của  giới 

hạn thì  
2

)(0      :,0 2
11

l
xgaxx >⇒<−<∀>∃ ηη   

     2
2

2

2

2

2
1

)(2
.)(

)(1
)(

100          :
l

lxg
lxg
lxg

lxg
axx

−
≤

−
=−<⇒<−<∀ η  
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Chương 2: Hàm số một biến số 

     Vì  0)( 2 ⎯⎯→⎯− →axlxg .   Vậy    .1
)(

1

2lxg ax⎯⎯ →⎯ →   

     Áp dụng 6. với 
g

f
g
f 1.=  

Định lí 2 (Trường hợp giới hạn vô hạn): 

1. Nếu  +∞⎯⎯→⎯ →axxf )(  và  trong lân cận của a thì mxg ≥)( +∞⎯⎯→⎯+ →axxgxf )()(  

2. Nếu  +∞⎯⎯→⎯ →axxf )(  và  trong lân cận của a thì 0)( >≥ mxg +∞⎯⎯→⎯ →axxgxf )().(  

Chứng minh: 

1. mAxfaxxA −>⇒<−<∀∃>∀ )(0:,,0 ηη        

     .  Tức là Axgxf >+⇒ )()( +∞⎯⎯→⎯+ →axxgxf )()(  

2.       
m
AxfaxxA >⇒<−<∀∃>∀ )(0      :,,0 ηη  

     Am
m
Axgxf =>⇒ .)().( .  Tức là +∞⎯⎯→⎯ →axxgxf )().(  

Chú ý: - Định lí trên đúng cho trường hợp −∞=+∞= aa ,  

- Có sự tương tự cho định lí 2 khi −∞⎯⎯→⎯ →axxf )(  

F. Giới hạn của hàm hợp 

   Cho   và  RYgRXf →→       :   ,      : YXf ⊂)(   

Định lí:  Nếu   bxf ax⎯⎯→⎯ →)(  và lyg by⎯⎯ →⎯ →)(  thì lxfg ax⎯⎯→⎯ →))((  

Chứng minh:   

          

           

)(0        :,            

)(0         :,,0

ηδδ

εηηε

ηη <−⇒<−<∀∃

<−⇒<−<∀∃>∀

bxfaxx

lygbyy
 

           Chứng tỏ:  εδη <−⇒<−<∀ lxfgaxx ))((0     : . 

           Vậy            lxfg ax⎯⎯→⎯ →))((  

G. Giới hạn của hàm đơn điệu 

Định lí 1:   Cho RbaRbaf ∈→ ,     ,),(   :  hoặc Rba ∈,  và là hàm tăng. 

1. Nếu  bị chặn trên thì  f )()(lim
),(

xfSupxf
babx

=
−→
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Chương 2: Hàm số một biến số 

2. Nếu  không bị chặn trên thì f +∞=
−→

)(lim xf
bx

 

Chứng minh: 

1. Gọi ),(,0      ).(
),(

baxfSupl
ba

∈∃>∀= ξε  để lfl ≤<− )(ξε  

Do  tăng nên: )(xf

      εεεξξ +<<−⇒≤<−⇒≤⇒≤∈∀ lxfllxflxffxbax )()()()(     :),(  

Hay ε<− lxf )(  

Giả sử . Đặt  Rb∈ εηξη <−⇒<−<∀>−> lxfxbxb )(0     :,0  

Chứng tỏ lxf bx⎯⎯→⎯ →)(  

Giả sử . Lấy +∞=b εξξ <−⇒>>∀> lxfAxA )(, . Chứng tỏ  lxf x ⎯⎯ →⎯ ∞→)(  

2. AfbaRA >⇒∈∃∈∀ )(),(, ξξ . 

Vậy  sao cho ),( bax∈∀ Afxfx >≥⇒≥ )()( ξξ . 

Axf >)(  chứng tỏ +∞⎯⎯→⎯ →bxxf )(  

     Với , xét tương tự như trên  +∞=b

Chú ý:  

• Nếu b hữu hạn, định lí trên nói về giới hạn trái tại b. 

• Từ định lí suy ra: mọi hàm tăng trên (a,b) luôn có giới hạn hữu hạn hoặc vô hạn tại b. 

• Định lí 1 có thể suy diễn cho trường hợp  giảm trên (a,b). Kết quả trong các trường 
hợp được mô tả trên hình 2.10. 

)(xf
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Chương 2: Hàm số một biến số 

         Kết luận                                                  Đồ thị Rbaf →),(  :

 

Tăng và bị           )(
),(

)( xf
ba

Supaxxf ⎯⎯⎯ →⎯→  

    chặn trên   

 

     Giảm và bị  

    chặn dưới        )()(
),(

xfInfxf
ba

bx⎯⎯→⎯→  

    Giảm và bị  

    chặn trên         )()(
),(

xfSupxf
ba

ax⎯⎯→⎯→  

 

    Tăng và bị       Inffxf ax⎯⎯→⎯ →)(  

     chặn dưới        

 

  Tăng và không 

   bị chặn trên       +∞⎯⎯→⎯ →bxxf )(  

 

  Giảm và không  

   bị chặn dưới      −∞⎯⎯→⎯ →bxxf )(  

 

  Giảm và không  +∞⎯⎯→⎯ →axxf )(  

   bị chặn trên       

 

  Tăng và không  −∞⎯⎯→⎯ →axxf )(  

  bị chặn dưới                                                     

H.2.10 

Định lí 2: Nếu  xác định tại a và tăng ở lân cận của a thì luôn tồn tại một giới hạn trái 
và một giới hạn phải hữu hạn tại a và: lim f(x) ≤ f(a) ≤ lim f(x) 

)(xf

x → a     x → a+
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Chương 2: Hàm số một biến số 

Chứng minh: 

   Rõ ràng:   tăng và bị chặn trên bởi  ở lân cận bên trái của a. )(xf )(af

                    tăng và bị chặn dưới bởi  ở lân cận bên phải của a. )(xf )(af

   Theo định lí 1, chúng ta nhận được kết quả cần chứng minh. Ta có kết quả  

   tương tự khi  giảm. Hình 2.11. mô tả định lí 2. f

                                        y 

 

 

                            )( +af

                             )(af

                           )( −af

   

 

                                    0                         a                   x 

                                                 H.2.11 

2.2.3. Các giới hạn đáng nhớ  

A.             1
sin

limsinlim
00

==
→→ x

x
x

x
xx

                                                  (2.1)  

Chứng minh: Dễ dàng thấy được  { }0\
2

,
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

ππx   

thì có bất đẳng thức kép:  1sincos <<
x

xx . 

Dùng định nghĩa chứng minh được 1coslim
0

=
→

x
x

. Vậy suy ra công thức (2.1) 

B.             e
xx

x

x

x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−∞→+∞→

11lim11lim                                  (2.2) 

Chứng minh: 

                  sao cho { } ** ,1,0\ NnRx ∈∃∈∀ + nxn
nxn 11

1
11 ≤≤
+

⇒+≤≤  

Suy ra        
11111

1
11

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

nxn

nxn
. 
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Chương 2: Hàm số một biến số 

Theo ví dụ 10. ở chương 1 và tính chất đại số của dãy hội tụ thì: 

                  e
nnn

nn

→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

−+ 11

1
11.

1
11

1
11   

                  e
nnn

nn

→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+ 11.1111
1

 

Suy ra        e
x x

x

⎯⎯ →⎯⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + +∞→

11 . Thực hiện phép biến đổi yx −=  

                 e
yyx

y

y

y

y

x

x
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+∞→

−

+∞→−∞→ 1
11lim11lim11lim  

Tổng quát nếu  0)( ⎯⎯→⎯ →axxu  thì ( ) exu axxu ⎯⎯→⎯+ →
)(

1
)(1  và 1

)(
)(sin
→

xu
xu  

C.           −∞=+∞=
+→+∞→

xx
xx

lnlim              ,lnlim
0

                                        (2.3) 

Chứng minh:  Vì lnx tăng trên  nên tại *
+R ∞+  hàm số có giới hạn hữu hạn hoặc là ∞+ . 

Giả sử có giới hạn hữu hạn l  thì  .2lnlimlnlim xlx
xx ∞→+∞→

==  

Tuy nhiên  2ln2ln2ln +=→+= llxx  vô lý. 

Vậy  −∞⎯⎯ →⎯−=∈∀+∞⎯⎯ →⎯ +→++∞→ 0
* 1lnln      ,      .ln

xx x
xRxx  

Ví dụ 1: Chứng minh: 01lim      ,0sinlim
0

==
±∞→→ + x

x
xx

 

Giải: 

          0>∀ε (ε bé)  { }0\)0(εΩ∈∀x  có xx <sin . 

        Lấy εεεη <⇒<<∀= xxx sin0      :,  

        0>∀ε  để Ax
x

=>⇔<
ε

ε 11
 

        Vậy .1      :,* ε<⇒>∀∈∃ + x
AxxRA  Chứng tỏ 01

⎯⎯ →⎯ ±∞→xx
 

Ví dụ 2:  Tính  ( )11lim         ,
22
312lim 22

4
−−+

−+
−+

∞→→
xx

x
x

xx
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Chương 2: Hàm số một biến số 

Giải:     

        
0

11
211

2.
3
2

3.2
22.2

)312).(4(
)22).(4(2

22
312

2

22

4

⎯⎯ →⎯
+++

=−−+

=⎯⎯→⎯
++−
+−−

=
−−
−+

∞→

→

x

x

xx
xx

xx
xx

x
x

 

Ví dụ 3:  Tính  20

3coscoslim
x

xx
x

−
→

 

Giải: 

       2

22

22
2

3sin2
2

sin2)3cos1()1(cos3coscos
x

xx

x
xx

x
xx +−

=
−+−

=
−

 

                           4
2
9

2
1

2
3

2
3sin

2
9

2

2
sin

2
1

02

2

2

2

=+−⎯⎯→⎯

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−= →xx

x

x

x

 

Ví dụ 4:  Tính  ( )x
x

x

x
x

x
x 1

02 sin1lim      ,
1
1lim

2

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

→∞→
 

Giải: 

           e
1

21
1
1 2-

x

1
2

.
2

1

22

2 2

222

⎯⎯ →⎯⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

∞→

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
−

x
xxx

xx
x

  

     ( ) ( ) exx xx
x

xx ⎯⎯→⎯+=+ →0

sin
.

sin
11

sin1sin1  

D. Sự tồn tại giới hạn của các hàm sơ cấp 

Định lí:  Hàm số sơ cấp xác định tại  thì 0x )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

    

2.3. ĐẠI LƯỢNG VÔ CÙNG BÉ (VCB) VÀ ĐẠI LƯỢNG VÔ CÙNG LỚN (VCL) 

2.3.1. Đại lượng VCB 

A. Định nghĩa: 

Ánh xạ RX →     :α , gọi là đại lượng VCB tại a nếu như 0)( ⎯⎯→⎯ →axxα , a có thể là ∞+  

hoặc -  ∞

Hệ quả: Để tồn tại lxf
ax

=
→

)(lim  điều kiện cần và đủ là hàm số lxfx −= )()(α  là VCB             

tại a. 
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Chương 2: Hàm số một biến số 

B. Tính chất đại số của VCB 

    Dựa vào tính chất đại số của hàm có giới hạn, nhận được tính chất đại số của các VCB 
sau đây: 

1. Nếu nixi ,...,2,1),( =α  là các VCB tại  thì tổng  ∑ , tích   cũng   là 

VCB tại a 

a
=

n

i
i x

1
)(α ∏

=

n

i
i x

1

)(α

2. Nếu )(xα  là VCB tại a,  bị chặn trong lân cận của a thì )(xf )().( xfxα  là VCB tại a. 

C. So sánh các VCB 

    Cho )(),( xx βα  là các VCB tại a. 

1. Nếu 0⎯⎯ →⎯ →axβ
α

 thì nói rằng α  là VCB cấp  cao hơn β  tại a, kí hiệu  )(βα o=  tại a, 

cũng nói rằng β  là VCB cấp thấp hơn α  tại a. 

2. Nếu 0≠⎯⎯→⎯ → caxβ
α

 thì nói rằng βα ,  là các VCB ngang cấp tại a. 

Đặc biệt thì nói rằng 1=c βα ,  là các VCB tương đương tại a. Khi đó kí hiệu βα ~  tại a. 

Rõ ràng nếu βα ,  ngang cấp tại a thì βα c~  tại a. 

3. Nếu  thì nói rằng )( ko αγ = γ  là VCB có cấp cao hơn k so với VCB α  tại a 

4. Nếu  thì nói rằng 0)(c      ~ ≠kcαγ γ  là VCB có cấp k so với VCB α  tại a 

Hệ quả 1: Nếu 11 ~,~ ββαγ  tại a thì 
1

1limlim
β
α

β
α

axax →→
=  

Hệ quả 2: Nếu )(βα o=  tại a thì ββα ~+  tại a . 

Hệ quả 3: Qui tắc ngắt bỏ VCB cấp cao: 

     Nếu  là VCB cấp thấp nhất trong số các VCB  *α ( )mii ,1   , =α    

     và  là VCB cấp thấp nhất trong số các VCB  *β ( )nii ,1   , =β   tại a . Khi đó: 

                           *

*

1

1 limlim
β
α

β

α

axn

j
j

m

i
i

ax →

=

=

→
=

∑

∑
 

Chú ý: Các VCB đáng nhớ là: 

1.  0,00 >⎯⎯→⎯ → αα
xx
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Chương 2: Hàm số một biến số 

2. ( ) ( )10,0a           1,0 x <<⎯⎯ →⎯>⎯⎯ →⎯ +∞→−∞→ aaa xx
x  

3. 0          ,0          ,0 000 ⎯⎯→⎯⎯⎯→⎯⎯⎯→⎯ →→→ xxx Argthxthxshx  

4. 0arcsin          ,0         ,0
000
⎯⎯ →⎯⎯⎯ →⎯⎯⎯ →⎯
→→→ xxx

xtgxSinx  

5. 0
0
⎯⎯ →⎯
→x

arctg  

2.3.2. Đại lượng VCL 

A. Định nghĩa 

    Ánh xạ A:  gọi là đại lượngVCL tại a nếu như RX → +∞⎯⎯→⎯ →axxA )(  hoặc ∞−  

(a có thể là ∞+  hoặc ). ∞−

Hệ quả: Để  là VCL tại a thì cần và đủ là )(xA
)(

1)(
xA

x =α  là VCB tại a. 

B. Tính chất của VCL 

1. Nếu  là các VCL cùng dấu nixAi ,...,2,1),( = ( )∞+  hay (  tại a thì tổng       

 là VCL mang dấu đó tại a. 

)∞−

∑
=

n

i
i xA

1
)(    

    Nếu  là các VCL tại a thì tích ∏  là VCL tại a nixBi ,...,2,1),( =
=

n

i
i xB

1

)(

2. Nếu  là VCL tại a và  giữ nguyên dấu tại a và lân cận của nó thì  
là VCL tại a. 

)(xA )(xf )().(    xfxA

C. So sánh các VCL 

Cho  là các VCL tại a )(),( xBxA

1.  Nếu ∞⎯⎯→⎯ →axxB
xA
)(
)(

 thì nói rằng  là VCL cấp cao hơn  tại a, hay )(xA )(xB B  là    

     VCL có cấp thấp hơn A  tại a 

2.  Nếu 0
)(
)(

≠⎯⎯→⎯ → c
xB
xA

ax  thì nói rằng  là VCL ngang cấp tại a. BA,

Đặc biệt  thì nói rằng  là các VCL tương đương tại a, kí hiệu 1=c BA, BA ~  tại a. 

Hệ quả 1: Nếu  tại a thì 11 ~,~ BBAA
)(
)(lim

)(
)(lim

1

1

xB
xA

xB
xA

axax →→
=  

Hệ quả 2: Nếu  làVCL cấp cao hơn tại a thì )(xA )(xB ABA ~+ . 

Hệ quả 3: Qui tắc ngắt bỏ cácVCL cấp thấp: 
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Chương 2: Hàm số một biến số 

Nếu  là các CVL cấp cao nhất trong số các VCL  *A mixAi ,...,2,1),( =  và *B  là VCL cấp 

cao nhất trong số các VCL njxBj ,...,2,1),( =  tại a thì ta có 

                                     
)(
)(lim

)(

)(
lim *

*

1

1

xB
xA

xB

xA

axn

j
j

m

i
i

ax →

=

=

→
=

∑

∑
 

Chú ý: Các VCL sau đây thường hay dùng: 

1.  ( )0       , >+∞⎯⎯ →⎯ +∞→ αα
xx

2. ( ) ( )                     10 ,                    1 , <<+∞⎯⎯ →⎯>+∞⎯⎯ →⎯ −∞→+∞→ aaaa x
x

x
x  

3. ( ) ( )                     10 ,log               1 ,log
0

<<+∞⎯⎯ →⎯>+∞⎯⎯ →⎯ +→+∞→ axax
xaxa  

4. ( ) ( )                     10 ,log               1 ,log
0

<<−∞⎯⎯ →⎯>−∞⎯⎯ →⎯ +∞→→ + axax xaxa  

5. −∞⎯⎯ →⎯+∞⎯⎯ →⎯+∞⎯⎯ →⎯ −∞→+∞→±∞→ xx shxchx              ,shx            , x  

6. −∞⎯⎯ →⎯+∞⎯⎯ →⎯ −+ →→ 00
coth             ,coth

xx
xx  

Ví dụ 1:  Tính  
x

x
x

x
xx

sinlim1cos.sinlim
0 ∞→→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

        ,  

Giải:        
0sinlim1sin,01

01cos.sinlim11cos,0
00

=⇒≤⎯⎯ →⎯

=⇒≤⎯⎯→⎯

∞→∞→

→→

x
xx

x

x
x

x
Sinx

xx

xx

 

Ví dụ 2: Tính  
x
xxtg

x
x

xx 2

32

00 sin
lim                ,

4sin
2sinlim −

→→
  

Giải:        

1lim
sin

lim~sin,~

2
1

4
2lim

4sin
2sinlim

4~4sin
2~2sin

2

2

02

32

0

2222

00

==
−

⇒

==⇒
⎭
⎬
⎫

→→

→→

x
x

x
xxtgxxxxtg

x
x

x
x

xx
xx

xx

xx
 

Ví dụ 3: Tìm  
1
1lim              ,

2
1lim              ,

22
1lim 2

2

3

2

2

2

−
+

+
++

−
−+

∞→∞→∞→ x
x

x
xx

x
xx

xxx
 

Giải:        
2
1

2
lim

22
1lim 2

2

2

2

==
−
−+

∞→∞→ x
x

x
xx

xx
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Chương 2: Hàm số một biến số 

        01limlim
2

1lim 3

2

3

2

===
+
++

∞→∞→∞→ xx
x

x
xx

xxx
 

        1lim
1
1lim 2

2

2

2

==
−
+

∞→∞→ x
x

x
x

xx
   

2.4. SỰ LIÊN TỤC CỦA HÀM SỐ 

2.4.1. Các khái niệm cơ bản 

A. Hàm liên tục tại một điểm 

Cho  và . Nói rằng  liên tục tại a nếu RXf →     : Xa∈ )(xf

                                 )()(lim afxf
ax

=
→

   hay  )lim()(lim xfxf
axax →→

=  

Tức là εηηε <−⇒<−∀>∃>∀ )()(           :,0,0 afxfaxx  

B. Hàm liên tục một phía tại a 

Cho  Nói rằng hàm  liên tục bên trái tại a nếu .,     : XaRXf ∈→ f

                                   )()()(lim afafxf
ax

== −

→ −

Hàm  liên tục bên phải tại a nếu f

                                  )()()(lim afafxf
ax

== +

→ +

Hệ quả: Để hàm  liên tục tại a điều kiện cần và đủ là: )(xf

                                   )()()( afafaf == +−

C. Hàm liên tục trên một khoảng 

1. Hàm  liên tục tại mọi điểm )(xf Xx∈  thì nói rằng nó liên tục trên tập X . 

2. Hàm  liên tục trên khoảng mở (a,b) và liên tục trái tại b,liên tục phải tại a nói rằng 
nó liên tục trên [a,b] 

)(xf

D. Hàm liên tục từng khúc 

Hàm  [ ] .,       ,,       : RbaRbaf ∈→  

Nói rằng hàm  liên tục từng khúc trên f [ ]ba,  khi và chỉ khi  và 

 sao cho 

*Nn∈∃

( ) [ ] 1
10 ,,...,, +∈ n

n baaaa baaaa n =<<<= ...10  và  liên tục trên tất cả các khoảng 

mở  và có giới hạn phải hữu hạn tại , có giới hạn trái hữu hạn tại  

f
( ) 1,...,1,0,, 1 −=+ niaa ii ia 1+ia

E. Điểm gián đoạn của hàm số 

1. Nếu  không liên tục  tại a, nói rằng  có điểm gián đoạn tại )(xf )(xf ax = . 
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Chương 2: Hàm số một biến số 

2. Nếu a là điểm gián đoạn và  là các số hữu hạn thì gọi )(),( +− afaf ax = là điểm gián 

đoạn loại 1 của hàm số và gọi  là bước nhảy của tại a. )()()( −+ −= afafahf )(xf

Hệ quả: Nếu  tăng (giảm) ở lân cận điểm a khi đó  liên tục tại a khi và chỉ khi 
. Điều này suy ra từ định lí 2 của hàm số đơn điệu. 

)(xf )(xf
0)( =ahf

3. Nếu a là điểm gián đoạn của  và không phải là điểm gián đoạn loại 1 thì nói rằng 
 có điểm gián đoạn loại 2 tại 

)(xf
)(xf ax = . 

Các định nghĩa trên được mô tả trên hình 2.12. 

 

                     y                                                                          y ∞

                                 ∞

                              

                     

 

 

 

 

                                                                                                     b            1a 2a 3a 4a a 1a 2a 3a

                  loại 1         loại 2                                                liên tục từng khúc  

                                                         H.2.12 

 

2.4.2. Các phép toán đại số của hàm liên tục 

Định lí 1: Cho RXaRXgf ∈∈→ λ,          ,      :,  

1. Nếu  liên tục tại a thì )(xf )(xf  liên tục tại a. 

2. Nếu  cùng liên tục tại a thì )(),( xgxf )()( xgxf +  liên tục tại a. 

3. Nếu  liên tục tại a thì )(xf )(xfλ  liên tục tại a. 

4. Nếu  liên tục tại a thì  liên tục tại a. )(),( xgxf )().( xgxf

5. Nếu  liên tục tại a và)(),( xgxf 0)( ≠xg  thì 
)(
)(

xg
xf  liên tục tại a. 

Chú ý: 

• Định lí trên được phát biểu tương tự cho các hàm liên tục trên cùng khoảng X 
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Chương 2: Hàm số một biến số 

• Nếu  và  liên tục tại a thì  và  cũng liên tục tại a. )(xf )(xg ),( gfSup ),( gfInf

Với                               RXgfSup →:),( RXgfInf →:),(

                                                ))(),(( xgxfSupx a ))(),(( xgxfInfx a

Thật vậy          )(
2
1),( gfgfgfSup +++=  

                         )(
2
1),( gfgfgfInf +−+=  

Chứng minh định lí 1 tương tự như  chứng minh định lí về các phép toán đại số của hàm có 
giới hạn hữu hạn. 

Định lí 2:  Cho RYgXaRXf →∈→        :                      ,;      :  và  
Nếu liên tục tại a và  liên tục tại 

.)( YXf ⊂
)(xf )( yg )(afb =  thì hàm hợp  liên tục tại a. ))(( xfg

Chứng minh tương tự như chứng minh định lí về giới hạn của hàm hợp. 

Chú ý:   

• Định lí 2 cũng được phát biểu tương tự cho  liên tục trên X và f g  liên tục trên Y. 

• Sử dụng định lí 2, nhận được các giới hạn quan trọng dưới đây: 

Vì khi thỏa mãn định lí 2 thì ))(lim())((lim xfgxfg
axax →→

=  do đó: 

                      e
x

x
a

a

x
log)1(loglim

0
=

+
→

            (2.4) 

Đặc biệt         1)1ln(lim
0

=
+

→ x
x

x
                       (2.5)     

                       )10(        ,ln1lim
0

≠<=
−

→
aa

x
ax

x
             (2.6) 

     Thật vậy gọi . Theo (2.4) sẽ có: )1(log1 +=⇒−= yxay a
x

                            a
ey

y
x

a

aa
y

x

x
ln

log
1

)1(log
lim1lim

00
==

+
=

−
→→

 

                            
( )

α=
−+ α

→ x
x

x

11lim
0

                              (2.7)  

      Gọi  ( ) )1ln()1ln(11 yxxy +=+α⇒−+= α

                            
( )

α=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +α
+

==
−+

→→

α

→ x
x

y
y

x
xy

x
x

xxx

)1ln(
)1ln(

lim)(lim11lim
000

 

Từ trên dễ dàng nhận được định lý sau: 
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Chương 2: Hàm số một biến số 

Định lý 3: Mọi hàm số sơ cấp xác định tại ax =  thì liên tục tại a. 

2.4.3 Tính chất của hàm số liên tục trên một đoạn  

     Cho [ ] Rbaf →,:       là liên tục, ba < . 

A. Tính trù mật của hàm số liên tục 

Định lí 1: Nếu  liên tục trên )(xf [ ]ba,  và 0)().( <bfaf  thì tồn tại ( )bac ,∈  để 
 0)( =cf

Chứng minh: Thực hiện phương pháp chia đôi đoạn [ ]ba, . Nếu trong quá trình chia đôi 
tìm được điểm c sẽ dừng lại. Nếu không tìm được c thì nhận được dãy các đoạn lồng nhau 

 trong đó  và [( nn ba , ]) 0)(,0)( >< nn bfaf nnn
abab

2
−

=− . 

Suy ra 0)()lim()(lim ≤==
∞→∞→

cfafaf nnnn
 và 0)()lim()(lim ≥==

∞→∞→
cfbfbf nnnn

 

trong đó . Vậy ),( bac∈ 0)( =cf . 

Định lí 2: Nếu  liên tục trên )(xf [ ]ba,  khi đó  nhận giá trị trung gian  )(xf

giữa  và  nghĩa là: )(af )(bf

                          [ ] [ ] γγ =∈∃∈∀ )(,,,)(),( cfbacbfaf  

Chứng minh : 
  Định lí là đúng với  hoặc )(af=γ )(bf=γ . 

Giả sử )()( bfaf <  và xét ).()( bfaf <γ< Đặt γ−= )()( xfxg  liên tục trên [ ]ba,  và 
. Theo định lí 1 thì tồn tại 0)(,0)( >< bgag ),( bac∈  để 0)( =cg  hay γ=)(cf . 

B. Tính bị chặn của hàm số liên tục 

  Định lí 3: Hàm số  liên tục trên )(xf [ ]ba,  thì đạt được giá trị lớn nhất và nhỏ nhất trên 
 nghĩa là: [ ba, ]
              [ ] [ ]baxbaxx Mm ,,,, ∈∀∈∃          có )()()( Mm xfxfxf ≤≤  

  Chứng minh :  

  Trước hết chứng minh  bị chặn trong )(xf [ ]ba, . Giả sử  không bị chặn, tức là:       )(xf

[ ] nxfbaxNn nn ≥⇒∈∃∈∀ )(,,  

   bị chặn nên theo định lí Bolzano-Weierstrass tồn tại dãy con của nó  )( nx

                  ( ) [ ] ( ) .,0 knn nxfbaxx
kk
≥⇒∈→   

  Chuyển qua giới hạn sẽ có +∞=)( 0xf . Vô lí vì  liên tục tại . )(xf 0x

  Gọi   và . 
[ ]

)(
,

xfInfm
ba

=
[ ]

)(
,

xfSupM
ba

=
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Chương 2: Hàm số một biến số 

  Lấy [ ] 0)(1,,,1 * ≥−>⇒∈∃∈=ε mxf
n

baxNn
n nn .Theo định lí Bolzano-Weierstrass 

  ( )
knx∃  là dãy con của (  và )nx

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥−>

∈→

0)(1

,

mxf
n

baxx

k

k

n
k

mn

 

  Qua giới hạn sẽ có mxfxf mnk k
==

∞→
)()(lim  

  Tương tự  để Mx∃
[ ]

MxfSupxf
ba

M == )()(
,

 

  Hệ quả:   Nếu  liên tục thì  [ ] Rbaf →,:     [ ]( ) [ ] RMmbaf ⊂= ,,  

                 Trong đó 
[ ] [ ]

)(),(
,,

xfSupMxfInfm
baba

==            

2.4.4 Tính liên tục đều 
A. Định nghĩa: Cho . Nói rằng  liên tục đều trên RXf →    : f X  nếu 

               ( ) εηηε <−⇒<−∈∀>∃>∀ )"()'("':",',0,0 2 xfxfxxXxx        

Chú ý rằng trong định nghĩa này số R∈η  không phụ thuộc vào  và , nó khác với tính 
liên tục của hàm  tại a, ở đó 

'x "x
f η  có thể phụ thuộc vào a. 

Hệ quả: Nếu  liên tục đều trên )(xf X  thì liên tục trên X . 

Điều này là hiển nhiên, vì lấy 'xa =  bất kì thì điều kiện liên tục tại a là thoả mãn.Tuy 
nhiên, một hàm số liên tục trên 

)(xf
)(xf X có thể không liên tục đều trên X  

chẳng hạn xét hàm số  cho bởi  . Thật vậy RRf →     : 2)( xxf =

          sao cho ( ) 2",',0,0 Rxx ∈∃>∀>∃ ηε η<− "' xx  và ε≥− 22 "' xx  

Lấy η
2
1"'," +=∈ + xxRx  khi đó η

2
1"' =−xx  và εηη ≥+=− 222

4
1""' xxx   

nếu lấy 
η
ε

="x . Cụ thể chọn  
η

ε
2
1",

2
1

== x  và η
η 2

1
2
1' +=x  

Định lí Hâyne (Heine) 

   Nếu liên tục trên đoạn đóng )(xf [ ]ba, , Rba ∈,  thì liên tục đều trên [ ] . ba,

Chứng minh :  
   Chúng ta lập luận phản chứng như sau: Giả sử  không liên tục đều , tức là )(xf

              ( ) [ ]2,",',0,0 baxx ∈∃>∀>∃ ηε  để có η<− "' xx  và ε≥− )"()'( xfxf  

      lấy ,*Nn∈∀ ( ) [ ]2,",',1 baxx
n nn ∈∃=η   
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Chương 2: Hàm số một biến số 

     sao cho 
n

xx nn
1"' <− và ε≥− )"()'( nn xfxf  

   Vì  bị chặn nên tồn tại dãy con ( nx' ) ( )
knx'  hội tụ về [ ]bac ,∈ , có tương ứng dãy con 

( )
knx"  đương nhiên bị chặn. 

   Vậy tồn tại một dãy con của nó ( )
jknx"  hội tụ về [ ]bac ,∈ . 

   Rõ ràng 
n

xx
jkjk nn

1"' <−  và qua giới hạn suy ra c=d đồng thời: 

                 ε≥− )"()'(
jkjk nn xfxf .Qua giới hạn, do tính liên tục suy ra                                 

   ε≥− )()( cfcf . Vô lý. 

Ví dụ 1: Chứng minh rằng xxf =)(  liên tục đều trên khoảng [ )+∞,0  

Giải: 

       Lấy , hàm số liên tục đều trên00 >x [ ]0,0 x  

       Lấy  tuỳ ý trên [21, xx ) 210 ,, xxx <+∞        

       Ta có  ε<
−

<
+

−
=−

0

12

12

12
12 2 x

xx
xx

xx
xx  

                 210 ,,2,0 xxx ∀=∃>∀     εδε  sao cho εδ <−⇒<− )()( 2121 xfxfxx  

       Vậy liên tục đều trên [ )+∞,0x  . 

       Hợp hai khoảng lại ta nhận được xxf =)(  liên tục đều trên  [ )+∞,0

Ví dụ 2: Chứng minh rằng  không liên tục đều trên  xxf 2cos)( = [ )+∞,0

Giải:   Ta phải chỉ ra 

       21,,,0 xx∃∀>∃ δε  sao cho δ<− 21 xx  mà ε≥− )()( 21 xfxf  

       Thật vậy:  Rkxkxk
kk

∈+==∃>∀ ππδ δ )12(,2,,0 21    

δ
π

π
ππ

πππ <<
++

=−+=−
kkk

kkxx
kk 22)12(

2)12(12  

       (Lấy 22δ
π

>k ) 2coscos 2
1

2
2 =−⇒

kk
xx  ( lấy 2=ε ).  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

CHƯƠNG III: PHÉP TÍNH VI PHÂN HÀM SỐ MỘT BIẾN SỐ 

 

3.1. ĐẠO HÀM 
Từ nay về sau (đến hết mục 3.8)  luôn kí hiệu φ≠→ XRXf    , :  và X  không thu về 

một điểm, tức là X  là khoảng nào đó trên R , và XR  là tập các ánh xạ đã nói ở trên, còn  là 

đồ thị của hàm số . 
fC

f

3.1.1. Đạo hàm tại một điểm 

3.1.1.1. Định nghĩa đạo hàm tại một điểm  
Cho . Nói rằng  khả vi tại a nếu tồn tại giới hạn hữu hạn XRfXhaXa ∈∈+∈ ,, f

                 
h

afhaf
h

)()(lim
0

−+
→

 

Giới hạn này thường kí hiệu hay )(' af )(a
dx
df  gọi là đạo hàm của  tại a. f

Tỉ số 
x
af

h
afhaf

Δ
Δ )()()(

=
−+

 gọi là tỉ số của các số gia hàm số và số gia đối số. 

3.1.1.2. Định nghĩa đạo hàm một phía 
1. Cho XhaXa ∈+∈ , . Nói rằng  khả vi phải tại a nếu tồn tại giới hạn hữu hạn f

                      
h

afhaf
h

)()(lim
0

−+
+→

 

     Giới hạn này kí hiệu là , gọi là đạo hàm phải của tại a. )(' af p f

2. Cho . Nói rằng  khả vi trái tại a nếu tồn tại giới hạn hữu hạn  XhaXa ∈+∈ , f

                      
h

afhaf
h

)()(lim
0

−+
−→

 

     Giới hạn này kí hiệu là , gọi là đạo hàm trái của tại a. )(' aft f

Hệ quả 1: Để  khả vi tại a điều kiện cần và đủ là  khả vi trái và phải tại a đồng thời                   
 

f f
)(')(')(' afafaf pt ==

Hệ quả 2: (điều kiện cần của hàm khả vi) 
                Nếu  khả vi tại a thì  liên tục tại a f f
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Chứng minh:  Lấy  để *Rh∈ Xha ∈+    

     rõ ràng  
h

afhafhafhaf )()(.)()( −+
+=+       

     mà  )()()(')()(
00 afhafaf

h
afhaf

hh ⎯⎯→⎯+⇒⎯⎯→⎯
−+

→→         

     chứng tỏ liên tục tại a. f

Chú ý:  
1. có thể liên tục tại a nhưng không khả vi tại a chẳng hạn các hàm dưới đây và đồ thị của 

chúng trên hình 3.1. mô tả điều đó 
f

•  cho bởi RRf ∈ xxf =)( . liên tục tại 0 nhưng không khả vi tại 0 vì 
h
h

 không có giới 

hạn khi , ở đây ta thấy                        0→h )0('11)0(' pt ff =≠−=  

•  cho bởi +∈ RRf xxf =)(  liên tục tại 0 nhưng không khả vi tại 0 vì với                    *
+∈ Rh

+∞⎯⎯ →⎯= +→0

1
hhh

h
 

•  cho bởi RRf ∈
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

00

0,1sin.
)(

x

x
x

x
xf

               

     
 

liên tục tại 0 vì )0(0)( 0 fxxf x =⎯⎯→⎯≤ →  nhưng không khả vi vì 

                  
hh

h
h 1sin

1sin.
=  không có giới hạn khi  0→h

                                 y                                                                    y  
                                                 h 

            x  

                                                         x                                                             f(x) 

                           1  
 
                 -1      0          1                     x                                         0                          x 
 
 
 
                                                         H.3.1 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

2. Nếu  khả vi phải (hoặc trái) tại a thì  liên tục phải (hoặc trái) tại a. f f

3. Nếu  khả vi phải và trái tại a thì  liên tục tại a. f f

3.1.1.3. Ý nghĩa hình học của đạo hàm 

Nếu  khả vi tại a thì tồn tại tiếp tuyến của đồ thị  tại điểm . Tiếp tuyến này 

không song song với trục 0y và có hệ số góc là . 

f fC ))(,( afaA

)(' af

Trường hợp  không khả vi tại a mà tồn tại  và . Lúc đó gọi điểm 

 là điểm góc của ,và hai bán tiếp tuyến tại A không song song với nhau. 

f )(' aft )(' af p

fCafaA ∈))(,( fC

Trường hợp  không khả vi tại a nhưng có f

            ∞−+∞⎯⎯ →⎯
−+

+→
  hoÆc

0

)()(
hh

afhaf
 

hoặc     ∞−+∞⎯⎯ →⎯
−+

−→
  hoÆc

0

)()(
hh

afhaf
    

thì tại  đường cong  có một bán tiếp tuyến song song với 0y.  ))(,( afaA fC

Hình 3.2. mô tả các nội dung trên. 

 
            y                                                                        y 
 
                                                                                          

                                                                                                    fC

                                                                                       fC

                                                                       )(af )(af

 
         0                    a                          x                      0                   a                    x 
 
                                                             H.3.2     
                    

3.1.1.4. Ý nghĩa cơ học của đạo hàm 

Cho chất điểm chuyển động tại thời điểm t được định vị bởi véc tơ bán kính )(tr  (Xem 
hình 3.3.) 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

                                    z 
 
 

                                              )(tr  

 
 
                               0                                                                  y 
 
 
 
 
                   x 
                                            H.3.3 
 

Gọi )(trr =  là phương trình chuyển động của chất điểm. 

Giả sử  tại thời điểm  véc tơ bán kính của chất điểm là 21,tt )(),( 21 trtr  

Gọi   
12

12

12

)()(
tt

trtr
tt

rvTB −
−

=
−

=
Δ

   là vận tốc trung bình từ thời điểm  đến  1t 2t

Vận tốc tức thời )( 1tv của chất điểm tại thời điểm  sẽ là giới hạn của tỉ số trên khi 

 
1t

012 →− tt

          )()()(lim)( 1

.

12

12
1

12

tr
tt

trtrtv
tt

=
−
−

=
→

 

Vậy vận tốc tức thời của chất điểm chính bằng đạo hàm của véc tơ bán kính theo thời gian t. 

3.1.2. Các phép tính đại số của các hàm khả vi tại một điểm 

Định lí 1: Cho  và  khả vi tại a khi đó  f g

1.  khả vi tại a và gf + )(')(')()'( agafagf +=+  

2. fR λλ ,∈∀ khả vi tại a và )('.)()'( afaf λλ =  

3.  khả vi tại a và gf . )(').()().(')()'.( agafagafagf +=  

4. Nếu 0)( ≠ag  thì 
g
f  khả vi tại a và 

)(
)(').()().(')( 2

'

ag
agafagafa

g
f −

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Chứng minh : 

1. 

( ) ( ) ( ) )(')(')()(1)()(1))(())((1 
0

agafaghag
h

afhaf
h

agfhagf
h h

+⎯⎯ →⎯−++−+=+−++
→

2.  ( ) ( ) )(')()(1))(())((1
0 afafhaf

h
afhaf

h h λλλλ ⎯⎯→⎯−+=−+ →  

3. ( ) ( ) ( )()()()(.)()(1))(())((1 aghagafhagafhaf
h

afghafg
h

−+++−+=−+ ) 

    

( ) ( ) )(').()().(')()(1)()(.)()(1
0 agafagafaghag

h
afhagafhaf

h h +⎯⎯→⎯⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= →  

    do )()( 0 aghag h⎯⎯→⎯+ →  vì g khả vi tại a. 

4. Trước hết chứng minh 
)(
)(')(1

2

'

ag
aga

g
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

)(xg  liên tục tại a và 0)( ≠ag  vậy g khác không trong một lân cận của a, do đó tồn tại 

hàm  
g
1

 xác định ở lân cận của a, với h đủ bé thì 

               
)()(
)()(1

)(
1

)(
11)(1)(11

aghag
aghag

haghagh
a

g
ha

gh +
−+

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

                ( )
)(

1).('
)()(

1.)()(1
2 ag

ag
aghag

aghag
h

−→
+

−+−=  

    suy ra  

)(
)(')()()('

)(
)(').(

)(
1).(')(1)( 22

''

ag
agafagaf

ag
agaf

ag
afa

g
fa

g
f −

=
−

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
. 

Định lí 2: (Đạo hàm của hàm hợp). 

   Cho  với . Nếu  khả vi tại a và g khả vi tại 
 thì hàm hợp  khả vi tại a và  

RYgRXfXa →→∈ :,:,       YXf ⊂)( f
)(af gof

                             ( ) ).('.)(')()'( afafgagof =                                    (3.1) 

Chứng minh: 

   Lấy  tuỳ ý sao cho Rh∈ Xha ∈+ . Đặt 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

                    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠−
−+

=
00

0)(')()(
)(1

h

haf
h

afhaf
h

 u        nÕ                              

   nÕu
ε  

suy ra )()(')()( 1 hhahfafhaf ε++=+  

                                                 0)( 01 ⎯⎯→⎯ →hhε  

Lấy  tuỳ ý sao cho Rk ∈ Ykaf ∈+)( . Đặt  

                 
( ) ( ) ( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠−
−+

=
00

0)(')()(
)(2

k

kafg
k

afgkafg
k

    nÕu                                                  

   nÕu
ε  

suy ra ( ) ( ) ( ) )()(')()( 2 kkafkgafgkafg ε++=+  

                                                              0)( 02 ⎯⎯→⎯ →kkε  

Rh∈∀  sao cho  sẽ có Xha ∈+

            ( ) ( ) ( ))()(')()()( 1 hhahfafghafghagof ε++=+=+  

                             
( ) ( ) ( ) ( ) ( ))()('.)()(')(')()(')( 1211 hhahfhhahfafghhahfafg εεεε +++++=  

                             ( ) ( ) )()(')(')( hhafgahfafg ε++=  

trong đó ( ) ( ) ( ))()('.)()(')(')()( 1211 hhahfhafafghh εεεεε +++=  

vì  0)(,0)( 0201 ⎯⎯→⎯⎯⎯→⎯ →→ kh kh εε    suy ra 0)( 0⎯⎯→⎯ →hhε . Dẫn đến 

           
( ) ( ) ( ))(').(')()(

0 afgaf
h

agofhagof
h⎯⎯→⎯

−+
→  

Định lí 3: (Đạo hàm của hàm ngược). 

   Giả sử   đơn điệu ngặt và liên tục trên X khả vi tại  và RXf →: Xa∈ 0)(' ≠af  

Khi đó hàm ngược của là  khả vi tại và f RXff →− )(:1 )(af

                             ( ) ( )
)('

1)('1

af
aff =−                                               (3.2) 

Chứng minh: Theo giả thiết tồn tại song ánh  vậy tồn tại hàm ngược  liên tục trên 
. 

f 1−f
)(Xf

{ })(\)( afXfy∈∀  chúng ta xét  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

                             
( )

)('
1

)(
)(

1
)(

)()(

1

11

af
ayf

afyafy
affyf

→

−
−

=
−
−

−

−−

  

nếu  0)(' ≠af

Chứng tỏ  khả vi tại  và 1−f )(af ( )( ) ( )( ) 1)('.)(
)('

1)( '1'1 =⇒= −− afaff
af

aff  

Nếu gọi  là đồ thị của hàm  thì các tiếp tuyến tại 1−f
C 1−f ( ) fCafaA ∈)(,  và 

 đối xứng với nhau qua đường phân giác của góc phần tư thứ I và III  ( ) 1),(' −∈
f

CaafA

Hình 3.4. mô tả điều đó  
 

                               y   

                                             1−f
C

                     

                                                             fC

             a                                                                                     a 
                                                       0)(' ≠af                                                            

                                                                                                        )(af )(af 0)(' =af

                                                           
                 0               a                                x                              0               a                  x )(af )(af

                                                                  
H.3.4 

 
3.1.3. Đạo hàm trên một khoảng (ánh xạ đạo hàm)                 

A. Định nghĩa: Cho  khả vi tại mỗi điểm XRf ∈ Rbax ⊆∈ ),(  

Kí hiệu ánh xạ                        Rbaf →),(:'

                                )(' xfx a

là ánh xạ đạo hàm hay đạo hàm của  trên (a,b) thường kí hiệu  hay )(xf )(' xf

),(),( baxx
dx
df

∈∀ . Cũng nói rằng  khả vi trên  )(xf Xba ⊆),(

B. Các tính chất 

Các định lí dưới đây suy ra một cách dễ dàng từ các định lí ở mục 3.12. 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Định lí 1: Cho  khả vi trên RXgf →:, X , (tức là Xba =),( ) khi đó. 

1.  khả vi trên gf + X  và '')'( gfgf +=+  

2. fR λλ ,∈∀ khả vi trên X  và ')'( ff λλ =  

3.  khả vi trên gf . X  và '')'.( fggfgf +=  

4.  trên 0)( ≠xg X  thì 
g
f

 khả vi trên X  và 2

'
''

g
fggf

g
f −

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

Bằng một phép qui nạp đơn giản, nhận được:  

Nếu  và  khả vi trên *Nn∈ nfff ,...,, 21 X  thì 

        khả vi trên ∑
=

n

i
if

1

X  và  ∑∑
==

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ n

i
i

n

i
i ff

1

'

1

'

        khả vi trên ∏
=

n

i
if

1

X  và  ∑∏
=

+−
=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ n

k
nkkk

n

i
i ffffff

1
1

'
11

'

1
......

Định lí 2: Cho  và . Nếu khả vi trên XRf ∈ YRg ∈ f X  và g khả vi trên   thì  
khả vi trên 

)(Xf gof
X  và 

                           '  )'()'( fofggof =

Mở rộng  ')')('()'( fofgogofhhogof =

Định lí 3: Cho  đơn điệu ngặt trên XRf ∈ X , khả vi trên X  và  trên 0)(' ≠xf X  khi đó 

 khả vi trên  và  1−f )(Xf

                           
'

1)'( 1

f
f =−  

3.1.4. Đạo hàm của các hàm số thông thường 

A. Hàm số mũ 
Cho  RRfaxf x →= :,)(     

       aa
h

aa
h

aa
h

xfhxf x
h

x
xhx

ln1)(')(
→

−
=

−
=

−+ +

 (nhờ vào công thức (2.6)) 

Vậy hàm mũ khả vi trên R . Đặc biệt  xx ee =)'(

B. Hàm số lôgarit 

Cho . Hàm ngược  
*

,log)( +∈== R
a Rfyxxf yax =

axaa
yaax y

y

ln
1

ln
1'ln' ==⇒=  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Đặc biệt  thì xy ln=
x

y 1'=  

C. Hàm luỹ thừa 

Cho  lấy logarit cả 2 vế sẽ có 
*

,,)( +∈∈== RRfRyxxf αα

                 xy lnln α=  

Sử dụng đạo hàm của hàm hợp ta có 

                 1'1' −=⇒= ααα xy
xy

y
 

Trường hợp 0≤x  tuỳ theo α  để biểu thức  xác định thì ta vẫn có  1−αx 1' −= ααxy

D. Hàm lượng giác 

Cho  [ ]Rfxxf 1,1,sin)( −∈=

       
h

x
h

x
h

xhx sinhcos1coshsinsin)sin(
+

−
=

−+  

                               
h

x
h

h

x sinhcos2
sin2

sin
2

+=  

Theo công thức (2.1) suy ra 02
sin2

,1sinh
0

2

0 ⎯⎯→⎯⎯⎯→⎯ →→ hh h

h

h
    

Vậy         Rxxx ∈∀=    ,cos)'(sin  

Tương tự có thể chỉ ra  xxf cos)( =  cũng khả vi trên R  

và xxxxx sin
2

cos)'(cos
2

sincos −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ππ
 

suy ra tgx  khả vi trên 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈+ ZkkR ,

2
\ ππ  và 

               xtg
xx

xx
x
xtgx 2

22

22'

1
cos

1
cos

sincos
cos
sin)'( +==

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

          cotgx khả vi trên { }ZkkR ∈,\ π  và  

               )cot1(
sin

1)'(cot 2
2 xg

x
gx +−=−= . 

E. Hàm lượng giác ngược          

Cho [ ][ ]1,1,0,arccos)( −∈== πfyxxf  ta sẽ chứng minh  khả vi trên . )(xf )1,1(−
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Thật vậy hàm ngược của nó yyxyx 2cos1sin'cos −−=−==   .  vì ),0( π∈y  

Vậy  
22 1

1
cos1
1)'(arccos

xy
x

−
−=

−
−=  

Tương tự  
21

1)'(arcsin
x

x
−

=  

                 21
1)'(
x

arctgx
+

=  

                 21
1)'cot(
x

gxarc
+

−=  

F. Hàm cho theo tham số 
Cho  dưới dạng tham số  XRf ∈

               RyXx →→ ),(:,),(: βαβα         

Cụ thể  
⎩
⎨
⎧

=∈=
=

Ttty
tx

),()(
)(

βαψ
ϕ

        víi

Nếu yx,  khả vi trên T, tồn tại hàm ngược  khả vi và )(1 xt −= ϕ )(' tϕ  khác không trên T, 
thì theo công thức tính đạo hàm của hàm số ngược và hàm số hợp sẽ nhận được  

                   
)('
)('

t
t

dx
dy

ϕ
ψ

=                                                              (3.3) 

G. Đạo hàm lôgarit 

Nếu  có dạng tích của các nhân tử với số mũ cố định hoặc , 
thì ta có thể xét đạo hàm logarit của  tương tự như hàm luỹ thừa trong mục C hoặc hàm số mũ 
trong mục A Sau đó sử dụng định lí đạo hàm của hàm hợp. 

f )(,0)(, xvvxuuuf v =>==
f

Thật vậy   trong đó γβα ωvuxf =)( R∈γβα ,,  còn các hàm )(),(),( xxvxu ω  khả vi trên 
X  và luôn dương trên X . Khi đó. 

                    ωγβα lnlnln)(ln ++= vuxf  

                    
ω
ωγβα ''''

++=
v
v

u
u

f
f

. 

               )(''')(' xf
v
v

u
uxf ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=⇒

ω
ωγβα  

Hoặc có thể biểu diễn  

                          wvuexf lnlnln)( γβα ++=

Các cách tính đạo hàm thông qua công thức đạo hàm của hàm lôgarit gọi là đạo hàm lôga. 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

H. Bảng các đạo hàm của các hàm số thông dụng     
    RxyRxconstCy ∈∀=∈∀==                                                  0'  

        XXxxyXxRxy ⊂∈∀=∈∀∈= −
1

1',                                            αα αα

    RxxyRxxy ∈∀=∈∀=                                                      cos'sin  

    RxxyRxxy ∈∀−=∈∀=                                                    sin'cos  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈+∈∀+==

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈+∈∀= ZkkRxxtg

x
yZkkRxtgxy ,

2
\1

cos
1',

2
\ 2

2 ππππ
                 

{ } { }ZkkRxxg
x

yZkkRxgxy ∈∈∀+−=−=∈∈∀= ,\)cot1(
sin

1',\cot 2
2 ππ                        

     RxaayRxay xx ∈∀=∈∀=                                                       ln'

    **

ln
1'log ++ ∈∀=∈∀= Rx

ax
yRxxy a                                                   

    [ ] )1,1(
1

1'1,1arcsin
2

−∈∀
−

=−∈∀= x
x

yxxy                                          

    [ ] )1,1(
1

1'1,1arccos
2

−∈∀
−

−=−∈∀= x
x

yxxy                                      

    Rx
x

yRxarctgxy ∈∀
+

=∈∀=                                             21
1'  

    Rx
x

yRxgxarcy ∈∀
+

−=∈∀=                                         21
1'cot  

    RxchxyRxshxy ∈∀=∈∀=                                                  '  

    RxshxyRxchxy ∈∀=∈∀=                                                 '  

    Rxxth
xch

yRxthxy ∈∀−==∈∀=                                                  2
2 11'  

{ } { }0\coth11'0\coth 2
2 Rxx
xsh

yRxxy ∈∀−=−=∈∀=                                        

Ví dụ 1:  Hãy tính đạo hàm tại 0 của các hàm số sau (nếu có) 

1. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

00

01sin
)(

2

1

x

x
x

x
xf

               

     
 

2. 3
1

2 )( xxf =  

3. 3
2

3 )( xxf =  

Giải:  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

1. )0('01sin

1sin)0()(
0

2

11 f
h

h
h

h
h

h
fhf

h =⎯⎯→⎯==
−

→   

2. +∞⎯⎯→⎯==
−

→0
3
2

3
1

22 1)0()(
h

h
h
h

h
fhf

 , không khả vi tại 0 )(2 xf

3. +∞⎯⎯ →⎯==
−

+→0
3
1

3
2

33 1)0()(
h

h
h

h
h

fhf
 

                                       −∞⎯⎯ →⎯ −→0h
   , không khả vi tại 0 )(3 xf

Ví dụ 2: Cho  khả vi tại XRf ∈ Xa∈ . Hãy tìm 

                     
h

hafhaf
h

)()(lim
2

0

+−+
→

 

Giải: 

        )(')()()()()()(
2

22

af
h

afhaf
h

afhafh
h

hafhaf
−→

−+
−

−+
=

+−+
 

Ví dụ 3: Chứng tỏ rằng cho bởi biểu thức dưới đây không khả vi tại mọiRRf ∈ Rx∈  

                                   
⎩
⎨
⎧

∈−
∈+

=
QRxx

Qxx
xf

\3
1

)(
    nÕu

    nÕu

Giải: Nhận thấy tập Q và R\Q đều trù mật lấy Rx ∈0  

                   0
\

0 3)(lim1)(lim
00

xxfxxf
QRx

xx
Qx

xx
−=+=

∈
→

∈
→

             ,   

         Để liên tục tại  thì 0x 131 000 =⇔−=+ xxx   

         Vậy hàm không khả vi tại 1≠x   

         Xét 1)1()1(1 0⎯⎯→⎯=
−+

∈+
∈
→

Qh
hh

h
h

fhfQh           ,  

         Xét 1)1()1(\1
\

0 −⎯⎯ →⎯−=
−+

∈+
∈
→

QRh
hh

h
h

fhfQRh           ,  

         Vậy không tồn tại  )1('f

Ví dụ 4: Cho và f g  khả vi tại a tính  

                     
ax

xgafagxf
ax −

−
→

)()()()(lim  

Giải:  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

        Lập hàm số )()()()()( xgafagxfxh −=  khả vi tại a và  0)( =ah

                     )(')()(lim)()()()(lim ah
ax

ahxh
ax

xgafagxf
axax

=
−
−

=
−
−

→→
 

                  )()(')()(' afagagaf −=                                              

Ví dụ 5: Vẽ đồ thị của hàm số và đạo hàm của hàm số sau đây. 

1. xxy =  

2. xy ln=  

Giải: 
        Trước hết ta hãy tính  )(' xy

1. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥

≤−
==

0
0

2

2

xx
xx

xxy
       

    
  

⎩
⎨
⎧

>
<−

=⇒
02
02

'
xx
xx

y
        

     

     xyyyy
x
xy ptp

x
t 2'0)0(')0('0)0('0lim)0('

2

0
=⇒====

−
=

−→
    .     ,   trên R  

2.  
⎩
⎨
⎧

>
<−

==
0ln
0)ln(

ln
xx
xx

xy
        

    
   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

<−
−=⇒

01

0)1(1

'
x

x

x
xy

             

   
   

x
y 1'=⇒  với  *Rx∈

     Hình 3.5. mô tả các đồ thị của y và y’ 
 
                               y                                                                  y 
               
                    
             y’       2                                                             2 
                                                                                            1 
               -1                                                        -2       -1 
                       0      1                x                                         0       1      2              x 
                         -1                                                          -1                                                           
             y                                                                               -2                       
 
 
 
 
                                                      H.3.5 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Ví dụ 6 :  Tính đạo hàm '  của hàm số   xy

      
⎩
⎨
⎧

−=
+=

arctgtty
tx )1ln( 2

Giải:                      
2

1
2
1

11

)1ln(
)('

2

2

2

t

t
t

t
td

arctgttd
dx
dyyx =

+

+
−

=
+

−
==  

3.2. VI PHÂN CỦA HÀM SỐ 

3.2.1. Định nghĩa vi phân tại một điểm 

Cho khả vi tại fRf X ,∈ Xa∈ . Vi phân của  tại a kí hiệu  xác định bởi               
công thức 

f )(adf

                     với     hafadf ).(')( = Rh∈    

    Vậy  là một hàm tuyến tính của h )(adf

    Xét hàm số  trên xxf =)( R , Rxxf ∈∀= ,1)('  vậy hdx .1=  

    Từ đó cũng thường kí hiệu dxafadf ).(')( =  

Hệ quả: Để  khả vi tại a điều kiện cần và đủ là tồn tại hằng số )(xf R∈λ  và một  

             VCB )(hα tại 0 sao cho  

                                 )()()( hhhafhaf αλ +=−+  đồng thời )(' af=λ . 

Thật vậy  khả vi tại a khi và chỉ khi tồn tại   )(xf )(' af

Nghĩa là   )(')()(lim
0

af
h

afhaf
h

=
−+

→
 

Hay là       0)()(')()(
0⎯⎯→⎯=−

−+
→hhaf

h
afhaf α  

                  )().(')()( hhhafafhaf α+=−+  

Vậy   λ=)(' af  

Tương tự như đạo hàm tại một điểm, ta nhận được tính chất đại số của vi phân. 

Định lí : Nếu  và khả vi tại XRgf ∈, Xa∈  thì 

1. )()())(( adgadfagfd +=+  

2. )())(( adfafd λλ =  với R∈λ  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

3. )()()()())(.( adfagadgafagfd +=  

4. ( ))()()()(
)(

1)( 2 adgafadfag
ag

a
g
fd −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 khi 0)( ≠ag  

Chú ý: 

• )()()( afafhaf Δ=−+  là số gia của hàm số ứng với số gia đối số hx =Δ . Vậy nếu 
 khả vi tại a thì với h khá bé sẽ có công thức tính gần đúng số gia của hàm số  )(xf

                   )()( adfaf ≈Δ . 

• Xét hàm hợp . Nếu  khả vi tại a và g khả vi tại  theo định lí 2 thì  khả vi 
tại a. Tức là  

gof f )(af gof

                    ( ) ( ) ( ) ( ) )(.)(').('.)(').(')( adfafghafafghagofagofd === . 

Như vậy dù x  là biến độc lập hay biến phụ thuộc thì dạng vi phân đều giống nhau. Người 
ta nói vi phân cấp 1 có tính bất biến. 

3.2.2. Vi phân trên một khoảng 

Cho  khả vi trên . Vi phân của hàm số trên  được xác định theo 
công thức 

XRf ∈ Xba ⊆),( ),( ba

                    với hxfxdf ).(')( = ),( bax ∈ . 

Tương tự như định lí trên, ta nhận được định lí sau đây. 

Định lí: Nếu  khả vi trên  thì trên khoảng đó cũng thoả mãn các hê thức sau. gf , ),( ba

1.  )()())(( xdgxdfxgfd +=+

2. )())(( xdfxfd λλ =  

3. )()()()())(.( xdfxgxdgxfxgfd +=  

4. ( ))()()()(
)(

1)( 2 xdgxfxdfxg
xg

x
g
fd −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 khi 0)( ≠xg  

Ví dụ 1:  Tính gần đúng '  4060sin o

Giải:   

           Đặt , ta có xxf sin)( = xxf cos)(' =  

           Chọn 
3

60 π
== o

ox , khi đó 
270180.60

.40'40 ππ
===h  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

 Theo công thức xấp xỉ ta có:  

                                
  .              872,0006,0866,0

2702
1

2
3

270
.60cos60sin'4060sin

=+=+≈

+≈

π

πooo

 

Ví dụ 2: Một hình cầu bằng kim loại bán kính R , khi nóng lên bán kính nở thêm một đoạn 
RΔ . Tính thể tích mới của hình cầu một cách chính xác và gần đúng. 

Áp dụng bằng số cmRcmR 1,0,5 =Δ=  

Giải: 

 Công thức tính thể tích V  của hình cầu là: 

                                                3

3
4 RV π=  

 Sau khi giãn nở, bán kính hình cầu là RR Δ+ , thể tích mới của hình cầu tính chính xác là: 

  333 868,176)1,05(
3
4)(

3
4 cmRRVV  πππ =+=Δ+=Δ+  

 Nếu tính gần đúng, ta xem: dVV ≈Δ ( Số gia của thể tích gần bằng vi phân) và khi đó thể 

tích 3

3
4 RV π

=  xem như hàm số của đối số R . Vậy: 

   
32

2

101,0.5.4

.4'.

cm

RRRVdV R

      ππ

π

==

Δ=Δ=

 Thể tích ban đầu của hình cầu: 

  333 666,1665
3
4

3
4 cmRV  πππ ===  

 Vậy thể tích mới của hình cầu tính gần đúng là: 

   3666,176 cmdVVVV  π=+≈Δ+

 Sai số tuyệt đối trong bài toán này là: 

    333 202,0666,176868,176 cmcmcm    πππ =−

 Như vậy sai số tương đối là: 

  0011,0
868,176

202,0
==

π
πδ  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

3.3. ĐẠO HÀM VÀ VI PHÂN CẤP CAO 

3.3.1. Đạo hàm cấp cao 

A. Định nghĩa 

1. Cho khả vi trên f X , nếu khả vi tại )(' xf Xa∈  thì nói rằng  có đạo hàm cấp 2 tại a 

và kí hiệu đạo hàm đó là . Tương tự  đạo hàm cấp n của  tại a, kí hiệu là  

chính là đạo hàm của hàm  tại a. 

f

)(" af )(xf )()( af n

)()1( xf n−

2. Nói rằng  khả vi đến cấp n (hay n lần) trên )(xf X  khi và chỉ khi tồn tại  trên )()( xf n

X ,  trong đó  là đạo hàm của  *Nn∈ )()( xf n )()1( xf n−

3. Nói rằng  khả vi vô hạn lần trên )(xf X  khi và chỉ khi  khả vi n lần trên )(xf X , 

. Sau đây thường kí hiệu   Nn∈∀ )()()0( xfxf =

Chú ý:  

• Nếu  khả vi n lần trên f X  thì Nqp ∈∀ ,  sao cho nqp ≤+  ta có  

                                           ( )  )()()( qpqp ff +=

• Tập xác định của  thường chứa trong tập xác định của  )(nf )1( −nf

B. Định lí 

Cho  khả vi n lần trên XRgfNnR ∈∈∈ ,,, *   λ X , khi đó trên X  có các hệ thức sau đây: 

( ) )()()( nnn gfgf +=+  

1.  ( ) )()( nn ff λλ =

2. gọi là công thức Leibnitz ( ) ∑
=

−=
n

k

knkk
n

n gfCfg
0

)()()(

3.  trên 0)( ≠xg X  thì 
g
f  khả vi n lần trên X  

Chứng minh: 

1. và 2. được chứng minh dễ dàng bằng qui nạp 

3. chứng minh qui nạp theo n như sau: 

    Với n =1, công thức đúng theo định lí 2 trong 3.1.3. 

    Giả sử  khả vi (n+1) lần trên gf , X  và công thức Leibnitz đã đúng với n tức là: 

             đó là tổng của những  khả vi trên ( ) ∑
=

−=
n

k

knkk
n

n gfCgf
0

)()()(. )()( knk gf − X  nên tồn 

tại ( )  và  )1(. +ngf
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

( ) ∑∑∑∑
=

−+
+

=

−+−

=

+−

=

−++ +=+=
n

k

knkk
n

n

l

lnll
n

n

k

knkk
n

n

k

knkk
n

n gfCgfCgfCgfCgf
0

)1()(
1

1

)1()(1

0

)1()(

0

)()1()1(.  

                             (vì và ) ∑∑
+

=

−+
+

=

−+− +=
1

0

)1()(
1

0

)1()(1
n

k

knkk
n

n

l

lnll
n gfCgfC 01 =−

nC 01 =+n
nC

                              ( ) ∑∑
+

=

−+
+

+

=

−+− =+=
1

0

)1()(
1

1

0

)1()(1 .
n

k

knkk
n

n

k

knkk
n

k
n gfCgfCC

4. Qui nạp theo n. 

   Với n =1 ta có công thức 2

'
''

g
fggf

g
f −

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 chứng tỏ rằng ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
g
f

 khả vi  

    Giả sử rằng  khả vi (n+1) lần và tính chất đã đúng với n. Vì  khả vi n lần 

trên 

gf , ',,,' gfgf

X  nên  và  khả vi n lần trên '' fggf − 2g X . Theo giả thiết qui nạp    2

''
g

fggf −
 khả vi n 

lần trên X  như vậy 
g
f

 khả vi (n+1) lần trên X . 

3.3.2. Vi phân cấp cao 
A. Định nghĩa 

1. Nếu  khả vi đến cấp n tại f Xa∈  thì biểu thức  gọi là vi phân cấp n tại a kí 

hiệu là . Vậy là  hay  

nn haf ).()(

)(afd n nnn hafafd )()( )(= nnn dxafafd )()( )(=

2. Nếu  khả vi đến cấp n trên f X  thì vi phân cấp n của trên f X  được kí hiệu là 

 và xác định theo công thức sau Xxxfd n ∈),(

                              nnnnn dxxfhxfxfdXx )()()(, )()( ==∈∀    

B. Công thức tính vi phân cấp cao 

Từ định lí về đạo hàm cấp cao, trực tiếp nhận được các công thức tính vi phân cấp cao dưới 
đây  

Định lí: Nếu  khả vi đến cấp n trên gf , X  thì khi đó  

1.  gdfdgfd nnn +=+ )(

2. Với  fdfdR nn λλλ =∈ )(,   

3.  ∑
=

−=
n

k

knkk
n

n gdfdCgfd
0

.).(

4. Nếu 0)( ≠xg  thì 
g
f

 có vi phân đến cấp n. 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Chú ý: 

• Không có công thức đơn giản cho 
)(n

g
f
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 cũng như 

g
fd n . 

• Tính bất biến của vi phân bị phá vỡ khi lấy vi phân cấp cao (từ 2 trở lên), Ví dụ sau sẽ 
chứng tỏ điều đó. Cho hàm hợp , trong đó  gof

                   ( ) 623 )()(,)( xxfgffgxxf =⇒==  

              2425 30)(6)( dxxxgddxxxdg =⇒=⇒

     Mặt khác   22 )(2)(2)( dffgdfdffdg =⇒=

     mà        242422 3018)(3 dxxdxxfgddxxdf ≠=⇒=

3.3.3. Lớp của một hàm 

A. Định nghĩa 

1. Cho , Ta nói  thuộc lớp  (kí hiệu ) trên Nn∈ f nC nCf ∈ X nếu  khả vi n lần trên f

X  và  liên tục trên )(nf X . 

2. Nói rằng  trên ∞∈Cf X  nếu  khả vi vô hạn lần trên f X . 

3. Nói rằng  trên 0Cf ∈ X  nếu  liên tục trên f X . 

Chú ý: Như vậy, một hàm có thể khả vi n lần trên X  nhưng chưa chắc đã thuộc .  nC

Chẳng hạn   

             
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

00

0,1sin
)(

2

x

x
x

x
xf

      ,           

      
   khả vi trên R nhưng không thuộc lớp trên 1C R  

Thật vậy   

                
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠−
=

00

0,1cos1sin2
)('

x

x
xx

x
xf

   ,                       

   
  không có  )('lim

0
xf

x→

4. Nói rằng  từng khúc trên nCf ∈ [ ]ba,  khi và chỉ khi tồn tại  để 

 trên [ ]  

RaaNp p ∈∈ ,...,, 0
*    

nCf ∈ )1,...,0(, 1 −=+ piaa ii   

Chẳng hạn 
( ]
[ ]⎩

⎨
⎧

−∈
∈

=
       nÕu

    nÕu

0,10
1,0

)(
2

x
xx

xf  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

                 
( ]
[ ]⎩

⎨
⎧

−∈
∈

=
0,10

1,02
)('

x
xx

xf
      nÕu

    nÕu
 

Vậy  trên [                  1)( Cxf ∈ ]1,1−

                 
( ]
[ ]⎩

⎨
⎧

−∈
∈

=
0,10

1,02
)("

x
x

xf
      nÕu

      nÕu
 

2Cf ∈  từng khúc trên  [ ]1,1−

B. Định lí 

Định lí 1: Nếu  trên nCgf ∈, X  thì  

1.  trên nCgf ∈+ )( X  

2.  trên nCf ∈λ RX ∈λ,  

3.  trên nCfg ∈ X  

4. nC
g
f
∈  trên X  khi Xxxg ∈∀≠      0)(  

Định lí này thực chất là hệ quả của định lí trong mục 3.3.1. 

Định lí 2: Cho  và . Nếu  và  thuộc lớp  thì 

 trên 

XRf ∈ YXfRg Y ⊂∈ )(,    f g nC
nCgof ∈ X  

Chứng minh : Qui nạp theo n. 

Với n =1 định lí đúng (theo định lí 2 trong mục 3.1.3.) 

Giả sử định lí đã đúng với n, cho  trên 1, +∈ nCgf X  và trên Y . Ta có  

                      ')'()'( fofggof =

Vì , từ giả thiết qui nạp chứng tỏ . Hơn nữa  Vậy tích  nCgf ∈', nCofg ∈' nCf ∈'

                      , chứng tỏ           nCfofg ∈').'( 1+∈ nCgof

Ví dụ 1:  Cho   RxNmxxf m ∈∈= ,,)(     

               Tính  với )()( xf n Nn∈  

Giải: 

          ...,)1()(",)(' 21            −− −== mm xmmxfmxxf

         kmk xkmmmxf −+−−= )1)...(1()()(
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Chứng tỏ  

                
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
=
<+−−

=

−

mn
mnm
mnxnmmm

xf

nm

n

    nÕu                                        

  nÕu                                        

     nÕu

0
!

)1)...(1(
)()(

Ví dụ 2:  Chứng minh nếu xxf sin)( =  thì  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=∈∀∈∀

2
sin)(, )(* πnxxfNnRx n      

Giải:  

       Trường hợp n =1. Đúng ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==

2
sincos)'(sin πxxx  

       Giả sử  công thức đúng với n 

                 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += +

2
)1(sin

2
cos)(

2
sin)( )1()( πππ nxnxxfnxxf nn   

       Tương tự cũng nhận được  

                 Nnxnxx n ∈∀∀⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ,,

2
cos)(cos )(      

π     

Ví dụ 3*:  Cho  hãy tính  arctgxy = )()( xy n

Giải:  

        Vì ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==

+
=⇒=

2
sin.coscos

1
1' 2

2

πyyy
x

ytgyx  

                            '
2

cos.cos
2

sin.sin" yyyyyy ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

ππ
 

                               ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
2sin.cos

2
2cos.cos 22 ππ yyyy  

        Bằng qui nạp suy ra  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

2
sin.cos)!1()( πynyny nn  

        Ta có      y
x

arctgZ −==
2

1 π  (xét 0≠x ) 

        Vậy  )(sin
)1(

1)!1(
22

)( Zn
x

ny n
n −

+
−= π  

        Hay  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−−= −

x
arctgn

x
nxy n

nn 1.sin
)1(

1)!1()1()(
22

1)(  
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Ví dụ 4: Tính đạo hàm cấp 100 của hàm số  xxxf sin)( 2=

Giải:  

        Áp dụng công thức Leibnitz 

                      ∑
=

−=
100

0

)100()(2
100

)100( )(sin)()(
k

kkk xxCxf

                      )98(22
100

)99(21
100

)100(20
100

)100( )(sin)"()(sin)'()(sin)( xxCxxCxxCxf ++=

                                 )49sin(9900
2

99sin200)50sin(2 πππ ++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++= xxxxx  

                                  xxxxx sin9900cos200sin2 −−=

Ví dụ 5:  Cho  Rf →− )1,1(:

                       
)1()1(

32)( 2 +−
+

=
xx

xxf   hãy tính  )()( xf n

Giải:  Phân tích  thành các phân thức tối giản )(xf

               
1

1.
4
1

1
1.

4
1

)1(
1.

2
5)( 2 +

+
−

−
−

=
xxx

xf  

               n
n

n
n

n
nn

x
n

x
n

x
nxf

)1(
!)1.(

4
1

)1(
!)1.(

4
1

)1(
)!1(.)1.(

2
5)( 12

)(

+
−+

−
−−

−
+

−= ++  

Ví dụ 6*: Cho  với )1ln()( 1 xxxf n
n += − ),1( +∞−∈x . 

              Chứng minh  khả vi n lần trên )(xf ),1( +∞−  và trên đó có  

                                   ∑
= +

−=
n

k
k

n
n x

nxf
1

)(

)1(
1)!1()(  

Giải:  

        Các hàm  và 1−nx )1ln( x+  khả vi vô hạn lần trên ),1( +∞−  vậy  trên 
. Chứng minh qui nạp theo n. 

∞∈Cxfn )(
),1( +∞−

        + n =1     
x

xf
+

=
1

1)('1  đúng  

        + Giả sử công thức đúng với n, theo công thức Leibnitz 

                       { } )()()(.)( )(1
1

)1(
1

1
)1(

1 xfCxxfxfx
dx
dxf n

nn
n

nnn

n
n

n +
+

+

+
+

+ +==  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

                                    ∑∑
==

+ +
−++

+
−

−=
n

k
k

n

k
k x

nn
x
knx

11
1 )1(

1)!1)(1(
)1(

)!1(  

                                    ∑
=

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
+

+
+

+
+
−

−=
n

k
kkk x

n
x
k

x
kn

1
1 )1(

1
)1()1(

)!1(  

                                    
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

+
+
−+

−= ∑∑
+

==

1

21 )1(
1

)1(
1)!1(

n

l
l

n

k
k x

l
x

knn  

                                    
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
+

+
+

+
−= ∑

=
+

n

k
kn x

n
x
n

x
nn

2
1 )1()1(1

)!1(  

                                    ∑
+

= +
=

1

1 )1(
1!

n

k
kx

n   Vậy công thức đúng với n+1. 

        Nếu  sẽ có 0≠x

                      
( )

n

nnn

k
k

n
n xx

xn

x

x
x

n
x

nxf
)1(

1)1()!1(

1
11

)1(
11

.
1

)!1(
)1(

1)!1()(
1

)(

+
−+−

=

+
−

+
−

+
−

=
+

−= ∑
=

    

Ví dụ 7*:  Cho các đa thức  và hàm số  trên )(),( xQxP ∞∈Cf R  với 

                       
⎩
⎨
⎧

>
≤

=
0)(
0)(

)(
xxQ
xxP

xf
     

     

               chứng minh  QP =

Giải: 

       Vì  có:   nCf ∀⇒∈ ∞ QPQPf nnn degdeg)0()0()0( )()()( =⇒==

       Giả sử  với m
m xaxaaxP +++= ...)( 10 Nn∈  

                    m
m xbxbbxQ +++= ...)( 10

        sẽ có mn ,...,1,0=∀ nn ba =  thật vậy  

                   n

nn

n b
n

Q
n

PabQaP ======
!

)0(
!

)0(;)0()0(
)()(

00      

                )()( xQxP =⇒

Ví dụ 8*: Cho  trên 2, Cgf ∈ R  và  
( )⎩

⎨
⎧

<+

≥
=

0)()()(

0)()(
)( 3 xgxgxf

xgxf
xh

      nÕu

 nÕu                    
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

              Chứng minh  trên 2Ch∈ R  

Giải: 

       Dễ dàng nhận được  
⎩
⎨
⎧

<

≥
=

0
00

)(
3 tt

t
t

     nÕu

      nÕu
ϕ

       Thuộc lớp  trên  trên  trên 2C 2CogR ∈⇒ϕ 2CogfhR ∈+=⇒ ϕ R . 

3.4. CÁC ĐỊNH LÍ VỀ GIÁ TRỊ TRUNG BÌNH 

3.4.1. Định lí Phéc ma (Fermat) 

A. Điểm cực trị của hàm số 

Cho . Gọi hàm số đạt cực trị địa phương tại XRf ∈ Xa∈  khi và chỉ khi tồn tại 

Xa ⊂)(δΩ , để )(ax δΩ∈∀  thoả mãn 0)()( ≥− afxf  hoặc 0)()( ≤− afxf  

Trường hợp thứ nhất xảy ra nói rằng đạt cực tiểu địa phương tại a, trường hợp sau nói 
rằng  đạt cực đại địa phương tại a. 

f
f

Nếu chỉ có  hoặc 0)()( >− afxf 0)()( <− afxf  nói rằng hàm số đạt cực trị địa phương 
ngặt tại a. 

B. Định lí Fermat 

Định lí: Nếu  khả vi tại a và đạt cực trị địa phương tại a thì  )(xf 0)(' =af

Chứng minh: Theo giả thiết tồn tại )(aδΩ sao cho )(ax δΩ∈∀  ta có 0)()( ≤− afxf  

(Ta đã giả thiết hàm đạt cực đại địa phương) 
*Rh∈∀ sao cho )(aha δΩ∈+  sẽ có 

                         

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥
−+

⇒<

≤
−+

⇒>

0)()(0

0)()(0

h
afhafh

h
afhafh

 

Chuyển qua giới hạn khi  sẽ có  0→h

                            
⎩
⎨
⎧

≥
≤

0)('
0)('

af
af

0)(' =⇒ af    

Hàm đạt cực tiểu địa phương cũng chứng minh tương tự 

Chú ý:    

• Sau này thường nói rằng hàm đạt cực trị tại a theo nghĩa là đạt cực trị địa phương tại a. 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

• Nếu hàm đạt cực trị tại a thì a phải là điểm trong của X . Như vậy nếu  xác định 

trên [a,b] thì không có khái niệm đạt cực trị tại đầu mút a và b, có chăng chỉ nói về các đạo 
hàm trái tại b và phải tại a. 

)(xf

• Định lí Fermat có thể phát biểu tổng quát hơn: Nếu  khả vi phải và trái tại a và đạt 

cực đại (cực tiểu) tại a thì  

)(xf

                           và 0)(' ≥aft 0)(' ≤af p  

                          và ) 0)('( ≤aft 0)(' ≥af p

• Hàm số có cực trị tại a chưa chắc khả vi tại a 

Chẳng hạn  

                 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

00

01sin
)(

2

x

x
x

x
xf

       nÕu          

     nÕu
 

có cực tiểu không chặt tại 0 vì Zk
k

fx
x

x ∈∀=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≠∀≤ ,01,0,1sin0 2

π
  . 

Tuy nhiên không khả vi tại 0 vì  

                 
h

h
k

h
fhf

1sin)0()(
2

=
−

   không có giới hạn khi  0→h

• Hàm số khả vi tại a và 0)(' =af  chưa chắc đạt cực trị tại a, chẳng hạn  

                       3)( xxf =

     có  tuy nhiên   Vậy nó không có cực trị tại 0. 0)0(' =f
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥≥

≤≤

00
00

3

3

xx
xx

    víi

    víi

3.4.2. Định lí Rôn (Rolle) 

Định lí: Cho  thoả mãn. [ ]baRf ,∈

1.  liên tục trên [a,b] f

2.  khả vi trên (a,b) f

3.  khi đó tồn tại )()( bfaf = ),( bac∈  sao cho 0)(' =cf  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

                                              y 
 
 
 
 
                          )()( bfaf =

 
                     
                                            0      a   c                        b               x 
 
 
                                                  H.3.6 
 
Chứng minh: 

     Theo tính chất của hàm liên tục trên [a,b] thì  sẽ đạt giá trị nhỏ nhất m và lớn nhất 
M trên [a,b] 

)(xf

               ;    
[ ] [ ]

)()(
,,

xfInfxfMinm
baba

==
[ ] [ ]

)()(
,,

xfSupxfMaxM
baba

==  

Nếu m=M thì ),(0)(')( baxxfconstxf ∈∀=⇒=     

Nếu m<M, vì  nên không có đồng thời )()( bfaf = )(afM =  và  hoặc 
 và . Chứng tỏ hàm đạt giá trị nhỏ nhất m hoặc lớn nhất M tại điểm 

 Tức là  hoặc  theo định lí Fermat thì  

)(bfm =
)(afm = )(bfM =
),( bac∈ )()( xfcf ≤ )()( xfcf ≥ 0)(' =cf

Chú ý: 

• Định lí Rolle có thể minh hoạ hình học như sau : 

Tồn tại ít nhất một điểm ( ) fCcfcM ∈)(,  với ),( bac∈  tại đó tiếp tuyến của  song 

song với trục 0x. Xem hình 3.6. 
fC

• Điểm  tương ứng số ),( bac∈ )1,0(∈θ  sao cho )( abac −+= θ  

3.4.3. Định lí số gia hữu hạn. (định lí Lagơrăng (Lagrange)) 

Định lí: Cho  thoả mãn: [ ]baRf ,∈

1. Liên tục trên [a,b] 

2. Khả vi trên (a,b), khi đó tồn tại ),( bac∈  sao cho  

                        )(')()()( cfabafbf −=−  

Chứng minh: 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

     Xét hàm  xác định bởi [ ]baR ,∈ϕ
ab

afbfxfx
−
−

−=
)()()()(ϕ  Rõ ràng )(xϕ  liên tục trên 

[a,b], khả vi trên (a,b) và )()()( afba ==ϕϕ . Theo định lí Rolle tồn tại  sao cho ),( bac∈
0)(' =cϕ  

                           0)()()(')(' =
−
−

−=
ab

afbfcfcϕ  

Suy ra                            
ab

afbfcf
−
−

=
)()()('  hay ))((')()( abcfafbf −=−  

Như vậy             hcfaf ).(')( =Δ  trong đó   bah =+     

                                                                   hac θθ +=∈    ),1,0(       

Chú ý:     

• Định lí Lagrange có thể minh hoạ hình học như sau : 

Tồn tại ít nhất một điểm ( ) fCcfcM ∈)(,  với ),( bac∈  mà tiếp tuyến tại đó song song với 

đường thẳng AB, trong đó ( ) ( ))(,)(, bfbBafaA  , . Xem hình 3.7. 

Hệ quả 1: (Định lí giới hạn của đạo hàm ) 

     Cho  thoả mãn ),(
0 ),,( baRfbax ∈∈

1.  liên tục tại  )(xf 0x

2.  khả vi trên  )(xf { }0\),( xba

3. lxf
xx

=
→

)('lim
0

  khi đó  khả vi tại  và  liên tục tại  f 0x )(' xf 0x

Chứng minh: 

     Vì   nên  lxf
xx

=
→

)('lim
0

0,0 >∃>∀ ηε  sao cho  

                                       { } εη <−⇒<−<∈∀ lxfxxxbax )('0:\),( 00       

Áp dụng định lí Lagrange trên [ ]0, xx , như vậy tồn tại ),( 0xxcx ∈  sao cho  

                          )(')()()( 00 xcfxxxfxf −=−  và đương nhiên  

                          η<−<− 00 xxxcx  

Từ đó suy ra  ε<−=−
−
− lcfl

xx
xfxf

x )(')()(

0

0  

Điều này chứng tỏ  và từ điều kiện của định lí suy ra  liên tục tại . lxf =)(' 0 )(' xf 0x
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

 
                                         y 
                               
                                                                         B )(bf

                                                                fC

 
                                           A 
                              )(af

                                0        a        c                        b           x 
  
  
                                                         H.3.7 
 
Chú ý: 

      Chúng ta nhận được định lí tương tự  đối với đạo hàm trái hoặc phải  

Hệ quả 2:  Cho  thoả mãn [ ]baRf ,∈

1.  liên tục phải tại a f

2.  khả vi trên (a,b) f

3. lxf
ax

=
+→

)('lim  khi đó có l
h

afhafaf
h

p =
−+

=
+→

)()(lim)('
0

 

Hệ quả 3: Cho  thoả mãn. ),( baRf ∈

1.  liên tục tại  f ),(0 bax ∈

2.  khả vi trên  f { }0\),( xba

3. )(,)('lim
0

−∞+∞=
→

xf
xx

 khi đó )(,)()(lim
0

0

0

−∞+∞=
−
−

→ xx
xfxf

xx
 

3.4.4. Định lí số gia hữu hạn suy rộng (Định lí Côsi(Cauchy)) 

Định lí: Cho  thoả mãn: [ ]baRgf ,, ∈

1.  liên tục trên [a,b] gf ,

2.  khả vi trên (a,b) gf ,

3. ),(0)(' baxxg ∈∀≠    . Khi đó tồn tại ),( bac∈  sao cho 
)('
)('

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf

=
−
−  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Chứng minh: 

     Trước hết thấy ngay )()( bgag ≠ , vì nếu )()( bgag = , theo định lí Rolle suy ra tồn tại 
 để ),( bac∈ 0)(' =cg , vô lí theo giả thiết. 

Xét hàm số  cho bởi  [ ]baR ,∈ϕ

                   ( ))()(
)()(
)()()()()( agxg

agbg
afbfafxfx −

−
−

−−=ϕ  

Hàm ϕ  thoả mãn các điều kiện của định lí Rolle nên tồn tại ),( bac∈  để 0)(' =cϕ ,  

tức là   0)('
)()(
)()()(' =

−
−

− cg
agbg
afbfcf  hay 

)('
)('

)()(
)()(

cg
cf

agbg
afbf

=
−
−

 

Chú ý: 

• Thấy ngay rằng định lí Lagrange là trường hợp riêng của định lí Cauchy 
 (lấy  trên [a,b] ) xxg =)(

• Định lí Rolle là trường họp riêng của định lí Lagrange (cho ). )()( bfaf =

Ví dụ 1: Cho  thoả mãn [ baRf ,∈ ]

1.  liên tục trên [a,b] f

2.  khả vi phải và trái trên [a,b] f

3.   
Chứng minh rằng  để 

)()( bfaf =

),( bac ∈∃ 0)(')(' ≤cfcf pt  

Giải: 

       Tương tự như chứng minh định lí Rolle 

Nếu m =M thì rõ ràng constxf =)(  trên [a,b] suy ra  

),( bac∈∀  có 0)(').('0)(')('0)(' =⇒==⇒= cfcfcfcfcf ptpt  

Nếu m<M. Giả sử hàm  đạt Maximum tại f ),( bac∈  

Vậy nếu   thì  0>h 0)()(
≤

−+
h

cfhcf
 

       nếu   thì  0<h 0)()(
≥

−+
h

cfhcf
 

Qua giới hạn khi  sẽ có 0→h 0)(' ≤cf p  và  0)(' ≥cft

Cuối cùng suy ra  0)(').(' ≤cfcf tp  

 96

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Ví dụ 2:  Cho  khả vi trên (a,b), a<b và thoả mãn        f

    . Chứng minh tồn tại  sao cho     0)(',0)(',0)()( >>== bfafbfaf tp ),(,, 321 baccc ∈

0)(')(',0)(, 312321 ===<< cfcfcfccc  

Giải: 

       00)(,0)(')()(lim >∃⇒=>=
−
−

+→
αafaf

ax
afxf

p
ax

 đủ bé để: 

       ),( α+∈∀ aax  có  chẳng hạn 0)( >xf 0
2

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

αaf  

tương tự 0>∃β  đủ bé để 0
2

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

βbf . Vì liên tục trên f ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+

2
,

2
βα ba  nên 

),(
2

,
22 babac ⊂⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+∈∃

βα
 sao cho 0)( 2 =cf . Áp dụng định lí Rolle cho các đoạn [ ]2,ca  và 

 sẽ  để [ ]bc ,2 21,cc∃ 0)(')(' 31 == cfcf  trong đó bccca <<<< 321 . 

Ví dụ 3*: Cho  khả vi trên tập f X . Chứng minh ảnh ( )),(' baf  là một khoảng của R 

trong đó  2),( Xba ∈

Giải: 

       Giả sử a<b và )(')(' bfaf <  lấy ( ))('),(' bfafk ∈  sẽ chứng minh tồn tại  
 để ),( bad ∈ kdf =)(' .  

Kí hiệu 
ab

afbft
−
−

=
)()(

0 ,       [ ])(',0 aftU = ,      [ ])(',0 bftV =  

Xét hàm  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
−
−

=
axaf

ax
ax

afxf
x

        nÕu          

       nÕu

)('

)()(
)(ϕ  

)(xϕ⇒  liên tục trên [a,b] và 0)(),(')( tbafa == ϕϕ  theo định lí về giá trị trung bình 

chứng tỏ  [ ]( )baU ,ϕ⊂  

Tương tự xét  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
−
−

=
bxbf

bx
bx

bfxf
x

     nÕu          

    nÕu

)('

)()(
)(ψ  

Suy ra  )(),(')(,)( 0 xbfbta ψψψ ==  liên tục trên [ ] [( )baVba ,, ]ψ⊂⇒   
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

mà . Do đó nếu ( ) VUbfaf ∪⊂)('),(' ( ))('),(' bfafk ∈  thì tồn tại  chẳng hạn ),( bac∈

),(),()()()( bacadk
ac

afcfc ⊂∈∃⇒=
−
−

=ϕ  để kdf =)('  

Ví dụ 4*: Cho  liên tục trên [a,b], khả vi trên (a,b) trừ ra n điểm trên (a,b). Chứng minh 

rằng tồn tại n+1 số dương 

f

11,..., +nαα  sao cho  và n+1 số   1
1

1

=∑
+

=

n

i
iα

             )1,...,1(),,( +=∈ nibaci  sao cho bcca n <<<< +11 ...  thoả mãn 

              )()(')()(
1

1

abcfafbf
n

i
ii −⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=− ∑

+

=

α

Giải: 

       Giả sử  không khả vi tại các điểm  f niai ,1    , =  và baaaa n <<<<< ...21  

Áp dụng định lí Lagrange cho n+1 khoảng ta có  

       ))((')()(:),( 11111 aacfafafaac −=−∈∃          

       ))((')()(:),( 12212212 aacfafafaac −=−∈∃                    

    … 

    . .. 

    … 

  ))((')()(:),( 11 nnnnn abcfafbfbac −=−∈∃ ++         

Đặt *
1

12
2

1
1 ,...,, ++ ∈⇒

−
−

=
−
−

=
−
−

= R
ab
ab

ab
aa

ab
aa

i
n

n αααα           

và    ( ) ( ) )()(')()(...)()()()(
1

1
1 abcfafafafbfafbf

n

i
iin −⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=−++−=− ∑

+

=

α

3.5. ỨNG DỤNG CÁC ĐỊNH LÍ VỀ GIÁ TRỊ TRUNG BÌNH 

3.5.1. Công thức Taylo (Taylor), công thức Maclôranh (McLaurin) 

A. Định nghĩa 

1. Cho hàm khả vi đến cấp (n+1) tại f Xa∈  tức là  tại lân cận của a và có đạo 

hàm  cấp n+1 tại a. Gọi đa thức  với 

nCf ∈
)(xPn nxPn ≤)(deg  thoả mãn điều kiện  

                     nkafaP kk
n ,0)()( )()( ==             

là đa thức Taylor của  tại lân cận điểm a, hay là phần chính qui của khai  triển hữu hạn 
bậc n tại a của  

)(xf
)(xf
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

2. Nếu a = 0 thì  gọi là đa thức McLaurin của  )(xPn )(xf

B. Định lí 

Nếu  là đa thức Taylor của  tại lân cận của a thì nó là duy nhất và có dạng  )(xPn )(xf

        n
n

n ax
n

afaxafafxP )(
!

)(...)(
!1

)(')()(
)(

−++−+=  

Chứng minh: 

    Giả sử tồn tại đa thức thứ  hai là  khi đó hiệu  là đa thức có 

 bậc không vượt quá n và có nghiệm 

)(xQn )()( xQxP nn −

ax =  bội n+1 chứng tỏ )()( xQxP nn =  

Đặt  n
nn axAaxAAxP )(...)()( 10 −++−+=

       ),...,1,0(
!

)()(!)(
)(

)()( nk
k

afAafAkaP
k

k
k

k
k

n ==⇒==      

Chứng tỏ ∑
=

−=
n

k

n
k

n ax
k

afxP
0

)(

)(
!

)()(  

C. Công thức Taylor 

Cho  là đa thức Taylor của  tại lân cận của a )(xPn )(xf

1. Gọi )()()( xPxfxr nn −=  là phần dư  Taylor bậc n tại a của  )(xf

Hệ quả:  Phần dư  có dạng: )(xrn

                            1
)1(

)(
)!1(

)()( +
+

−
+

= n
n

n ax
n

cfxr  với ),( xac ∈  

      Hay 10),( <<−+= θθ     axac , gọi là phần dư trong dạng Lagrange 

Chứng minh: 

     Rõ ràng  0)(...)(')( )( ==== ararar n
nnn

Đặt  và  0)(...)()()()( )('1 ====⇒−= + aGaGaGaxxG nn )!1()()1( +=+ naG n

Với ax ≠ và )(ax δΩ∈ , theo định lý Cauchy sẽ có 

        
)()(
)()(

)(
)(

aGxG
arxr

xG
xr nnn

−
−

= =
)(
)(

1
'

1
'

cG
crn  , ),(1 xac ∈  

        )c(a, ,  1∈=
−
−

= 2
2

2
'

1
'

1
'

1
'

)("
)("

)(')('
)()(

)(
)(

c
cG
cr

aGxG
arcr

cG
cr nnnn  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Sau (n+1) lần áp dụng định lí Cauchy, kết quả sẽ là 

       
)(
)(

)(
)(

)1(

)1(

cG
cr

xG
xr

n

n
nn

+

+

=  với ),(...),(),( 1 xacacac nn ⊂⊂⊂∈ −  

mà   )!1()(),()( )1()1()1( +== +++ ncGcfcr nnn
n

Suy ra 1
)1(

)(
)!1(

)()( +
+

−
+

= n
n

n ax
n

cfxr . 

2. Gọi công thức  ∑
=

+
+

−
+

−+
+−=

n

k

n
n

k
k

ax
n

axafax
k

afxf
0

1
)1()(

)(
)!1(

))(()(
!

)()( θ
 là 

 công thức Taylor bậc n , hay khai triển hữu hạn bậc n hàm  tại lân cận của a )(xf

3. Gọi công thức  ∑
=

+
+

+
+=

n

k

n
n

k
k

x
n

xfx
k

fxf
0

1
)1()(

)!1(
)(

!
)0()( θ

 là công thức McLaurin bậc n,  

hay khai triển hữu hạn bậc n của  tại lân cận của 0.  )(xf

Chú ý: 

• Nếu  bị chặn ở lân cận của a thì rõ ràng )1( +nf )(
)!1(

)(
)(
)( )1(

ax
n

cf
ax
xr n

n
n −

+
=

−

+

 dần đến 0 khi 

ax →  nghĩa là ( )n
n axxr )(0)( −=  

•  Với giả thiết  bị chặn ở lân cận của a thì có thể lấy gần đúng  ở lân cận của a 

bằng đa thức  với sai số là 

)1( +nf )(xf

)(xPn ( )n
n axxr )(0)( −= . 

•  Người ta đã chứng minh phần dư viết trong dạng khác, gọi là dạng Cauchy: 

                           1
)1(

)1(
!

)()( +
+

−= nn
n

n x
n

xfxr θθ
 

D. Công thức McLaurin của các hàm thường dùng 

1. . Rxexf x ∈∀=    ,)(

Ta thấy  trên ∞∈Cf R  và  Nkf k ∈∀=    1)0()(

Suy ra )(0
!0

n
n

k

k
x x

k
xe += ∑

=

 

2.   ∞∈∈∀= CfRxxxf         ,,sin)(

      
⎩
⎨
⎧

+=−

=
==⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

12,)1(
20

2
sin)0(

2
sin)( )()(

mk
mkkfkxxf

m
kk

   

         , ππ
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

                    ∑
=

+
+

+
+

−=
n

m

n
m

m x
m
xx

0

22
12

)(0
)!12(

)1(sin  

     Tương tự  ∑
=

++−=
n

m

n
m

m x
m

xx
0

12
2

)(0
)!2(

)1(cos . 

3.  , XxRxxf ∈∈+=     ,,)1()( αα X  phụ thuộc α . Với x  ở lân cận của 0 thì 

 ∞∈Cf

      kk xkxf −++−−= αααα )1)(1)...(1()()(

      )1)...(1()0()( +−−= kf k ααα

     Suy ra  ∑
=

+
+−−

+=+
n

k

nk xx
k

kx
1

)(0
!

)1)...(1(1)1( αααα . 

Các trường hợp đặc biệt: 

• Với 1−=α  

                      )(0)1(...1
1

1 2 nnn xxxx
x

+−+−+−=
+

 

                  ⇒ )(0...1
1

1 2 nn xxxx
x

+++++=
−

 

• Với 
2
1

=α  

                      )(0
8
1

2
111 22 xxxx +−+=+  

• Với 
2
1

−=α  

                      )(0
8
3

2
11

1
1 22 xxx

x
++−=

+
 

4. )1ln()( xxf += , ở lân cận 0 thì  ∞∈Cf

     !.)1()0(
)1(

!)1()( )1(
1

)1( nf
x

nxf nn
n

nn −=⇒
+

−= +
+

+  

     )(0)1(...
2

)1ln( 1
2

n
n

n x
n
xxxx +−++−=+ −  

5.  Rxarctgxxf ∈∀=   ,)(

        (Xem ví dụ ở mục 3.3.3.) 
⎩
⎨
⎧

+=−−

=
=∈

−
∞

12,)!22()1(
20

)0(,
1

)(

mkm
mk

fCf
m

k

   nÕu

        nÕu                    
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

     Vậy )(0
12

)1(...
53

212
153

mm
m

xx
m

xxxarctgx +
−

−
+++−= −

−

 

6.  ở lân cận của 0. ∞∈= Cftgxxf     ,)(

Ta biểu diễn )(0
3

!4!2
1

!5!3
cos
sin 3

3

42

53

xxx
xx

xxx

x
xtgx ++=

+−

+−
==  

3.5.2. Qui tắc Lôpitan (L’Hospital) 

     Cho  thoả mãn các điều kiện sau: XRgfXa ∈∈ ,,  

1. liên tục tại a và khả vi ở lân cận { }aa \)(δΩ  

2. { }aaxxg \)(0)(' δΩ∈∀≠            

3. l
xg
xf

ax
=

→ )('
)('lim   

Khi đó  l
agxg
afxf

ax
=

−
−

→ )()(
)()(lim . 

Chứng minh: 

     εααε <−⇒<−<∀>∃>∀ l
xg
xfaxx
)('
)('0:,0,0      

Lấy { }aax \)(αΩ∈  sao cho α<−< ax0 . Theo định lí Cauchy sẽ tồn tại 

{ }aacx \)(αΩ∈  sao cho axacx −<−<0  để có 
)('
)('

)()(
)()(

x

x

cg
cf

agxg
afxf

=
−
−

 

Chứng tỏ εΩαε α <−
−
−

⇒∈∀>∃>∀ l
agxg
afxfax
)()(
)()()(,0,0  

nghĩa là l
agxg
afxf

ax
=

−
−

→ )()(
)()(lim  

Chú ý: 

• Nếu  thì rõ ràng qui tắc L’Hospital cho ta điều kiện đủ để tìm giới hạn 

dạng 

0)()( == agaf

0
0                         l

xg
xf

xg
xf

axax
==

→→ )('
)('lim

)(
)(lim  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

• Nếu ∞==
→→

)(lim)(lim xgxf
axax

, thì bằng cách xét các hàm số 
)(

1
xf

 và 
)(

1
xg

 và như vậy 

cũng nhận được điều kiện để tìm giới hạn dạng 
∞
∞

. 

• Nhận thấy rằng trong phép chứng minh qui tắc L’Hospital nếu  hoặc  kết quả 
vẫn đúng. 

∞=a ∞=l

• Cần lưu ý rằng qui tắc L’Hospital chỉ cho điều kiện đủ để tìm giới hạn. Bởi vì khi không 

tồn tại 
)('
)('lim

xg
xf

ax→
 vẫn có thể tồn tại 

)(
)(lim

xg
xf

ax→
. Chẳng hạn : 

     
2
1

2
coslim =

+
∞→ x

xx
x

. Tuy nhiên 
2
sin1lim

)'2(
)'cos(lim x

x
xx

xx

−
=

+
∞→∞→

 không tồn tại  

• Để tìm 
)('
)('lim

xg
xf

ax→
 đương nhiên có thể áp dụng qui tắc L’Hospital trong đó và f g  thay 

bởi  và ' . Như vậy, trong một bài toán tìm giới hạn , có thể lặp lại qui tắc L’Hospital một số 
lần. 

'f g

Ví dụ 1: Hãy phân tích  đến  xesin 3x
Giải: 

       Vì  thì  nên 0→x 0sin →x )(sin0sin
6
1sin

2
1sin1 332sin xxxxe x ++++=  

                                                    )(0
6
1sin 43 xxxx +−=   

                                            ( ) ( ) )(0)(0
6
1)(0

2
1

6
11 353423sin xxxxxxxe x +++++−+=⇒    

                                                         )(0
2
11 32 xxx +++=  

Ví dụ 2: Tính 
)cos1(

sinlim
0 xx

xx
x −

−
→

 

Giải: 
       Áp dụng các công thức khai triển hữu hạn sẽ nhận được  

       
3
1

)(0
2

)(0
6
1

lim
)cos1(

sinlim
3

2

43

00
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
=

−
−

→→

xxx

xx

xx
xx

xx
 

Ví dụ 3: Tính 
x

xe x

x sin
cos11lim

0

−−− −

→ +
 

 103

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Giải: 

       ( ) )(0)(0)(0111 xxxxxxe x +=+=+−−=− −  

        )(0
2

)(0
2

)(0
2

11cos1 3
2

3
2

xxxxxxx +=+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−=−  

        )(0)(0
6

sin 4
3

xxxxxx +=+−=  

Vậy 1lim
)(0

)(0
2

)(0
lim

sin
cos11lim

000
==

+

−−+
=

−−−
+++ →→→ x

x
xx

xxxx

x
xe

xx

x

x
 

Ví dụ 4.      Tìm        

a.  
x

x
x β

α )1ln(lim
0

+
→

,      

   b.     ,lnlim
0

xx
x

α
+→

)0( >α  

Giải: 

a. Nhận xét  
x

xx
x

x
xxx β

α
β
α

β
α
α

β
α )1ln(lim1lim
)'(

))'1(ln(lim
000

+
==+=

+
→→→

 

b. I

x

xxx
xx

==
++ →→

α

α

1
lnlimlnlim

00
,   0lim

)'1(

)'(lnlim
00

=
−

=
++ →→ α

α

α

x

x

x
xx

 

 Vậy I=0. 
Ví dụ 5:     Tính   

a.  αx
x

x

lnlim
+∞→

,   )0( >α  

      b.   
xx a

xα

+∞→
lim ,   )0,1( >> αa  

Giải: 

      a.  01
1

)'(
)'(ln

1 →==
− ααα αα xx

x
x

x
 khi +∞→x  chứng tỏ 0lnlim =

+∞→ αx
x

x
 

      b.  
aa

x
a
x

xx ln)'(
)'( 1−

=
αα α

, lấy đạo hàm hữu hạn n lần sao cho 0≤− nα . Khi đó 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

 0
ln

)1)...(1(
+∞→

−

→
+−−

xnx

n

aa
xn αααα

 chứng tỏ 0lim =
+∞→ xx a

xα

 

 Vậy ta cũng so sánh được các VCL   tại xaxx ,,ln α ∞  với nhau. Kết quả đã có trong mục 
1.3.2. 

Ví dụ 6: Bằng phương pháp lôga hãy tính các giới hạn sau đây 

  x
x

x

x
x

x
gxI

x
xIxI ln

1

0
3

cos1
1

0
2

0
1 )(cotlim   ,sinlim   ,lim

++ →

−

→→
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==  

Giải: 

              (theo ví dụ 4) 0lnln
0+→

→=
x

x xxx

     10
1 ==⇒ eI

             
x

xx
x

x
xx

x x

cos1
lnsinlnsinln

cos1
1sinln

cos1
1

−

−
=

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

 

 
xx

xxx
x

xx
2sin
sincos

)'cos1(
)'lnsin(ln −
=

−
−

 

 
3
1

cos2sin
1

cossin2sin
sin

)'sin(
)'sincos(

022 −→
+

−
=

+
−

=
−

→x
x

x
xxxxx

xx
xx

xxx
 

 3
1

2

−
=⇒ eI  

 gx
x

gx x cotln
ln
1)ln(cot ln

1

=  

 1
cossin1

)
sin

1(
cot

1

)'(ln
)'cot(ln

0

2

−→−=
−

=
+→xxx

x

x

xgx
x
gx  

  1
3

−=⇒ eI

3.6. SỰ BIẾN THIÊN CỦA HÀM SỐ 

3.6.1. Tính đơn điệu của hàm khả vi 

Định lí 1: Cho  thỏa mãn: [ ]baRf ,∈

1. f  liên tục trên đoạn [a,b] 

2. f  khả vi trên khoảng (a,b) 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

3. ),(,0)(' baxxf ∈∀=  khi đó f(x) không đổi trên [a,b] 

Chứng minh: 

 Lấy bất kỳ . Theo định lí Lagrange tồn tại  sao cho ],[, 21 baxx ∈ ),( 21 xxc∈
)()(0))((')()( 211212 xfxfxxcfxfxf =⇒=−=−  vì  tùy ý vậy f(x) không đổi trên 

[a,b], tức là f(x)=const trên [a,b] 
11, xx

Định lí 2:  Cho f  liên tục trên [a,b], khả vi trên (a,b). Để f  tăng trên [a,b] thì cần và đủ là 
 ),(,0)(' baxxf ∈∀≥

Chứng minh:  

 *   Giả sử f  tăng trên [a,b]. Cho  sao cho , ta có:   

   

*
0 ),,( Rhbax ∈∀∈ ),(0 bahx ∈+

0
)()( 00 ≥

−+
h

xfhxf
 

   Qua giới hạn khi  nhận được  0→h 0)(' 0 ≥xf

 *   Ngược lại, giả sử . Lấy tùy ý 0)('),,( ≥∈∀ xfbax ],[, 21 baxx ∈ . Áp dụng định lí 

Lagrange trên  sẽ có  sao cho: ],[ 21 xx ),( 21 xxc∈

   )(')()()( 1212 cfxxxfxf −=−  

          )(0))()()(( 1212 xfxfxfxx ⇒≥−−⇒  tăng trên [a,b]  

 Thay f  bởi –f  sẽ nhận được định lí trong trường hợp hàm giảm. 

Định lí 3: Cho f  liên tục trên [a,b], khả vi trên (a,b). Để f  tăng ngặt trên [a,b], điều kiện cần 
và đủ là  

  a. ),(,0)(' baxxf ∈∀≥  

 b.  Tập }0)('),,({ =∈ xfbax  không chứa bất kỳ một khoảng có phần trong không                  
rỗng nào. 

Chứng minh:  

• Giả sử f  tăng ngặt trên [a,b]. Theo định lí 2 ta có: 

    ),(0)(' baxxf ∈∀≥      

 Nếu  chứa một khoảng có phần trong không rỗng tức là tồn tại }0)('),,({ =∈ xfbax
0>α  đủ bé , c để f’(c)=0 sao cho }0)('),,({),( =∈⊂+− xfbaxcc αα  hay là 

0)('),,( =+−∈∀ xfccx αα . Theo định lí 1 thì f(x)=const trên ],[ αα +− cc , điều này mâu 
thuẫn vì f(x) tăng ngặt trên [a,b]. Chứng tỏ tập các không điểm của f’(x) không chứa bất kỳ 
khoảng nào có phần trong không rỗng. 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

• Ngược lại, giả sử ),(0)(' baxxf ∈∀≥      và tập các không điểm của f’(x) không chứa bất 
kỳ khoảng nào có phần trong không rỗng. Theo định lí 2, rõ ràng  f  tăng trên [a,b]. Giả sử f  tăng 
không ngặt, tức là ),(, 21 baxx ∈∃  sao cho 21 xx <  và )()( 21 xfxf =  vì f  tăng trên [a,b] nên 

 ],[ 21 xxx∈∀ )()()()()()( 2121 xfxfxfxfxfxf ==⇒≤≤  trên . Vậy ],[ 21 xx
}0)(',{),( 21 =⊂ xfxxx  mâu thuẫn với giả thiết.Chứng tỏ f  tăng ngặt trên [a,b] 

3.6.2. Điều kiện hàm số đạt cực trị 

Định lí 1:  Cho  . Nếu tồn tại lân cận XRf ∈ Xa ⊂Ω )(δ  và  trên 0)(' ≥xf ),( aa δ−  và 

 trên 0)(' ≤xf ),( aa δ+  thì f  có một cực đại tại a. 

Định lí này suy trực tiếp từ định lí 2 trong mục 3.6.1 và định nghĩa cực trị của hàm số. 

Định lí 2: Cho  tại lân cận nCf ∈ )(aδΩ  và thỏa mãn điều kiện: 

   0)(,0)(...)(' )()1( ≠=== − afafaf nn

 Khi đó:     

a. Nếu n chẵn thì f(x) đạt cực trị tại a: đạt cực tiểu nếu , đạt cực đại nếu 

. 

0)()( >af n

0)()( <af n

b. Nếu n lẻ thì f(x) không đạt cực trị tại a. 

Chứng minh: 

 Trong lân cận đủ bé của a, ta có công thức Taylor tại lân cận đó: 

  n
n

n
n

ax
n

fax
n

afaxafafxf )()()(
)!1(

)(...)(
!1

)(')()(
)(

1
)1(

−+−
−

++−+= −
− θ

 

  ),(,)(
!

)()()(
)(

xaax
n

fafxf n
n

∈−+= θθ       

a. Nếu n chẵn thì  0)( ≥− nax

 Giả sử f(n)(a)>0, do tính liên tục của f(n)(x) ở lân cận a nên  suy ra trong 

. Vậy f đạt cực tiểu tại a. 

0)()( >θnf
)(aδΩ

 Giả sử f(n)(a)>0, khi đó )()( afxf ≤  chứng tỏ f đạt cực đại tại a.  

b. Nếu n lẻ,  đổi dấu ở lân cận ( nax − ) )(aδΩ  trong khi đó . Giả sử 

 do tính liên tục của f

0)()( ≠af n

0)( 0
)( >= faf n (n)(x) nên ở lân cận khá bé của a. Lúc đó 

 có dấu thay đổi khi x đi qua a. Vậy 

0)()( >θnf
nn axf ))(()( −θ

    )()( afxf <  nếu ax <  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

    nếu )()( afxf > ax >  với x  khá gần a.  

Suy ra f(x) không đạt cực trị tại a.   

Ví dụ 1:  Cho  sao cho RRgRRf →→ +:,:   

   ( )yxgyxyfxfRyx −−≤−∈∀ .)()(,,   và  0)0( =+g

Chứng minh f  là hằng số trên R. 

Giải: 

  Lấy x cố định tùy ý trên R 

  ( )yxg
yx

yfxfxy −≤
−
−

≠∀
)()(:        

 Qua giới hạn, vì )('0)()(lim0)0( xf
yx

yfxfg
xy

==
−
−

⇒=
→

+  

 Theo định lí 1 thì f(x)=const trên R. 

Ví dụ 2:   Cho , f  bị chặn, khả vi đến cấp 2 và . Chứng minh  f  là 
hàm giảm. 

RRf →+: 0)(" ≥xf

Giải:   

 Vì  tăng. Giả sử )('0)(" xfxf ⇒≥ Rc∈∃  để f’(c)>0 thì theo định lí Lagrange đối với 

f(x) trên [c,x],  sao cho   ),(1 xcccx ∈∃>∀   

                                 ))(('))((')()( 1 cxcfcxcfcfxf −≥−=−  

   ∞+→−+≥
+∞→x

cxcfcfxf ))((')()(  

Chứng tỏ f(x) không bị chặn. Vậy )(0)(' xfxf ⇒≤  giảm trên R. 

Ví dụ 3: Tìm các khoảng tăng, giảm và cực trị của hàm số: 3
2

3
2

)1( −+= xxy  

 

Giải:  Hàm số xác định  và khả vi trên  Rx∈∀ { }1;0\R   

               ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+=

33
/

1
11

3
2

xx
y  

                 khi   0/ =y 33 1−−= xx . Giải phương trình này nhận được 
2
1

=x  
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

        Từ biểu thức của  ta có bảng biến thiên của hàm số: /y

 
        
 
 
 
 
 
 
 

 x ∞−                 0      
2
1

           1  ∞+  

 
y’      -             +          0          -  +  

 ∞+                  3 4     ∞+  
      
y                 1                1 

   Vậy hàm số giảm trong các khoảng  )1;
2
1(),0;(−∞  

         hàm số tăng trong các khoảng  );1(),
2
1;0( +∞  

          1)1()0(min === yyy

          3
max 2)

2
1( == yy  

3.7. BÀI TOÁN TÌM GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, GIÁ TRỊ BÉ NHẤT 

 Bài toán:  Cho hàm số  xác định trên tập )(xf X . Tìm giá trị bé nhất (GTBN) , giá trị 
lớn nhất (GTLN) của hàm số trên tập đó. 

 Nói rằng hàm  đạt GTBN là m tại )(xf Xx ∈1  khi và chỉ khi : 

    Xxxfxfm ∈∀≤=     ),()( 1  

 Nói rằng hàm  đạt GTLN là M tại )(xf Xx ∈2  khi và chỉ khi :   

    XxxfxfM ∈∀≥=     ),()( 2  

3.7.1. Hàm liên tục trên đoạn kín [a,b] 

 Theo tính chất liên tục của hàm số trên một đoạn kín bao giờ cũng tồn tại m,M. Theo định 
lý Fermat nếu hàm khả vi tại x0 và đạt cực trị tại đó thì f’(x0)=0. Vì cực trị có tính địa phương nên 
các điểm tại đó hàm đạt GTBN, GTLN chỉ có thể là hoặc các điểm tại đó hàm số không khả vi 
hoặc các điểm làm đạo hàm triệt tiêu hoặc các điểm a,b. Từ đó các quy tắc tìm m, M tương ứng 
x1, x2 như sau: 

a. Tìm các giá trị f(a), f(b). 

b. Tìm các giá trị của hàm số tại các điểm hàm số không khả vi. 

c. Tìm giá trị của hàm số tại các điểm làm triệt tiêu đạo hàm f’(x). 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

d. So sánh các giá trị tìm được ở trên để tìm ra giá trị bé nhất, đó là m, tìm ra giá trị lớn 
nhất, đó là M. 

3.7.2. Hàm liên tục trên khoảng mở, khoảng vô hạn 

 Trong trường hợp này, thay vì tính f(a), f(b), ta tìm giới hạn của hàm số khi x dần tới a, 
dần đến b, hoặc dần đến∞ . Tuy nhiên phải xem xét hàm số có đạt được giới hạn này không. Các 
bước tiếp theo thực hiệm như mục trên. 

Ví dụ 1: Tìm GTBN, GTLN của hàm số 30)2(3 22 ≤≤−= xxxy      

Giải: 

                  3 9)3(,0)0( == yy  

 Hàm số khả vi trên khoảng (0,3)\{2}. 0)2( =y . 

  0
)2(

1
3
4'

3
=

−

−
=

xx
xy  khi 1=x , 1)1( =y  

  { } 09,1,0min 3 ==m  đạt được tại 2,0 == xx   

  { } 33 99,1,0max ==M  đạt được tại 3=x  

Ví dụ 2:  Tìm GTBN, GTLN của hàm số   +∞<≤= xxy x 1,0,    

Giải: 

 Hàm số khả vi trên khoảng );1,0( +∞ . 

  +∞===
+∞→+∞→

x

xx
xyy limlim,

10
1)1,0(

10
    

   khi  0)1(ln' =+= xxy x 1−= ex

  eeey
1

1 )(
−− =  

 Vậy  
ee ee

m 1101

1
10
1,1min =

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=  đạt được tại  1−= ex

 Hàm số không có GTLN. 

3.8*. HÀM LỒI 

3.8.1. Khái niệm về hàm lồi, hàm lõm và điểm uốn 

A. Định nghĩa 

1.  Ánh xạ  được gọi là lồi nếu RXf →:
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

 )()1()())1((],1,0[,, 212121 xfxfxxfXxx λλλλλ −+≤−+∈∀∈∀  

     Nói rằng  f  là lõm khi và chỉ khi –f  là lồi. 

     Đồ thị của hàm lồi  f  trên (a,b) được mô tả trên hình 3.8. 

     Đặt  fCxfxMxfxMxxx )),(,()),(,(,)1( 22211121 λλ −+= là đồ thị của hàm số f 

                       

y

x1x x 2x

1M

2M

0

)(xf
)( 1xf

)( 2xf

)()1()( 21 xfxf λλ −+

 
     H.3.8 
 

Như vậy ánh xạ f  lồi khi và chỉ khi với bất kỳ cặp điểm  của , mọi điểm 

 có hoành độ nằm giữa các hoành độ của M

),( 21 MM fC

fCM ∈ 1 và M2 đều nằm phía dưới đoạn M1M2 . Nói 

cách khác đường cong nằm dưới mọi dây cung tương ứng 

2.  Cho . Giả sử  mà f  lồi (lõm) trên [a,b], f  lõm (lồi) trên [b,c] . 
Khi đó điểm U(b,f(b)) gọi là điểm uốn của đồ thị C

XRf ∈ ],[],[ cbbaX ∪=

f  của hàm số. Như vậy điểm uốn là điểm phân 
biệt giữa các cung lồi và cung lõm của đồ thị hàm số. 

B.  Định lí 

Định lí 1:  Để f  là lồi trên X  điều kiện cần và đủ là Xa∈∀ , tỷ số gia tại a của f  tăng trên 
, tức là  }{\ aX

   
ax

afxfxa −
−

=
)()()(τ  tăng trên . }{\ aX

Chứng minh: 

Lấy tùy ý  sao cho a<b<c . Gọi A(a,f(a)), B(b,f(b)), C(c,f(c)) và P(AB), P(AC), 

P(BC) là các hệ số góc của các đường AB, AC, BC. Như vậy 

Xcba ∈,,
)()(),()( ACPcABPb aa == ττ . 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Như vậy định lí được chứng minh khi ta chỉ ra )()( ACPABP ≤  là điều kiện cần và đủ của                  
hàm lồi. 

 Đặt cab )1( λλ −+= , trong đó ]1,0[∈
−
−

=
ac
bcλ  

 f  lồi có nghĩa là: 

  )()1()())1(( cfafcaf λλλλ −+≤−+  

       
ac

afcf
ab

afbf
cfabafbcbfac

−
−

≤
−
−

⇔

−+−≤−⇔
)()()()(

)()()()()()(
  

 hay   )()( ACPABP ≤  

Định lí 2 : (Bất đẳng thức Jensen) 

 Nếu  lồi ,  sao cho ∑  thì sẽ 

có   

XRf ∈ ]1,0[,...,,;,...,,, 2121
* ∈∈∈ nn XxxxNn λλλ

=

=
n

k
k

1

1λ

∑∑
==

≤⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ n

k
kk

n

k
kk xfxf

11
)(λλ

Chứng minh:  Qui nạp theo n 

• Với n=1 đúng, với n =2 đúng theo định nghĩa hàm lồi. 

• Giả sử tính chất trên đúng với , ta đi chứng minh tính chất đó cũng đúng với 
n+1. 

*Nn∈∀

 Cho  và Xxxx n ∈+121 ,...,, ]1,0[,...,, 121 ∈+nλλλ  sao cho .  ∑
=

=
n

k
k

1
1λ

  Nếu 0...21 ==== nλλλ  bất đẳng thức muốn có là hiển nhiên. 

 Giả sử )0,...,0,0(),...,,( 21 ≠nλλλ  gọi  và  ∑
=

+ >−==
n

k
nk

1
1 01 λλμ ∑

=

∈=
n

k
kk Xxx

1

1' λ
μ

 

vì   vì f  lồi, suy ra Xxxx n ∈,...,, 21

  )()'()()1()'())1('( 1111

1

1
++++

+

=

+=−+≤−+=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∑ nnnn

n

k
kk xfxfxfxfxxfxf λμμμμμλ

Theo giả thiết qui nạp: 

 ∑ ∑∑
= ==

=≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

n

k

n

k
kkk

k
n

k
k

k xfxfxfxf
1 11

)(1)()'( λ
μμ

λ
μ
λ
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Do  ]1,0[∈
μ
λk  và ∑

=

=
n

k

k

1

1
μ
λ

 suy ra  ∑∑
+

=

+

=

≤⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ 1

1

1

1
)(

n

k
kk

n

k
kk xfxf λλ

3.8.2. Điều kiện hàm lồi 

Định lí 1: Giả sử f  là lồi trên X  khi đó f  khả vi phải và trái tại mọi điểm trong của X  và 
 sao cho a<b<c, ta có Xcba ∈∀ ,,

  
bc

bfcfbfbf
ab

afbf
pt −

−
≤≤≤

−
− )()()(')(')()(  

Chứng minh:  Theo định lí 1, 
bc

bfcfxb −
−

=
)()()(τ  tăng trên  }{\ bX

• Cho  và ),[ bau∈ ),( cbv∈∀  sẽ có: 

 )()()()( cvua bbbb ττττ ≤≤≤ . Như vậy )(xbτ  tăng trên [b,c) và bị chặn dưới bởi )(ubτ . 

Theo mục G của 2.2.2. )(xbτ  có giới hạn phải tại b, chính là f’(b) và 

)()(')()( cbfua bbbb τττ ≤≤≤  

• Từ đó suy ra )(xbτ  tăng trên [a,b) và bị chặn dưới bởi . Vậy nó có giới hạn trái tại 

b, giới hạn đó là  và 

)(' bf p

)(' bft )()(')(')( cbfbfa bptb ττ ≤≤≤  

Chú ý: 

• f  lồi trên [a,b] thì liên tục trên (a,b) (Theo mục 3.1) 

• f  lồi trên [a,b] có thể gián đoạn tại a hoặc liên tục tại a hoặc không khả vi phải tại a. 

Định lí 1 và các chú ý được minh họa trên hình 3.9. 

 
 

y

A

C

B

t

a b c x0

y

x0

1

⎩
⎨
⎧

==
∈

=
1,0,1

)1,0(,0
)(

xx
x

xf
       
      

y

x0

1

-1 1

]1,1[11)( 2 −∈−−= xxxf      ,  

 
    H.3.9 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Định lí 2: Cho  khả vi. Để f  lồi trên X  điều kiện cần và đủ là f’  tăng trên X  XRf ∈

Chứng minh: 

Giả sử f  lồi trên X , lấy  sao cho Xba ∈, ba < . Theo định lí 1 ta có: 

  )(')(')()()(' xfbf
ab

afbfaf ⇒≤
−
−

≤  tăng trên X 

 Ngược lại cho f’(x) tăng trên X, cho  Xba ∈,  sao cho a<b và ]1,0[∈λ , đặt 

bax )1( λλ −+=  ( các trường hợp a=b hoặc 1,0 == λλ  là tầm thường). Áp dụng định lí 

Lagrange cho f  trên [a,x], [x,b] thì tồn tại ),(),,( bxdxac ∈∈  sao cho 

  )('))(1()(')()()( cfabcfaxafxf −−=−=− λ  

  )(')()(')()()( dfabdfxbxfbf −=−=− λ  

 Vì f’ tăng nên ))()()(1())()(()(')(' xfbfafxfdfcf −−≤−⇒≤ λλ . Nghĩa là 

  )()1()()( bfafxf λλ −+≤  

 Chứng tỏ f  lồi trên X. 

Hệ quả 1:  Cho  f  khả vi hai lần trên X. Để f  là lồi điều kiện cần và đủ là  0)(" ≥xf

Hệ quả 2:  Để u(a,f(a)) là điểm uốn của đồ thị hàm  với , f  khả vi hai lần 

trên X , điều kiện cần và đủ là f”(a)=0 và f”(x)  đổi dấu khi x đi qua điểm a. 

XRf ∈ Xa∈

Ví dụ 1: Xét tính lồi, lõm và tìm điểm uốn của đồ thị hàm số 0   ,ln >= a
x
a

x
ay  

Giải: 

 Hàm số khả vi mọi cấp khi . 0>x

 )ln1(' 2 x
a

x
ay +−=  

 )ln23(" 3 x
a

x
ay +=  

  khi 0"=y 0ln23 =+
x
a  hay 2

3

aex =       

 Ta có  khi 0"<y 2
3

.eax >  và  khi0">y 2
3

aex < . 

 Vậy hàm số lõm trong khoảng ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
2
3

,0 ae , lồi trong khoảng  ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+∞,2

3

ae  và 2
3

aexU =  và 

2
3

2
3 −

−= aeyU  
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Ví dụ 2: Cho f(x)=xlnx  trên ),0( +∞  

a. Chứng minh f  là lồi trên ),0( +∞   

b. Chứng minh ),0(,,, +∞∈∀ bayx  có 
ba
yxyx

b
yy

a
xx

+
+

+≥+ ln)(lnln  

Giải: 

a.  ,1ln' += xf 01" ≥=
x

f . Vậy f  lồi trên ),0( +∞  

b. Lấy 
b
yx

a
xx == 21 ,  và 

ba
a
+

=λ  

  

b
y

b
y

ba
b

a
x

a
x

ba
a

ba
yx

ba
yx

b
yf

ba
b

a
xf

ba
a

b
y

ba
b

a
x

ba
af

lnlnln
+

+
+

≤
+
+

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+  

 hay 
b
yy

a
xx

ba
yxyx lnlnln)( +≤

+
+

+  

3.9. TIỆM CẬN CỦA ĐƯỜNG CONG 
3.9.1. Khái niệm chung về tiệm cận 

 Đường thẳng ( ) được gọi là tiệm cận của đường cong CΔ f  nếu như khoảng cách δ  từ 
một điểm  đến ( ) dần đến 0 khi   (Tức là M chạy ra vô cùng trên 

đường cong C
fCyxM ∈),( Δ +∞→+ 22 yx

f). Xem hình 3.10 

                        u

y

y

x
x

δ

)(Δ

),( yxM

fC
0

H

 
             H. 3.10 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Như vậy điều kiện cần để đường cong Cf có tiệm cận là đường cong đó có nhánh ra vô 
cùng. Hơn nữa Cf và tiệm cận của nó vẫn có thể giao nhau. 

3.9.2. Phân loại và cách tìm tiệm cận 

A. Tiệm cận đứng (Tiệm cận song song với trục tung) 

Đường x=a  là tiệm cận đứng của đường cong )(xfy =  khi và chỉ khi   

∞=
→

)(lim xf
ax

 

Giới hạn trên có thể bao hàm cả trường hợp , . Ứng với 
từng trường hợp sẽ nhận được tiệm cận đứng ở phía trên hoặc phía dưới, bên phải hoặc bên trái 
đường cong C

−∞→→→ +− yaxax ,, +∞→y

f. Số a chính là cực điểm của hàm số.  

B. Tiệm cận ngang (Tiệm cận song song với trục hoành) 

Đường y=b là tiệm cận ngang của đường cong )(xfy =  khi và chỉ khi 

     bxf
x

=
∞→

)(lim  

Tuỳ theo −∞→x  hay +∞→x  ta có tiệm cận ngang bên trái hay bên phải. 

C. Tiệm cận xiên (Tiệm cận không song song với các trục toạ độ) 

Đường βα += xy , 0≠α  là tiệm cận xiên của đường cong )(xfy =  khi và chỉ khi  

[ ]⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

=

∞→

∞→

βα

α

xxf
x
xf

x

x

)(lim

)(lim
 

Tuỳ theo −∞→x  hay +∞→x  ta có tiệm cận xiên bên trái hay bên phải. 

Rõ ràng về phía nào đó khi đã có tiệm cận ngang y=b thì không thể có tiệm cận xiên bởi vì 

khi đó 0)(lim =
∞→ x

xf
x

 và ngược lại. 

Ví dụ: Tìm các tiệm cận của đường cong cho bởi phương trình  

)1ln(
x

exy +=  

Giải: Hàm số xác định khi 01
>+

x
e  hay 0)1( >+ xex . Suy ra 

e
x 1

−<  hoặc x>0. 

Vậy tập xác định ),0()1,( +∞∪−−∞=
e

X  

e
x

x
ex

e
x

1)1ln(lim
1

−=⇒+∞=+
−

−→

 là tiệm cận đứng. 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

            1lim =
±∞→ x

y
x

  

    
e

x

x
ex

x

x
e

x
exxy

xxxx

1
1

1
1).1(

lim
1

1)1ln(
lim1)1ln(lim)(lim

2

2

=
−

+
−

=
−+

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+=−

±∞→±∞→±∞→±∞→
  

 Vậy 
e

xy 1
+=  là tiệm cận xiên cả hai phía. 

3.10. BÀI TOÁN KHẢO SÁT HÀM SỐ 

Những kết quả trong các mục trên dẫn đến việc khảo sát đầy đủ một hàm số về phương diện 
định lượng và định tính. 

Sơ đồ tổng thể để khảo sát hàm số gồm các bước dưới đây 

1. Tìm miền xác định f  (nếu như chưa cho) và các tính chất đặc biệt của hàm số như: chẵn, 
lẻ, tuần hoàn (nếu có) 

2. Xét sự biến thiên của hàm số:  Tìm các khoảng đơn điệu của hàm số. 

3. Tìm cực trị (nếu có) 

4. Xét tính lồi, lõm của hàm số, điểm uốn (nếu có) 

5. Tìm tiệm cận của đồ thị hàm số (nếu có) 

6. Lập bảng biến thiên 

7. Vẽ đồ thị 

Dưới đây ta sẽ minh họa bài toán khảo sát hàm số qua một số ví dụ cụ thể. 

Ví dụ 1:  Khảo sát hàm số  
1

)(
3

−
==

x
xxfy  

Giải: 

• Tập xác định : để hàm số xác định thì 0
1

3

≥
−x

x
 hay 0

1
≥

−x
x . Vậy  ]1,0(\RX =

• Chiều biến thiên:   3)1(
)

2
3('

−
−=

x
xxy   trên  X 

    0)(' =xy  khi 
2
3,0 == xx   Bảng xét dấu của y’ 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

x ∞− 0 1 2
3

∞+

y' - 0 - +0

 
 

 giảm khi x < 0 hoặc y⇒
2

1 << x 3
  

• Cực trị: Từ bảng xét dấu của y’ suy ra    
2
3

min =x      

  
2

33)
2
3(min == yy  

• Tính lồi, lõm:  }0{\,0
)1(

1
4
3"

5
Xx

xx
y ∈∀≥

−
=  chứng tỏ f(x)  lồi trên X. 

• Tiệm cận:   +∞=
+→

)(lim
1

xf
x

 Tiệm cận đứng x = 1. 

  
2
1

1
11

1
)( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+=

−
=

x
x

x
xxxf  

Áp dụng công thức Taylor cho hàm  α)1( x+

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

−
−

−
+= 22 )1(

10.
)1(8

1
)1(2

)(
x

x
x

x
x
x

xxf  

Suy ra  0
2
1)(

−∞→
→⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

x
xxf  

  0
2
1)(

+∞→
→⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

x
xxf  

Vậy tiệm cận xiên  
2
1,

2
1

+=−−= xyxy  

• Bảng biến thiên                 
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

x ∞− 0 1 2
3

∞+

y' - 0 - +0

y" + + +

∞+ ∞+ ∞+

0 2
33

y

 
 

• Đồ thị 
 

y

x
10

2
3

2
33

 
 

Ví dụ 2: Khảo sát hàm số 2)1)(1( xx
xy
+−

=  

Giải:   

• Tập xác định:  }1{\ ±= RX

• Chiều biến thiên:  32

2

)1()1(
12'
xx

xxy
++
+−

=  trên X 

Bảng xét dấu của y’: 
 

          

x ∞− -1 ∞+

y' - +

1

+
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

Từ bảng xét dấu của y’ suy ra y giảm trên )1,( −−∞  y tăng trên )1,1(−  và  ),1( +∞

Ngoài ra y không đạt cực trị 

• Tính lồi lõm: 

     43

23

)1()1(
1533.2"

xx
xxxy

+−
−+−

=  

Nhận xét: Phương trình  có duy nhất nghiệm trong  015330" 23 =−+−⇔= xxxy

khoảng )
2
3,0( , gọi nghiệm đó là  x0

Vậy  y  lõm trên ),1(),,1(),1,( 0 +∞−−−∞ x  

y lồi trên (x0,1) và U (x0,y (x0)) là điểm uốn. 

• Tiệm cận:   −∞=
+−−→ 21 )1)(1(

lim
xx

x
x

 

  −∞=
+−

+∞=
+− +− →→ 2121 )1)(1(

lim,
)1)(1(

lim
xx

x
xx

x
xx

 

Nhận được các tiệm cận đứng 1±=x , ngoài ra 0lim =
±∞→

y
x

 có tiệm cận ngang y=0. 

• Bảng biến thiên 

 

x ∞− -1 1 ∞+

y' -

-

+

y" + -

∞+ ∞+y

0x

∞−∞−

- 0

+

∞−

Uy

0
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Chương 3: Phép tính vi phân hàm số một biến số 

• Đồ thị 
 
y

x

-1 0 10x
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Chương 4: Phép tính tích phân 

CHƯƠNG IV: PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN 

4.1. KHÁI NIỆM VỀ TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 
4.1.1. Định nghĩa tích phân xác định 

          Cho  [ ] baRbaf <→   ,,:  

1. Ta gọi một họ hữu hạn các điểm , )( ix ni ,0=  sao cho  

           bxxxxa nn =<<<<= −110 ...       

     là một phân hoạch (hay một cách chia) đoạn [ ]ba,  và gọi ini
xMax Δλ

10 −≤≤
= , trong đó   

1,01 −=−= + nixxx iii  , Δ  là bước của phân hoạch đã chọn. Tập phân hoạch là )( n℘  

2. Ta gọi một cách chọn ứng với phân hoạch là một cách lấy n điểm iξ , sao cho 

[ ] 1,0, 1 −=∈ + nixx iii  , ξ  

3. Ta gọi số thực là tổng Riơman (Riemann) của hàm ứng với một phân 

hoạch và một cách chọn.Rõ ràng với 

∑
−

=

=
1

0
)(

n

i
ii xf Δξσ f

[ ]baRf ,∈  sẽ có dãy vô hạn tổng Riemann σ  Kí hiệu là 
)( nσ . 

4. Nếu 0→λ  mà In →σ  hữu hạn ( không phụ thuộc vào cách chia đoạn [a,b] và cách 

chọn các điểm iξ  ứng với cách chia đó ) thì I  gọi là tích phân xác định của  trên f [ ]ba, , Kí 

hiệu là  , khi đó nói rằng  khả tích trên ∫
b

a

dxxf )( f [ ]ba, .                                     

Như vậy                                           (4.1)  ∑∫
−

=
→

=
1

00
)(lim)(

n

i
ii

b

a

xfdxxf Δξ
λ

Trong kí hiệu trên: là dấu lấy tích phân, là lấy tích phân từ a đến b, a là cận dưới, b là 

cận trên của tích phân, 

∫ ∫
b

a

x là biến lấy tích phân, là hàm dưới dấu tích phân, dx  là vi phân của 
biến lấy tích phân. 

)(xf

Chú ý: 
• Chúng ta sẽ nhận được ý nghĩa hình học của tích phân xác định như  sau: Nếu  

trên  thì tổng Riemann chính là tổng diện tích các hình chữ nhật có kích thước tương ứng 
0)( ≥xf

[ ba, ]
ixΔ và 1,0)( −= nif i  , ξ . Đó là diện tích của hình thang gần đúng diện tích của hình thang cong 
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Chương 4: Phép tính tích phân 

giới hạn bởi trục Ox, đường cong của hàm số, các đường thẳng . Như vậy 

 chính là diện tích của hình thang cong đã mô tả ở trên, kí hiệu là hình thang 

fC bxax ==  , 

∫
b

a

dxxf )( [ ]fCba ,, .  

     Xem hình 4.1.   

iξix 1+ix

y

0 a b x
 

                                                              H.4.1      
      

• Nếu  khả tích trên [  thì  . Bởi vì tích phân ở vế phải cũng 

chính là giới hạn của dãy tổng Riemann , vì cả hai đều thực hiện phân hoạch 

với cùng một hàm số . Như vậy tích phân xác định không phụ thuộc vào biến lấy tích phân  

)(xf ]

]

ba, ∫ ∫=
b

a

b

a

dttfdxxf )()(

∑
−

=

=
1

0
)(

n

i
iin xf Δξσ

[ ba, f

• Người ta định nghĩa   được tính theo công thức  ∫
a

b

dxxf )(

     (4.2)    ∫ ∫−=
a

b

b

a

dxxfdxxf )()(

Đặc biệt                        (4.3)  ∫ =
a

a

dxxf 0)(

4.1.2. Điều kiện tồn tại 
A. Điều kiện cần 

Định lí: Nếu khả tích trên [a,b] thì bị chặn trên [a,b] f f

Chứng minh: Lý luận phản chứng: 

Giả sử không bị chặn trên, khi đó lập được dãy con của f )( nσ dần đến bằng cách lấy 

các điểm 

∞+

iξ trong lân cận không bị chặn trên của . Chứng tỏ không tồn tại giới hạn hữu hạn của f
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Chương 4: Phép tính tích phân 

nσ . Vậy bị chặn trên, tương tự cũng bị chặn dưới. Tức là tồn tại  sao cho f f RMm ∈,
[ ]baxMxfm ,)( ∈∀≤≤  ,   

B*. Các tổng Đácbu ( Darboux) 

Cho  và phân hoạch xác định [ ] Rbaf →,: )( ix ),0( ni =  

Đặt  
[ ] [ ]

1,0
11 ,,

−===
++

nifSupMfInfm
iiii xx

i
xx

i     ,  , . 

Ta gọi là các tổng Darboux dưới và trên, hay tổng tích phân 

dưới và tổng tích phân trên của ứng với một phân hoạch xác định. 

   ,  ∑∑
−

=

−

=

==
1

0

1

0

n

i
ii

n

i
ii xMSxms ΔΔ

f

Vì rằng  [ ]1,)( +∈∀≤≤ iiiiii xxMfm ξξ    ,   nên Ss ≤≤ σ . 

Một phân hoạch đã định thì là hằng số, tổng Riemann phụ thuộc vào Ss,

[ ] 1,0, 1 −=∈ + nixx iii       ξ . Chứng tỏ các tổng Darboux là cận dưới đúng và cận trên đúng của σ   

Hệ quả 1: Nếu thêm vào điểm chia mới thì  tăng và  giảm. s S
Chứng minh: Giả sử thêm vào phân hoạch điểm [ ]1,' +∈ kk xxx  

Gọi  là tổng Darboux mới, khác với tổng  cũ chỉ trên . Hãy so sánh 

 và 

'S S [ 1, +kk xx ]
)( 1 kkk xxM −+ )'(")'(' 1 xxMxxM kkkk −+− +  trong đó 

[ ]
fSupM

xx
k

k ',
'=  và . 

Đương nhiên  
[ ]

fSupM
kxx

k
1,'

"
+

=

kkkk MMMM ≤≤ ",'

Vậy       )()'(")'(' 11 kkkkkkk xxMxxMxxM −≤−+− ++  

Chứng tỏ giảm. Tương tự sẽ chứng minh được  tăng. S s
Hệ quả 2: Mọi tổng Darboux dưới không vượt quá một tổng Darboux trên. 

Chứng minh: Gọi  ứng với 11,Ss 1℘ ;  ứng với 22 ,Ss 2℘ . Ta sẽ chứng minh . Lập 21 Ss ≤

3℘ gồm họ tất cả các điểm của 1℘ và 2℘ . Theo hệ quả 1 sẽ có 

                      212331 SsSSss ≤⇒≤≤≤  

Như vậy tồn tại { } SsSupI ≤=*  

                           { } sSInfI ≥=*

                      và  .*
* SIIs ≤≤≤

C*. Điều kiện cần và đủ để hàm khả tích 
Định lí: Để cho hàm khả tích trên [a,b] điều kiện cần và đủ là f

                                         (4.4) 0)(lim
0

=−
→

sS
λ

Chứng minh:  Điều kiện trên có thể diễn đạt như sau  

     [ ] )1,0(,,,,0,0 1 −=∈∀<−⇒<∀>∃>∀ + nixxsS iiiξεδλδε  
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Chương 4: Phép tính tích phân 

Điều kiện cần: Giả sử hàm khả tích, tức là f nσ dần tới I khi 0→λ không phụ thuộc vào 

cách chia [a,b] và cách chọn các điểm [ ] 1,0,, 1 −=∈ + nixx iiiξ . Nói cách khác 

[ ] εσεξεσδλδε +<<−⇒∈∀<−⇒<∀>∃>∀ + IIxxI niiin 1,,0,0     

Vì s,S là các cận dưới đúng và cận trên đúng của nσ  nên ta có 

             εε +≤≤≤− ISsI  

Suy ra   ISs ==
→→ 00

limlim
λλ

. Hay là  0)(lim
0

=−
→

sS
λ

 

Điều kiện đủ:  

Theo hệ quả 2,      SIIs ≤≤≤ *
*

Nếu  và IIIsS ==⇒=−
→

*
*0

0)(lim
λ

SIs ≤≤  

Mặt khác  IsSISs nnn =⇒−≤−⇒≤≤
→
σσσ

λ 0
lim  

Thường kí hiệu iii mM −=ω  gọi là dao động của trên f [ ] 1,0,, 1 −=+ nixx ii .  

Như thế  ∑
−

=

=−
1

0

n

i
ii xsS Δω

Vậy để khả tích trên [a,b] cần và đủ là  f

                                                                     (4.5) 0lim
1

00
=∑

−

=
→

n

i
ii xΔω

λ

4.1.3. Lớp các hàm khả tích. 

     Định lí 1: Nếu liên tục trên [a,b] thì khả tích trên đoạn đó )(xf

     Chứng minh: Giả sử liên tục trên [a,b] khi đó liên tục đều trên [a,b], tức là f f

                    εωδδε <⇒<Δ∀>∃>∀ iix,0,0 . 

     Vậy δλλ <∀ ,  sẽ nhận được  

                       0lim)(
1

00

1

0

1

0

=⇒−=< ∑∑∑
−

=
→

−

=

−

=

n

i
ii

n

i
i

n

i
ii xabxx ΔωεΔεΔω

λ

     Định lí 2: Nếu đơn điệu và bị chặn trên [a,b] thì khả tích trên đoạn đó. )(xf

     Chứng minh: Giả sử đơn điệu tăng, vậy )(xf    )()( 1 iii xfxf −= +ω  

     ( ) εδΔωδΔεδε =−<⇒<∀>
−

=∃>∀ ∑∑
−

=
+

−

=

1

0
1

1

0
)()(,0

)()(
0

n

i
ii

n

i
iii xfxfxx

afbf
     

                                                              0lim
1

00
=⇒ ∑

−

=
→

n

i
ii xΔω

λ
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Chương 4: Phép tính tích phân 

     Hệ quả: Nếu liên tục từng khúc trên [a,b] thì khả tích trên đoạn đó. Dưới đây ta 
đưa ra các định lí và sẽ không chứng minh, về một lớp hàm khả tích, lớp hàm này chứa tất cả các 
lớp hàm đã xét ở trên. 

)(xf

     Định lí 3: Nếu bị chặn trên [a,b] và chỉ có hữu hạn điểm gián đoạn thì      
khả tích trên [a,b]. 

)(xf )(xf

     Định lí 4: Nếu khả tích trên [a,b] thì )(xf )()(.,)( constkxfkxf =     cũng khả tích 

trên [a,b]. 

     Định lí 5: Nếu  khả tích trên [a,b] thì tổng, hiệu, tích của chúng cũng khả tích trên 
[a,b]. 

gf ,

     Định lí 6: Nếu khả tích trên [a,b] thì khả tích trên mọi đoạn [ ]f [ ba,, ⊂ ]βα . Ngược lại 
nếu [a,b] được tách ra thành một số đoạn và trên mỗi đoạn đó hàm khả tích thì  khả tích trên 
[a,b]. 

f

4.1.4. Các tính chất của tích phân xác định 
A. Tính chất 

Cho khả tích trên [a,b] và a<b, gf , λ  là hằng số. 

1.  với ∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( ),( bac∈  

2.  ∫∫ =
b

a

b

a

dxxfdxxf )()( λλ

3.  ( ) ∫∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()(

4. Nếu trên [a,b] thì    0)( ≥xf 0)( ≥∫
b

a

dxxf

5. Nếu  thì   [ baxxgxf ,),()( ∈∀≥ ] ∫ ∫≥
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(

6. Nếu  trên [a,b], liên tục tại 0≥f f [ ]bax ,0 ∈  và  thì  0)( 0 >xf ∫ >
b

a

dxxf 0)(

Thật vậy )( 0xδΩ∃  để )(),(
2
1)( 00 xxxfxf δΩ∈∀≥  

Xét   
[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈

∈
=

)(\,0

)()(
2
1

)(
0

00

xbax

xxxf
xe

δ

δ

Ω

Ω
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Chương 4: Phép tính tích phân 

Suy ra  [ ]baxxexf ,),()( ∈∀≥ . Theo 5. 

         02).(
2
1)()( 0 >=≥ ∫∫ δxfdxxedxxf

b

a

b

a

 

7. ∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  

8. Nếu [ ]baxMxfm ,,)( ∈∀≤≤  thì   )()()( abMdxxfabm
b

a

−≤≤− ∫

             Mdxxf
ab

m
b

a

≤
−

≤⇒ ∫ )(1
. Đặt ∫−

=
b

a

dxxf
ab

)(1μ  

     Gọi μ  là giá trị trung bình của  trên [a,b], khi đó ta có  f

                                )()( abdxxf
b

a

−=∫ μ

     Nếu liên tục trên [a,b] theo định lí 2 của mục 2.4.3 sẽ tồn tại sao cho )(xf [ bac ,∈ ]

)(cf=μ .                                 ∫ −=
b

a

abcfdxxf ))(()(

     Như vậy trên đường cong đồ thị của hàm  trên [a,b] bao giờ cũng tìm được 

điểm  để hình chữ nhật có kích thước b-a  và có diện tích bằng diện tích của hình 

thang cong 

fC 0)( ≥xf

( )(, cfcM ) )(cf
[ ]fCba ,, . Xem hình 4.2 

 

       

y

0 xa b

A

B
M

M1

M32

 
                             
                                                        H.4.2 
 

 127

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 4: Phép tính tích phân 

B. Định lí tổng quát về giá trị trung bình 

Định lí: Cho khả tích trên [a,b], a<b, hoặc  trên [a,b] và 

. Khi đó tồn tại

gf , 0)( ≥xg 0)( ≤xg

Mxfm ≤≤ )( [ ]Mm,∈μ  để cho .  (4.6) ∫∫ =
b

a

b

a

dxxgdxxgxf )()().( μ

Nếu thêm điều kiện liên tục thì tồn tại )(xf [ ]bac ,∈  sao cho  

                      (4.7) ∫∫ =
b

a

b

a

dxxgcfdxxgxf )()()().(

Chứng minh: Giả sử  trên [a,b], khi đó  và 0)( ≤xg 0)( ≤∫
b

a

dxxg

                   )()().()( xMgxgxfxmg ≥≥

                   ∫∫∫ ≥≥
b

a

b

a

b

a

dxxgMdxxgxfdxxgm )()().()(

Nếu  thì Công thức đúng 0)( =∫
b

a

dxxg ⇒=∫ 0)().(
b

a

dxxgxf μ∀  

Nếu  thì 0)( <∫
b

a

dxxg Mdxxgxf
dxxg

m
b

a
b

a

≤≤ ∫
∫

)().(.
)(

1
 

Đặt  =μ ∫∫∫
∫

=⇒
b

a

b

a

b

a
b

a

dxxgdxxgxfdxxgxf
dxxg

)()().()().(.
)(

1 μ  

Khi liên tục trên [a,b], sẽ  )(xf [ ]bac ,∈∃  để μ=)(cf  

và ta có . ∫ ∫=
b

a

b

a

dxxgcfdxxgxf )()()().(

     Trường hợp  được chứng minh tương tự.  0)( ≥xg

C. Bất đẳng thức Côsi-Svác( Cauchy-Schwarz) đối với tích phân 

Định lí: Nếu liên tục từng khúc trên [a,b] thì khi đó gf ,

                     . ∫∫∫ ≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )(.)()().( 22

2

Chứng minh: R∈∀λ  có   ( ) 02 ≥+∫
b

a

dxgfλ
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Chương 4: Phép tính tích phân 

hay  02 222 ≥+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫∫∫
b

a

b

a

b

a

dxgfgdxdxf λλ

Giả sử   02 =∫
b

a

dxf

Nếu   thì   mâu thuẫn  0>∫
b

a

fgdx −∞⎯⎯ →⎯+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∞→∫∫ d

b

a

b

a

dxgfgdx 22 λ

Nếu   thì   mâu thuẫn 0<∫
b

a

fgdx −∞⎯⎯ →⎯+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∞→∫∫ d

b

a

b

a

dxgfgdx 22 λ

Vậy  , bất đẳng thức đúng. 0. =∫
b

a

gdxf

Giả sử  . Theo tính chất của tam thức bậc 2 suy ra 02 >∫
b

a

dxf

              0..' 22

2

≤−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫∫∫

b

a

b

a

b

a

dxgdxfgdxfΔ

Từ đó nhận được bất đẳng thức cần chứng minh. 
4.1.5. Công thức Niutơn-Lépnít (Newton-Leibnitz). 
A. Hàm tích phân của cận trên 

Cho khả tích trên [a,b]. Lấy cố định, )(xf 0x [ ]bax ,0 ∈ . Cho [ bax , ]∈ khi đó theo định lí 6 

thì hàm khả tích trên [  với )(xf ]xx ,0 x  tuỳ ý trong [a,b]. Hàm số 

                                                                            (4.8) ∫=
x

x

dttfx
0

)()(φ

gọi là hàm tích phân của cận trên hay tích phân của hàm  theo cận trên  )(xf

Định lí 1:  )(xφ là hàm liên tục trên [a,b] 

Chứng minh: Lấy và sao cho ),( bax∈ *Rh∈ [ ]bahx .∈+  xét số gia hàm số tại x : 

                       hdttfxhxx
hx

x

μφφφΔ ==−+= ∫
+

)()()()(

trong đó  
[ ] [ ] [ ] [ ]

fSupfSupfInffInf
bahxxhxxba ,,,,

≤≤≤≤
++

μ   (Theo tính chất 8.) 

Từ đó  0)( 0⎯⎯→⎯ →hxφΔ  , vậy )(xφ  liên tục tại ),( bax∈  

Chú ý: Cũng tương tự như trên ta sẽ chứng minh )(xφ  liên tục phải tại a, liên tục trái tại b. 
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Chương 4: Phép tính tích phân 

Định lí 2: Nếu  liên tục trên [a,b] thì )(xf )(xφ  khả vi trên [a,b] và có      

                                 [ ]   baxxfx ,,)()(' ∈∀=φ .      (4.9) 

Chứng minh:  

Lấy  ta có  ),( bax∈ μφφ
=

−+
h

xhx )()(
, với  khá bé và  h ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡∈

++
fSupfInf

hxxhxx ],[],[
,μ

Vì liên tục tại )(xf x nên khi  thì  và  cùng dần đến , do đó0→h
[ ]

fInf
hxx +, [ ]

fSup
hxx +,

)(xf μ  

cũng dần đến .Theo định nghĩa của đạo hàm, giới hạn đó chính là )(xf )(' xφ  

Vậy        )()(' xfx =φ  

Đương nhiên     ,  )()(')()(' bfbafa tp == φφ  

Hệ quả:  

Nếu )(),( xx βα  khả vi trên liên tục trên)(, xfX X và [ ] XxXxx ∈∀⊂   )(),( βα  thì  

 khả vi trên ∫=
)(

)(

)()(
x

x

dttfxG
β

α

X  và  

                ( ) ( ) )(')()(')()(' xxfxxfxG ααββ −=                                    (4.10) 

 
B. Nguyên hàm của hàm số và tích phân bất định 

Cho . Gọi RXFf →:, F  là một nguyên hàm của  trên f X  nếu F khả vi trên X  và ta 

có  . XxxfxF ∈∀=   ,  )()('

Định lí: Nếu  liên tục trên )(xf X  thì sẽ có nguyên hàm trên X  và nếu  là một 

nguyên hàm thì tập hợp các nguyên hàm của  là 

)(xF
f { }RCCxF ∈+   ,  )(  

Chứng minh:  Theo định lí 2, rõ ràng tồn tại nguyên hàm của  là )(xf

                      1)()()(
0

Cxdttfx
x

x

∈⇒= ∫ φφ

Giả sử là một nguyên hàm của  trên )(xF f X  thì RCCxF ∈∀+   ,  )(  cũng là nguyên 
hàm của  vì  f

                     ( ) XxxfxFCxF ∈∀==+    ,   )()()( '' . 

Ngược lại nếu φ  là một nguyên hàm nào đó của  trên f X  thì )()( xxF φ−  khả vi trên X , 
ngoài ra    

                      ( ) 0)()()()( ' =−=− xfxfxxF φ  trên X  

                  CxFxconstxxF +=⇒=−⇒ )()()()( φφ  trong đó . RC ∈

Tập hợp các nguyên hàm của trên )(xf X  gọi là tích phân bất định của ,  )(xf
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Chương 4: Phép tính tích phân 

Kí hiệu  . Vậy  ∫ dxxf )(

                      (4.11) CxFdxxf +=∫ )()(

Trong đó  là một nguyên hàm của trên )(xF )(xf X . 

 
C. Công thức Newton-Leibnitz. 

Định lí:  Nếu liên tục trên [a,b] có một nguyên hàm là  trên [a,b] thì )(xf )(xF

                                                                     (4.12) )()()( aFbFdxxf
b

a

−=∫

Đại lượng  được kí hiệu )()( aFbF − b
axF )(  gọi là biến phân từ  a  đến b của . )(xF

Chứng minh: Theo định lí trên, tồn tại RC ∈  sao cho  

                              ,)()( CxxF += φ   trong đó   ∫=
x

a

dttfx )()(φ

                ∫∫ +=+=+=
b

a

b

a

CdxxfCdttfCbbF )()()()( φ

               CCaaF =+= )()( φ  

Vậy  . ∫=−
b

a

dxxfaFbF )()()(

Chú ý: Công thức Newton-Leibnitz cho cách tính tích phân của các hàm liên tục bằng cách 
tìm một nguyên hàm của hàm số đó rồi tính biến phân của nó từ a đến b. 

Ví dụ 1:  Từ định nghĩa hãy tính    ∫
b

a

xdxsin

Giải:  
Hàm   liên tục trên [a,b] vậy khả tích trên đó. Thực hiện một phân hoạch với  xxf sin)( =

n
abxi

−
=Δ  và chọn ),1(. nihiai =+=      ξ  vậy tổng Riemann là 

                            ∑
=

+=
n

i
ihah

1
)sin(.σ

Theo ví dụ 7 mục 1.2.3 nhận được 

                           
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += hbhah

h

2
1cos

2
1cos

2
sin

2σ  
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Cho 00 →⇔→ λh  thì ba coscos −→σ  vậy  

                            baxdx
b

a

coscossin −=∫

Ví dụ 2*: Xuất phát từ định nghĩa, hãy tính với  ∫
b

a

dxxμ Rab ∈>> μ,0 . 

Giải:  

        Hàm khả tích trên [a,b] vì liên tục trên [a,b]. Thực hiện một phân hoạch μx

i
ii aqxnix == :,0)(     trong đó n

a
bq = , tức là: 

                     ni aqbaqaqa =<<<<< ......

                     khi 0)1()1( →−<−= qbqaqx i
iΔ ∞→n  

Chọn (đầu mút bên trái của với i
i aq=ξ ],[ 1+ii aqaq 1,0 −= ni ).Suy ra 

                      ∑∑
−

=

++
−

=

−==
1

0

11
1

0
)()1()(

n

i

i
n

i
i

i qqaxaq μμμ Δσ

Nếu 1−=μ  sẽ có: 

                     
a
b

a
bnqn n

n ln1)1( ⎯⎯ →⎯⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=−= ∞→σ , Xem công thức (2.6) 

Nếu 1−≠μ  sẽ có: 

                     ( )
1

1
1

1
)1( 1

11
1

1

1

−
−

−=
−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−= +
++

+

+

+
μ

μμ
μ

μ

μσ
q

qab
q
a
b

qa  

Sử dụng qui tắc L’Hospital, dễ dàng suy ra 

                     ( )11

1
1 ++

∞→ −
+

⎯⎯ →⎯ μμ

μ
σ abn . 

Vậy              
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−≠
+
−

−=−
= ++∫ 1     

1

1     lnln
11

μ
μ

μ
μμμ

nÕu

nÕu

ab
ab

dxx
b

a

 

Ví dụ 3*:  Tính giới hạn dãy số cho bởi số hạng tổng quát 

a. { }∑
=

−−

+ +∞∈⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

n

k
n knk

n
u

1

111

1 1\),0(,1 αα
α

α
α

α
α     
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b. ∑
=

=
n

nk
n k

v
2

sinπ  

c. ∑
=

+ −=
n

k

kn
n ne

1

1

ω  

Giải: 

a. ∑∑
==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

n

k

n

k
n n

k
nn

k
n

u
11

1

11 α
α

 

     Đó là các tổng Riemann của hàm α
1

x  và  khả tích trên αx [ ]1,0  ứng với phân hoạch 

n
xi

1
=Δ  và cách chọn ni

n
i

i ,1==    , ξ .  

    Vậy    1
1

1
11

1lim
1

0

1

0

1

=
+

+
+

=+= ∫∫∞→ α
α

αα dxxdxxunn
 

b. Đặt  ∑∑∑
=== +

=
+

==
n

l

n

k

n

nk
n

n
l

l
nlnk

v
00

2

1
' πππ

 

             2ln)1ln(' 1
0 ππ =+⎯⎯ →⎯ ∞→ xv nn  

     ∑
= +

−
+

≤−∈∀
n

l
nn lnln

vvNn
0

* sin', ππ
    

     Với  khá bé, từ công thức Taylor suy ra   0>x
6

sin
3xxx ≤−  

     Vậy 0
66)(

1
6

' 2

3

3

3

0
3

3

⎯⎯ →⎯=≤
+

≤− ∞→
=
∑ n

n

l
nn nn

n
ln

vv πππ
 

     Suy ra  2lnπ⎯⎯ →⎯ ∞→nnv  

c. Trước hết, nhờ vào định lí 2 ở mục 3.6.1 có thể chứng minh rằng  

                 +∈∀ Rx  thì  
2

.10
2xexe xx ≤−−≤  

∑∑∑
=

∞→

++

=

+

=

⎯⎯ →⎯
+

≤
+

≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−−=

+
−

n

k
n

nknn

k

kn
n

k
n n

ne
kn

e
kn

e
kn 1

2

1
1

2

1

1

1

1
0

)1(2)(2
111ω  

      mà      ∑ ∫∑
=

∞→
=

=
+

⎯⎯ →⎯
+

=
+

n

k
n

n

k x
dx

n
knkn 1

1

01
2ln

11

111
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Chương 4: Phép tính tích phân 

      Vậy     2lnlim =
∞→ nn
ω . 

Ví dụ 4:  Cho liên tục, khác không và [ ] [ ] ff  , 1,01,0: →

                  . Chứng minh ∫∫ =
1

0

2
1

0

)()( dxxfdxxf 1=f  

Giải: 

      Xét ,theo giả thiết 0.)1(
1

0

2
1

0

1

0

=−=− ∫∫∫ dxfdxfdxff 0)1( ≥− ff  và )1( ff −  liên 

tục trên [0,1]. Từ tính chất 6 suy ra [ ]1,00)1( ∈∀=− xff    . Vì 0≠f  suy ra  

      [ ]1,01 ∈∀= xf    . 

Ví dụ 5:  Tính  ∫+∞→

2

2)(ln
lim

x

x
x t

dt  

Giải:   

Với x  dương khá lớn sẽ có   222 )(ln)(ln xx ≤

Theo tính chất 8 nhận được. +∞→
−

≥∫ 22

2

2 )(ln)(ln

2

x
xx

t
dtx

x

  (Dùng qui tắc L’Hospital) 

Vậy      +∞=∫+∞→

2

2)(ln
lim

x

x
x t

dt . 

Ví dụ 6*:  Cho liên tục từng khúc và thoả mãn . 

Chứng minh  trừ  ra một số hữu hạn điểm: 

[ ] fRbaf    , ,: → 0≥f ∫ =
b

a

dxxf 0)(

0)( =xf

Giải:  

      Vì liên tục từng khúc nên tồn tại  af 0, ... ,an  để  liên tục trên  (a f i, a i+1),         

i= 1,0 −n . 

       Theo tính chất 1, sẽ có: 

                       ∫ ∑ ∫
−

=

==
+b

a

n

i

a

a

i

i

dxxfdxxf
1

0
0)()(

1

       Do , suy ra ,  0)( ≥xf ∫
+

=
1

0)(
i

i

a

a

xf 1,0 −= ni  mà  liên tục trên  suy ra  

  chứng tỏ 

)(xf ),( 1+ii aa

),(  ,  0)( 1+∈∀= ii aaxxf 0)( =xf  có thể trừ ra các điểm ai, ni ,0=  
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Chương 4: Phép tính tích phân 

4.2. HAI PHƯƠNG PHÁP CƠ BẢN TÍNH TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 

4.2.1. Phép đổi biến 

     Định lý 1:  Nếu     R→],[: βαϕ       thuộc lớp C1 trên ],[ βα  

                                          thuộc lớp CRbaf →],[: 0 trên [a,b] 

                        và       ].,[]),([ ba⊂βαϕ  Khi đó: 

                                        (4.13)      ∫∫ =
)(

)(

' )().()).((
βϕ

αϕ

β

α

ϕϕ dxxfdtttf

     Chứng minh:  Theo giả thiết  ∈f C0 suy ra tồn tại nguyên hàm của nó  F(x)∈C1.   

     Theo công thức Newton - Leibnitz nhận được: 

      ∫  −=
)(

)(

))(())(()(
βϕ

αϕ

αϕβϕ FFdxxf

     Theo định lý về hàm hợp ta có ∈))(( tF ϕ C1 trên ],[ βα  và    

     .Chứng tỏ )().()(.))}(({ '''' tftFtF ϕϕϕϕ ϕ == ))(( tF ϕ  là nguyên hàm của .   )().( ' tf ϕϕ

     Vậy tích phân vế trái là ))(())(( αϕβϕ FF − . Chứng tỏ phép biến đổi tích phân      
)(tx ϕ=  đã được chứng minh. 

     Định lý 2:  Nếu    R→],[: βαϕ  với ϕ  đơn điệu và thuộc lớp C1 trên ],[ βα  

                                            Rbaf →],[: f ∈C0 trên [a,b] 

     với )(xt ϕ=  mà  trên 0,)()( Cgdttgdxxf ∈= )](),([ ba ϕϕ . Khi đó:     

                                           (4.14) ∫ ∫=
b

a

b

a

dttgdxxf
)(

)(

)()(
ϕ

ϕ

     Định lý ở đây được chứng minh tương tự như định lý 1, ở đây đã thực hiện phép  đổi 
biến tích phân  )(xt ϕ= . 

Chú ý: Khi thực hiện phép đổi biến, nhận được tích phân có cận mới. Tuỳ theo các  hàm 
dưới dấu tích phân mà chọn một trong hai cách đổi biến. 

4.2.2. Phép tích phân từng phần 

     Định lý:  Nếu   và   Rbavu →],[:, ∈vu, C1 trên [a,b] thì: 

                      ∫ ∫−=
b

a

b

a

b
a dxxvxuxvxudxxvxu )(').()().()().('     (4.15)     
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Chương 4: Phép tính tích phân 

     Chứng minh:  Nếu C∈vu, 1, dễ dàng nhận được công thức sau: 

                              ∫ ∫−= dxvuvuvdxu '..'.        

         Thật vậy ∫∫ +=⇒+= dxvuvdxuvuvuvuvu '.'.          '.'.)'.(              

          Suy ra  ∫ ∫−=
b

a

b

a

b
a dxvuvuvdxu '..'  

     Ví dụ 1: Chứng minh các công thức dưới đây: 

a. Cho C∈f 0 trên [0, a] thì    ∫ ∫ −=
a a

dxxafdxxf
0 0

)()(

b. Cho C∈f 0 trên [0, 1] thì:  ∫ ∫=
2

0

2

0

)(cos)(sin
π π

dxxfdxxf  

                                                  ∫ ∫=
π ππ

0 0

)(sin
2

)(sin dxxfdxxxf             

c. Cho C∈f 0 trên [-a, a] thì  

    ∫ ∫− ⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

a

a

a

xfdxxf

xf
dxxf

0

)()(2

)(0
)(

ch½n sè lµ hµm         nÕu

lÎ sè lµ hµm  nÕu                    

d. Cho C∈f 0 trên ),( +∞−∞  và tuần hoàn với chu kỳ T  thì: 

                                     ∫ ∫
+

∈∀=
Ta

a

T

Radxxfdxxf
0

,)()(          

      Giải: 
a. Đổi biến x = a – t 

b. Đổi biến x = t−
2
π

 và đổi biến x = t−π  

c.  ∫∫∫
−−

+=
a

a

a

a

dxxfdxxfdxxf
0

0

)()()(

Đổi biến x = - t,       ∫∫ −=
−

a

a

dxxfdxxf
0

0

)()( ∫ ∫
−

−+=⇒
a

a

a

dxxfxfdxxf
0

)}()({)(   

)(xf  là hàm số lẻ a][0,x   ∈∀−−=⇔ ),()( xfxf . Do đó:  ∫
−

=
a

a

dxxf 0)(
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Chương 4: Phép tính tích phân 

)(xf  là hàm số chẵn a][0,x   ∈∀−=⇔ ),()( xfxf . Do đó:  ∫ ∫
−

=
a

a

a

dxxfdxxf
0

)(2)(

d.   ∫ ∫ ∫∫
++

++=
0

0

)()()()(
a

T Ta

a

Ta

a

dxxfdxxfdxxfdxxf

Đổi biến x = t + T và nhớ rằng )()( xfTxf =+  sẽ có: 

                         ∫ ∫∫∫ −==+=
+ a

a

aTa

T

dxxfdttfdtTtfdxxf
0

0

0

)()()()(

suy ra   ∫ ∫
+

=
Ta

a

T

dxxfdxxf
0

)()(

      Ví dụ 2:  Tính các tích phân sau: 

a. ∫ −=
a

dxxaI
0

22
1  

b. ∫ +
=

2

0
22 cos1

sin
π

dx
x

xI    

Giải: 

a. Đổi biến   [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈⇒∈=

2
,0,0sin πtaxtax  ,  

    
4

coscos
2

0
1

π
π

aadttataI == ∫    

b. Đổi biến [ ]0,1
2

,0cos ∈⇒⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈= txxt π

 ,  

     
41

1
0

0

1
22

π
==

+
−= ∫ arctgt

t
dtI  

 Ví dụ 3*:  Tính  ∫ +
+

=
1

0
21

)1ln( dx
x

xI  

Giải:  

       Đổi biến  [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈⇒∈=

4
,01,0 πϕϕ xtgx  ,     

      ϕ
ϕ

πϕ

ϕ
ϕ

ϕ

ϕ
ππ

ddtgI ∫∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
+

=
4

0

4

0
2

2
cos

4
cos2

ln
cos

cos
1

)1ln(
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       ∫∫∫ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

4

0

4

0

4

0

cosln
4

cosln2ln

πππ

ϕϕϕπϕϕ ddd      

    Đổi biến t−=
4
πϕ     

           ∫∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

4

0

4

0

cosln
4

cosln

ππ

ϕπϕ dttd     

    2ln
4
π

=I            

Ví dụ 4: Cho , liên tục sao cho [ ] RafRa →∈ + ,0:*     , 1)( −≠xf  và  

              [ ]axxafxf ,01)().( ∈∀=−  , . Tính  ∫ +

a

dx
xf0 )(1

1
 

Giải:  
     Đổi biến  tax −=  

     ∫∫∫∫
+

=
−+

=
−+

−=
+

aa

a

a

tf

dt
taf

dt
taf

dt
xf

dx

00

0

0

)(
11)(1)(1)(1

 

    adxdx
xf

xf
xf

dx
xf

dxdt
tf

tf aa aaa

==
+

+
+

=
+

⇒
+

= ∫∫ ∫∫∫
00 000 )(1

)(
)(1)(1

2
)(1

)(
 

  ∫ =
+

a a
xf

dx

0 2)(1
 

Ví dụ 5*:  Chứng minh  0lim
1

32
=

+
∫∞→

n

n xn
dx  

Giải:  

Đổi biến  
3
2

n

xy =  

∫ ∫∫
+

=
+

=
+

3
1

3
2

3
1

3
2

1 1
3

3
132

3
2

1
32 1

1
)1(

n

n

n

n

n

y
dy

nyn
dyn

xn
dx

 

Ta có  1
11

1

0

1

0
3

1

1
3

3
2

=≤
+

≤
+

∫∫∫ dy
y

dy
y

dy

n
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           222
1 6

1
1 1

2
3

3

3
1

3
1

≤−=≤
+

∫ ∫
−

n
dyy

y
dyn n

 

Vậy ∫ ⎯⎯ →⎯≤
+

≤∈∀ ∞→

n

n

nxn
dxNn

1 3
132

* 030       

Ví dụ 6*:  (Tích phân Wallis) 

a. Tính ∫ ∈=
2

0

cos

π

NnxdxI n
n   ,  

b. Với 
2

0 π
<< x  từ bất đẳng thức   xxx nnn 12212 sinsinsin −+ <<

Hãy chứng minh  
12

1.
!)!12(

!)!2(lim
2

2

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
∞→ nn

n
n

π
 

                             (Công thức Wallis) 

Giải:    

       a.  Đặt  xvdxxxnduxdxdvxu nn sinsincos)1(coscos 21 =−=⇒== −−  ,    , 

          ∫ −−+= −−
2

0

222
0

1 )cos1(cos)1(sincos

π
π

dxxxnxxI nn
n  

              22
1)1()1( −−

−
=⇒−−−= nnnn I

n
nIInIn  

           
3
2

3
2

2
.

2
1

2
11cos

2 1302

2

0
10 ======= ∫ IIIIdxxII       ,      ,        , 

ππ
π

    

           
2

.
!)!2(

!)!12(
2

.
2
1.

4
3...

)2(2
32.

2
12

2
ππ

m
m

m
m

m
mI m

−
=

−
−−

=  

           
!)!12(

!)!2(1.
3
2...

12
)2(2.

1212 +
=

−
−

+
=+ m

m
m
m

m
mI m            

            

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

−

=
lÎ  u        nÕ

ch½n      nÕu

n
n

n

n
n

n

In

!!
!)!1(

2!!
!)!1( π

    gọi là tích phân Wallis 
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Chương 4: Phép tính tích phân 

b. Lấy tích phân bất đẳng thức kép sẽ có 

     ∫∫∫ −+ <<
2

0

12
2

0

2
2

0

12 sinsinsin

πππ

dxxdxxdxx nnn     

     Theo tích phân Wallis nhận được  

     
!)!12(
!)!22(

2!)!2(
!)!12(

!)!12(
!)!2(

−
−

<
−

<
+ n

n
n

n
n

n π
 

      Hay  
nn

n
nn

n
2
1.

!)!12(
!)!2(

212
1.

!)!12(
!)!2(

22

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

<<
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

π
     

                             nn ba <<
2
π

. 

      Trong đó   
nn

nb
nn

na nn 2
1

!)!12(
!)!2(

12
1

!)!12(
!)!2(

22

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=     ,  

      Từ đó suy ra: 

                        
2212

2
2

πππ
→⇒<<

+ nn aa
n

n
 

Ví dụ 7*: Chứng minh:     có  1Cf ∈∀

               0sin)(limcos)(lim == ∫∫ ∞→∞→

b

a
n

b

a
n

nxdxxfnxdxxf

Giải: 

      Xét  ∫=
b

a

inx
n dxexfI )(

     Tích phân từng phần 

             ∫−=
b

a

inx
b
a

inx

n dx
in
exf

in
exfI )(')(  

              ( ) ∫−−=
b

a

inxinainb dxexf
in

eafebf
in

)('1)()(1
  

              0)(')()(1
⎯⎯ →⎯⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++≤⇒ ∞→∫ n

b

a
n dxxfafbf

n
I  

               và  0.Re0 →⇒→⇒ nn II 0Im →nI

        Mà  và   ∫=
b

a
n nxdxxfI cos)(Re ∫=

b

a
n nxdxxfI sin)(Im
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Chương 4: Phép tính tích phân 

        Vậy bài toán được chứng minh. 
4.3. PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN BẤT ĐỊNH 

Ta đã biết rằng   trên CxFdxxf +=∫ )()( X  Trong đó là một nguyên hàm của 

 trên 

)(xF

)(xf X  và C là hằng số tuỳ ý. 

4.3.1. Bảng các nguyên hàm thông dụng 
Tính chất cơ bản của tích phân bất  định. 
Trước hết thấy ngay rằng các tính chất sau đây của tích phân bất định là hiển nhiên.  
          Cho  có nguyên hàm, gf , R∈λ   

1.  ( ) dxxfdxxfdxfdxxf )()(   ,  )()(
'

== ∫∫
2. ( ) ∫∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

3.  ∫∫ = dxxfdxxf )()(. λλ

4. Nếu  có một nguyên hàm là  thì )(xf )(xF ( ) )(')( xuxuf  có một nguyên hàm là 

 nếu , tức là   ( )(xuF ) 1Cu∈

      ( ) ( ) CxuFdxxuxufCxFdxxf +=⇒+= ∫∫ )()(')()()(   

      Hàm số  )(xf      Nguyên hàm  )(xF      Tập xác định  X  

    { }1\, −∈ Rx αα

   
1

1

+

+

α

αx
 

    *
+R

   
x
1

    xln     *R  
 

   
   10,, * ≠<∈ aRa x αα    xa

a
α

α ln
1

 
   R  

    xeα    xeα
α
1

 
   R  

   xcos      xsin    R  

     xsin    xcos−     R  

    chx     shx    R    

    shx     chx    R  
    tgx    xcosln−     

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈+ ZkkR ,

2
\ ππ

 

   gxcot     xsinln     { }ZkkR ∈,\ π  

    thx     chxln    R  
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    xcoth    shxln     *R  

   xtg
x

2
2 1

cos
1

+=  
   tgx  

   
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈+ ZkkR ,

2
\ ππ

 

   xg
x

2
2 cot1

sin
1

+=  
   gxcot−     { }ZkkR ∈,\ π  

   xth
xch

2
2 11

−=  
   thx     R  

   1coth1 2
2 −= x
xsh

 
   xcoth−     *R  

   *
22 ,1 Ra

xa
∈

+
     

a
xarctg

a
1

 
   R  

   21
1
x−

    
x
x

−
+

1
1ln

2
1

 
    { }1,1\ −R

   
21

1
x+

     )1ln( 2xx ++     R  

   *

22
,1 Ra

xa
∈

−
     

a
xarcsin      { }aaR ,\ −

   
1

1
2 −x

    1ln 2 −+ xx      [ ]1,1\ −R

 
4.3.2. Hai phương pháp cơ bản tính tích phân bất định 
A. Phương pháp tích phân từng phần 

Cho  trên 1, Cvu ∈ X  khi đó  

           ∫∫ −= )()()().()()( xduxvxvxuxdvxu   trên X                                      (4.16) 

Chú ý: 

• Phương pháp này thường áp dụng tính các tích phân các hàm số có dạng sau đây: 
 là đa thức    ,  

 

)(,,, ** xPRNk       ∈∈ βα xxPexPxxP xk αα sin)()(ln)(  ,  , 

xxarctgxxPxxPxxP ββα αα sincos)(arcsin)(cos)( xx e, e ,  ,  , 

• Để tính   hoặc ∫ xdxxP αcos)( ∫ xdxxP αsin)(  ta có thể tính   sau đó tìm 

phần thực và phần ảo. 
∫ dxexP xiα)(

• Để tính , ta có thể dùng phương pháp hệ số bất định.                            ∫ dxexP xα)(

                   CexQdxexP xx +=∫ αα )()(

     Trong đó  )(deg)(deg xQxP =
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• Trong quá trình tính toán có thể phải lặp lại một số hữu hạn lần phương pháp tích phân 
từng phần. 
B. Phương pháp đổi biến số 

Đặt )(tx ϕ= , với ϕ  đơn điệu và  trên 1C∈ϕ Y  khi đó  

                  [ ]
)(1)(')()(

xt
dtttfdxxf −=∫∫ =

ϕ
ϕϕ                                                (4.17) 

Đặt )(xt ψ=  khi đó dttgdxxf )()( =  

                  )()()( xtdttgdxxf ψ=∫∫ =                                                            (4.18) 

Chú ý:  
Đổi biến số để tính nguyên hàm theo biến mới dễ dàng hơn. Trong kết quả phải trở về biến 

lấy tích phân bất định ban đầu. Điều này khác hẳn khi tính tích phân xác định. 

Ví dụ 1:  Tính    a.   ∫= xdxxxI cos)( 3
1

b.   dxxexxI x∫ += 3cos)3()(2

    Giải: 

a. Đặt  ∫= xdxxxJ sin)( 3
1

       CedcxbxaxdxexiJI ixix ++++==+ ∫ )( 233
11 CCdcba  , ∈,,,  là hằng số phức tuỳ ý     

    Lấy đạo hàm nhận được  

          3223 )23()( xcbxaxdcxbxaxiRx =++++++∈∀    , 

          CxixixxixiJI

d
ic

b
ia

cid
bic
aib

ia

++−++−=+⇒

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=
=
=
−=

⇔

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+

=

)sin).(cos663(

6
6
3

0
02
03

1

23
11

    So sánh phần thực với phần thực, phần ảo với phần ảo suy ra 

        1
23

1 cos)63(sin)6()( CxxxxxxI +−+−=

         RCCCxxxxxxJ ∈+−++−= 212
23

1 ,sin)63(cos)6()(                       

b. Đặt         ∫ += xdxexxJ x 3sin)3()(2

     CebaxdxexiJI xixi ++=+=+ ++∫ )31()31(
22 )()3(         

     3))(31( +=+++∈∀⇒ xabaxiRx  ,       

          
50

4219
10

31
3)31(

1)31( ibia
abi

ai −
=

−
=⇒

⎩
⎨
⎧

=++
=+

 ,           
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      ( ) CxixeixixI x +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
−

= 3sin3cos
50

4219
10

31Re)(2      

              Cxxxxex

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 3sin

5
4233cos

5
19

10
       

Ví dụ 2:  Tính các tích phân sau: 

a. ∫ +
=

xx
dxI

)1(1        

b. ∫= 3 2

3

2
sin

x
dxxI    

Giải:        

a. Đặt     tdtdxttx 202 =>=   ,    ,  

 Cxarctg
t

dt
tt

tdtI +=
+

=
+

= ∫∫ 2
1

2
)1(

2
221  

b. Đặt                                                                                       dttdxtx 23 3==   ,  

 Cxtdtdtt
t

tI +−=== ∫∫ 32
22 cos3sin33.sin

 

Ví dụ 3:  Tính:     ∫ +−+
++

= dx
xx

xI
1)1(

21
2

 

Giải: 

Đặt tdtdxxt 21 =+=   ,   

Ctarctg
tt

tdt
tt

t
t

dt
t
tI +

+
−

++
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

++
+

−
−

=
−
+

= ∫∫ 3
12

3
2

1
)1(ln

1
22

1
2

1
22 2

2

23  

   Cxarctg
xx

x
+

++
−

+++
−+

=
3

112
3

2
21

)11(ln
2

 

Ví dụ 4:  Tính:  ∫ += dxI x 123  

Giải: 

Đặt  tdtdxtx ==+   ,  12  

    CtdtttdtI t
t

t
t

t +−=−== ∫∫ 3
)3(ln

1
3ln

3.3
3ln

1
3ln

3.3 2  

       ( ) Cx
x

+−+=
+

13ln.12
)3(ln

3
2

12
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4.3.3. Cách tính tích phân bất định của các hàm số hữu tỉ 
Nhận xét: 

• Nếu hàm hữu tỉ có dạng { }1,0\  ,  
)(
)()( 1 Nn

xQ
xPxxf n

n
n ∈= − , bằng cách đổi biến   sẽ 

có                                                                              

nxt =

                                ∫∫ = dt
tQ
tP

n
dxxf

)(
)(1)(    

     Như vậy ta đã hạ thấp bậc của các đa thức có mặt trong hàm         f

• Mọi hàm hữu tỉ (đôi khi gọi là phân thức hữu tỉ) không thực sự đều phân tích thành tổng 
của một đa thức với một phân thức hữu tỉ thực sự. 

• Sử dụng định lí 2 trong mục 2.1.2 và tính chất của tích phân bất định, thấy rằng quá trình 
tích phân các hàm hữu tỉ là quá trình tích phân các phân thức tối giản.   

Dưới đây ta trình bày phương pháp tích phân các phân thức tối giản thực sự. 
A. Tích phân các phân thức tối giản loại thứ nhất 

                       ∫ ∈
−

= Ra
ax

dxI n   ,  
)(

 

• Nếu  thì  1=n Cax
ax

dx
+−=

−∫ ln  

                        
                       Với  khi xét constC = ax <  hoặc ax >  

• Nếu   thì  { }1\*Nn∈ C
axnax

dx
nn +

−−
−=

− −∫ 1)(
1.

1
1

)(
 

 
B. Tích phân các phân thức tối giản loại thứ hai 

∫ ∈
++

+
= Rcbadx

cbxax
xI n ,,

)( 2 ,,  ,  μλμλ
 và  *2 ,04 Nnacb ∈<−

• Nếu 0=λ                                                                                      

                    ∫ ++
= ncbxax

dxI
)( 2μ  

     Biến đổi  acbbax
a

cbxax 421
4

2
2

2 −=Δ
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
Δ−
+

+
Δ

−=++  ,  

     Thực hiện đổi biến  
Δ−
+

=
baxt 2
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     Suy ra  ∫ +
Δ−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Δ
−= n

n

t
dt

a
aI

)1(2
4

2μ  

     Dẫn đến tính    ∫ +
= nn t

dttJ
)1(

)( 2  bằng phương pháp truy toán. 

     Trước hết  ∫ +=
+

= Carctgt
t

dttJ 21 1
)(  

     Tích phân từng phần sẽ có  

                      ∫ ++
+

+
= 12

2

2 )1(
2

)1(
)( nnn t

dttn
t
ttJ  

                      )(2
)1( 12 +−+

+
= nnnn JJn

t
tJ  

                      nnn t
tJnnJ

)1(
)12(2 21 +

+−=+  

Chú ý: 

Có thể tính   bằng phép đổi biến      nJ θθθ dtgdtarctgt )1( 2+=⇒=

∫∫ −
− =

+
= θθ

θ
θ d

tg
dJ n

nn                        )1(2
12 cos

)1(
                                     

Tuyến tính hoá  (phần B mục 1.2.3) rồi tính nguyên hàm, sau đó trở về biến t. θ)1(2cos −n

• Nếu .0≠λ           

             ∫ ++

+
= dx

cbxax

aax

a
I n)(

22

2 2
λ
μ

λ
                                                           

               ∫∫ ++
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

++
+

= nn cbxax
dxba

a
dx

cbxax
bax

a )(
2

2)(
2

2 22 λ
μλλ

 

     Tích phân thứ nhất tính được nhờ phép đổi biến    cbxaxu ++= 2

              C
cbxaxnu

dudx
cbxax

bax
nnn +

++−
==

++
+

−∫∫ 122 )(
1  

1
1

)(
2

 

     Tích phân thứ hai tính theo  đã trình bày ở trên. nJ

Ví dụ 5:  Tính  ∫ +
=

13x
dxI  và   ∫ +

= 23 )1(x
dxJ  

Giải: 

Phân tích  
1

2.
3
1

1
1.

3
1

)1)(1(
1

1
1

223 +−
−

−
+

=
+−+

=
+ xx

x
xxxxx
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               1
2

22 2
3)1ln(

2
1

1
3)12(

2
1

1
2 Ixxdx

xx
xdx

xx
x

−+−=
+−
−−

=
+−

−
∫∫  

Trong đó Cxarctg
x

dx
xx

dxI +
−

=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
+−

= ∫∫ 3
12

3
2

4
3

2
11 221  

Cuối cùng   CxarctgxxxI +
−

++−−+=
3

12
3

1)1ln(
6
11ln

3
1 2  

Bằng phép tích phân từng phần sẽ có  

                    )(3
1)1(

3
1 323

3

3 JI
x

xdx
x

x
x

xI −+
+

=
+

+
+

= ∫  

Suy ra     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+=

1
2

3
1)( 3x

xIxJ  

                       C
x

xxarctgxxx +
+

+
−

++−−+=
)1(33

12
33

2)1ln(
9
11ln

9
2

3
2  

 
4.3.4. Tính nguyên hàm các phân thức hữu tỉ đối với một số hàm thông dụng 
A. Hàm hữu tỉ đối với sin và côsin 

1. Trường hợp tổng quát. 

Xét    trong đó ∫ dxxxR )cos,(sin R  là "phân thức hữu tỉ hai biến" 

Thực hiện phép đổi biến: 
2
xtgt = . Khi đó  

22

2

2 1
2

1
1cos

1
2sin

t
dtdx

t
tx

t
tx

+
=

+
−

=
+

=     ,      ,    

Khi đó đưa về dạng  ∫ dt
tQ
tP
)(
)(

  

Tuy nhiên bậc của  và  thường là cao, làm cho quá trình tính toán rất nặng nhọc. 
Sau đây ta xét một số trường hợp đặc biệt, với cách đổi biến thích hợp sẽ tính toán dễ dàng hơn. 

)(tP )(tQ

2. Trường hợp đặc biệt thứ nhất. 

• Nếu )cos,sin()cos,(sin xxRxxR −−=  thì đổi biến  tgxt =  hoặc  gxt cot=  

• Nếu )cos,(sin)cos,(sin xxRxxR −−=  thì đổi biến  xt sin=  

• Nếu )cos,sin()cos,(sin xxRxxR −−=  thì đổi biến  xt cos=  

3. Trường hợp đặc biệt thứ hai. 

Khi  ZnmxxxxR nm ∈= ,cos.sin)cos,(sin    ,  
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• Nếu  lẻ thì đổi biến m xt cos=  

• Nếu  lẻ thì đổi biến  n xt sin=

• Nếu  chẵn và không cùng dương thì đổi biến nm, tgxt =  

• Nếu  chẵn và cùng dương thì tuyến tính hoá sau đó tính nguyên hàm. nm,

Ví dụ 6:   Tính 1
cos

>
+

= ∫ a
xa

dxI   ,   

Giải:   

     Đặt 
2
xtgt =  thì ∫ −++

= 2)1()1(
2

taa
dtI  

       Cxtg
a
aarctg

a
I +⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−

−
=

21
1

1
2
2

 

Ví dụ 7:    Tính  ∫ ++
=

5cossin4 xx
dxI  

Giải: 

      Đổi biến  
2
xtgt =  

      ∫∫∫ +
=

++
=

+
+
−

+
+

+= 22

2

2

2

2

)2(882
2

5
1
1.3

1
2.4

1
2

t
dt

tt
dt

t
t

t
t

dt
tI  

         Cxtg
C

t
+

+
−=+

+
−=

2
2

1
2

1
 

Ví dụ 8:  Tính các tích phân sau. 

a. ∫= dx
x
xI 4

3

1 sin
cos

 

b. ∫= xdxxI 23
2 cossin  

c. dx
x
xI ∫= 6

2

3 cos
sin

 

d. xdxxI 42
4 cossin∫=  

Giải: 

a. ∫=    ,  dx
x
xI 4

3

1 sin
cos

đặt xdxdtxt cossin ==   ,  
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     ∫∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

−
== dt

tt
dt

t
t

x
xdxxI 244

2

4

2

1
111

sin
coscos

 

         C
xx

C
tt

++−=++−=
sin

1
sin3

11
3
1

33  

b. đặt   ,  xdxxI 23
2 cossin∫= xdxdtxt sincos −==   ,   

     CxxdtttxdxxxI +−=−−== ∫∫ 3
cos

5
cos)1(sincossin

35
2222

2  

c. ∫=    ,   dx
x
xI 6

2

3 cos
sin

đặt 
x

dxdttgxt 2cos
==   ,   

     ∫∫∫ +=== dttt
x

dx
xx

xdx
x
xI )1(

coscos
1

cos
sin

cos
sin 22

222

2

6

2

3  

         Cxtgxtg
++=

53

53

 

d. ∫∫ +== dxxxxdxxI )2cos1(2sin
8
1cossin 242

4  

         ∫∫ +−= xxddxx 2sin2sin
16
1)4cos1(

16
1 2  

         Cxxx ++−= 3sin
48
14sin

64
1

16
1 3  

Ví dụ 9*:   Tính   ∫
− ++−+

=
1

1 112 xx
dxI  

Giải: 

     Đặt [ ] [ ]0,1,1cos π∈−∈= txtx   ,    ,   

     ∫∫
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=
ππ

π00

42
cos12

sin

2
cos

2
sin22

sin
t

tdt
tt

tdtI  

        ∫
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
π

π

π

0

2

42
cos12

1
42

cos2
dt

t

t
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     Đặt [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈∈−=

4
,

4
,0

42
ππθππθ   ,    ,  tt

 

     ∫∫ +
+−

=
+

−
=

−

4

0

24

4

2

)cos1(2
1)1(cos24

)cos1(2
1cos22

ππ

π

θ
θ

θθ
θ

θ ddI  

        ∫∫∫ +⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=+−=

4

0 2

4
0

4

0 2

4

0

2
cos

22
4

sin4

2
cos2

2)1(cos4

π
π

ππ

θ

θ
πθθ

θθθ
ddd  

        
8

222
2

2
42

24 4
0

ππθπ π

tgtg +−=+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=  

        224)12(222 −−=−+−= ππ   (sử dụng  
ϕ

ϕϕ 21
22

tg
tgtg
−

= ) 

B. Hàm hữu tỉ đối với  và chx  shx

Vì đạo hàm của các hàm  và chx  tương tự như các hàm  và shx xsin xcos , mà 

 có phép đổi biến tương ứng là ∫ dxxxR )cos,(sin tgxtxtxtxtgt ====   ,    ,    ,  sincos
2

, cho 

nên  có phép đổi biến tương ứng là  ∫ dxchxshxR ),(

thxtshxtchxtxtht ====   ,    ,    ,  
2

 

Ví dụ 10:  Tính các tích phân sau 

a. ∫ +
= dx

xchxshchx
xshI

)32( 23

2

1  

b. ∫ +
= dx

xshchx
xshI

)2( 2

3

2  

Giải: 

a. Hàm dưới dấu tích phân chẵn đối với  và chx  nên đặt  shx

      dxxthdtthxt )1( 2−==  , 

     ∫∫ +
−

=
+

= dx
xth

xthxthdx
xth

xchxch
xsh

I
32

)1(
32

.
3

22

3

22

2

1  
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         CxthCtdt
t
t

++=++=
+

= ∫ )23ln(
6
132ln

6
1

32
33

3

2

 

b. Hàm dưới dấu tích phân lẻ đối với , ta đặt shx shxdtchxt ==   ,   

     ∫∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+−=

+
−

=
+

= dt
t

t
t

dt
tt
t

xshchx
dxshxxshI

1
21

)1(
1

)2(
..

22

2

2

2

2  

         CxshchxCtt +++−=+++−= )2ln(ln)1ln(ln 22  

Ví dụ 11:  Tính các tích phân sau. 

     ∫ ∫ −− +=+= xdxshxnshBxdxshxnchA nn 11 .)1(.)1(        ,   

Giải: 

     ( ) ( )∫∫
−−

−+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −=+ dxeedxeeeBA x

n
x

n
xxxn 2

1
2

1
)1( 1

2
1

2
1  

              ( ) 11
2 11

2
11 Cxshe

n
Ce

n
nnx

n
x +=+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −=  

     2
1 Cxshe
n

BA nnx +=− −  

     Suy ra  Cxshshnx
n

BCxshchnx
n

A nn +=+= .1.1
       ,       

C. Hàm hữu tỉ đối với  Re x ∈αα   ,

Xét  , trong đó  là hàm hữu tỉ. Thực hiện phép đổi biến 

, Khi đó  
∫= dxefI x )( α )(xf

dxedtet xx αα α==   ,  

        dt
t
tfI ∫=
)(1

α
  

Đó là tích phân của hàm hữu tỉ đã xem xét trong phần A. 

 

D. Hàm hữu tỉ đối với x và n

dcx
bax

+
+

 

Xét  ∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+

= dx
dcx
baxxRI n,   trong đó  là hàm hữu tỉ của hai biến ),( yxR yx,  
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Với  n

dcx
baxy

+
+

=   thoả mãn điều kiện  bcad ≠  

Thực hiện phép đổi sang biến  thì  y

        dy
cya

bcadnyy
cya

bdyRdxyxR n

n

n

n

2

1

)(
)(,),(

−
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
−

 

                      dyyf )(=  

Trong đó  là hàm hữu tỉ của y. )(yf

Ví dụ 12:  Tính các tích phân bất định sau 

a. ∫ ∈
+

*
2   ,  

)1(
R

e
dx

x αα  

b. ∫ −
dx

x
x

3)1(
 

Giải: 

a. Đặt  dxedtet xx αα α==   ,  

     ∫ ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

−=
+

=
+

dt
ttttt

dt
e

dx
x 222 )1(

1
1

111
)1(

1
)1( ααα  

              C
t

tt +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
++−=

1
11lnln1

α
   C

e
ex x

x +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
++−= α

αα
α 1

1)1ln(1
 

b. Idx
x

x
x

dx
x

x
=

−−
=

− ∫∫ 11
1

)1( 3  

Đặt  222

2

)1(
2

11 t
tdtdx

t
tx

x
xt

+
=

+
=⇒

−
=   ,   

Carctgttdt
t

dt
t

tI +−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

+
= ∫∫ )(2

1
112

1
2 22

2

 

   C
x

xarctg
x

x
+

−
−

−
=

1
2

1
2  

 

4.4. MỘT SỐ ỨNG DỤNG CỦA TÍCH PHÂN XÁC ĐỊNH 

Chú ý: Trong mục này khi xem xét một hình phẳng hay một vật thể, chúng  ta luôn để ý đến 
tính chất đối xứng của hình để đơn giản quá trình tính toán hoặc để chọn một hệ qui chiếu thích 
hợp để giải quyết bài toán được dễ dàng hơn. 
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4.4.1. Tính diện tích hình phẳng 

A. Miền phẳng giới hạn bởi các đường cong trong toạ độ Đềcác(Descartes) 
                                                                                                                                   
        y                                                                                                    y                                                        

                                                                                       1f

                                                                                          d  

                                                                                                           2g 1g

                              2f

 
 
                                                                                         c  
          
0         a                               b              x                                          0                              x 

                                                                      H.4.3  

 

Giả sử miền phẳng D giới hạn bởi các đường: 

)()()( 21 xfyxfybabxax ==<==   ,    ,    ,    ,   trong đó  liên tục từng khúc trên 
[a,b]. Gọi diện tích của miền phẳng D là S. Theo ý nghĩa hình học của tích phân xác định, nhận 
được công thức tính S như sau: 

21, ff

                        ∫ −=
b

a

dxxfxfS )()( 21   (4.19) 

Tương tự, nếu D giới hạn bởi các đường: 

)()()( 21 ygxygxdcdycy ==<==   ,    ,    ,    ,   trong đó  liên tục từng khúc trên 
[c,d] thì  

21, gg

                       ∫ −=
d

c

dyygygS )()( 21                                        (4.20) 

B. Giả sử miền phẳng D giới hạn bởi đường cong cho dưới dạng tham số: 

                                    
⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(
tyy
txx

10 ttt ≤≤  

     Khi đó             ∫=
β

α

dttxtyS )().( ,                                                                (4.21) 
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C. Nếu miền phẳng D giới hạn bởi đường cong có phương trình cho dưới dạng toạ                
độ cực. 

                            βϕαϕ ≤≤=       ,       )(rr  

     Liên hệ giữa toạ độ Descartes và toạ độ cực là: 

                             
⎩
⎨
⎧

=
=

ϕϕ
ϕϕ

sin)(
cos)(

ry
rx

      Khi đó           ϕϕ drS ∫= )(
2
1 2                                                                 (4.22) 

     Ví dụ 1:  Tính diện tích của hình elíp có các bán trục a,b. 
      Giải:     Hình êlíp giới hạn bởi êlíp có phương trình 

                               12

2

2

2

=+
b
y

a
x

     

      Do tính chất  đối xứng của êlíp qua các trục toạ độ và do phương trình tham số                    
của êlíp                               tbytax sincos ==   ,  ,  π20 ≤≤ t     

      nên ta có:                                 abdttabS π

π

  ∫ ==
2

0

2 .sin4  

       Ví dụ 2:  Hãy tính diện tích của hình giới hạn bởi trục hoành và một nhịp của   đường 
Cycloid,cho bởi phương trình tham số: 

                                  )sin( ttax −=  

                                  )cos1( tay −=      ,       π20 ≤≤ t    

        Xem hình 4.4  
        y 

  2a  

    a 
 
      
   0                          π a                    2π a                   3π a 
    

  H.4.4 
                                     

     Giải:  ( ) ( )∫∫ =+−=−=
ππ

π
2

0

222
2

0

22 3coscos21cos1 adtttadttaS
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Ví dụ 3: Tính diện tích của hình trái tim giới hạn bởi đường Cardioid (đường trái tim), 
trong hệ toạ độ cực cho bởi phương trình )cos1( ϕ+= ar , xem hình 4.5                                      

0

a

y

x
2a

                                                             
H.4.5 

Giải: Do tính đối xứng của hình qua trục Ox,vậy 

                       
( ) ( )

2

0 0

2222

2
3

2
1

coscos21cos1

aa

dadaS

πππ

ϕϕϕϕϕ
π π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

++=+= ∫ ∫
2    

 

4.4.2. Tính độ dài đường cong phẳng 
A. Phương trình cho trong hệ toạ độ Descartes vuông góc   

     Giả sử đường cong 
∩

AB  cho bởi phương trình  

                         ( ) ( ))(,)(,)( bfbBafaAxfy    ,       ,    =  

     Trong đó  trên 1Cf ∈ [ ] )(, baba <    ,     

     Nếu gọi l  là độ dài cung 
∩

AB  thì  được tính theo công thức l

                dxxfl
b

a
∫ += )('1 2                                                                  (4.23)  

B. Phương trình cho trong dạng tham số                              

                       10)(
)(

ttt
ty
tx

≤≤
⎩
⎨
⎧

=
=

     ,      
ψ
ϕ

          trên [ ]     1, C∈ψϕ 10,tt

                 dtttl
t

t
∫ +=
1

0

)(')(' 22 ψϕ                                                          (4.24)  
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C. Phương trình cho trong dạng toạ độ cực 

          βϕαϕ ≤≤=    ,    )(rr  

                ∫ +=
β

α

ϕϕϕ drrl )()( 2,2                                                          (4.25) 

Chú ý: 

• Độ dài của cung trong đó 
∩

AC ( ))(, xfxC  với [ ]bax ,∈ sẽ là 

        ( ) dxxfldxxfxl
x

a

)(1d   )(1
2,2, +=⇒+= ∫     (4.26) 

gọi đó là công thức tính vi phân cung. 

• Trong không gian đường cong 
∩

AB  cho bởi phương trình tham số 

                           10         
)(
)(
)(

ttt
tzz
tyy
txx

≤≤
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

          trên    [ . Khi đó công thức tính độ dài cung sẽ là      1,, Czyx ∈ ]10,tt

      ∫ ++=
1

0

)()()( 2,2,2,
t

t

dttztytxl  và công thức vi phân cung         

      dttztytxdl )()()( 2,2,2, ++=      (4.27) 

Ví dụ 4:  Hãy tính độ dài của một nhịp Cycloid cho trong ví dụ 2 

Giải:   

      taytatx sin'    ,    )cos1()(' =−=  

      dttadttatal ∫∫ −=+−=
ππ

00

2222 cos122sin)cos1(2  

        atadtta 8
2

cos8
2

sin4 0

0

=== ∫ π

π

 

Ví dụ 5:  Hãy tính độ dài của Astroid, phương trình tham số có dạng. 

       
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤>=

=

π20   ,   0      ,      sin
cos

3

3

tatay
tax
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     hoặc trong hệ toạ độ Descartes có dạng  

      3
2

3
2

3
2

ayx =+  

     Xem hình 4.6.                            
                                                                      y 
 
          
                                                      
                                                                   a 
 
 
 
 
                                           -a                     0                                a                x 
 
 
                                 
                                                                     -a 
 
                                                                    H.4.6 
 
Giải:  

      ttayttax cossin3'sincos3' 22 =−=    ,   

     atatdtal 62cos32sin6 2
0

2

0

=−== ∫
π

π

 

4.4.3. Tính thể tích vật thể 

A. Công thức tổng quát 

Giả sử vật thể (V ) nằm giữa hai mặt phẳng vuông góc với trục Ox, các mặt phẳng này có 
phương trình là ax = và babx <=    ,   . Các thiết diện của vật thể (V ) vuông góc với trục Ox 

nằm trên mặt phẳng có phương trình  [ ]baxxx ,00 ∈=    ,    có diện tích tương ứng . (Xem 

hình 4.7). Khi đó thể tích của vật thể (V ), kí hiệu là V, tính theo công thức                           

)( 0xS

∫=
b

a

dxxSV )(                                                             (4.28) 
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           z 
 
 
                                  y 
 
 

                                                       )( 0xS

 
                                          

                                a                                                               b            x 0x

 
 
                                           H.4.7 

B. Công thức tính cho vật thể tròn xoay 
   
              y                          )(xfy =  

 
 
 
 
                                  a                                                       x                          
 
 
        
        z                                      
                                               H.4.8 

Vật thể (V) tròn xoay là vật thể được tạo thành do một hình thang cong giới hạn bởi các 
đường:  0)( =<== ybabxax    ,      ,      ,     và [ baxxfy ,0)( ]∈≥=    ,    quay xung quanh 
trục Ox (xem hình 4.8). Cụ thể hơn, phần không gian bị  chiếm chỗ do hình thang cong quay xung 
quanh trục Ox gọi là vật thể tròn xoay. 

Như vậy các thiết diện vuông góc với trục Ox là các hình tròn. Diện tích của thiết diện nằm 
trên mặt phẳng  sẽ là  . Từ đó nhận được công thức tính: 0xx = )(. 0

2 xfπ

                                                                                     (4.29) ∫=
b

a

dxxfV )(2π
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Ví dụ 6:  Hãy tính thể tích của êlipxôít với các bán trục a, b, c: 

                             12

2

2

2

2

2

≤++
c
z

b
y

a
x

     

Giải:    
Thiết diện của elipxôit vuông góc với trục Ox là một hình elíp. Thiết diện nằm trên mặt 

phẳng [ aaxxx ,00 − ]∈=    ,    được giới hạn bởi elip có các bán trục  

2

2
0

2

2
0 11

a
xc

a
xb −−    ,     

phương trình là  

                              
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=+

0

2

2
0

2

2

2

2

1

xx
a
x

c
z

b
y

 

     Theo ví dụ 1, diện tích thiết diện biểu diễn dưới dạng  

                              ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2
0

0 1)(
a
xbcxS π  

     Vậy  ∫
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

a

a

a abc
a
xabcdx

a
xbcV πππ

3
4

3
21 02

3

2

2

 

Ví dụ 7:  Tính thể tích vật thể do một nhịp Cycloid quay xung quanh trục Ox tạo ra. Biết 
Cycloid cho bởi phương trình tham số là. 

                               
⎩
⎨
⎧

+∞−∞∈−=
−=

),()cos1(
)sin(

ttay
ttax

              

Giải: 

      ∫∫ −==
ππ

ππ
2

0

33
2

0

2 )cos1( dttadxyV
a

         ∫ −+−=
π

π
2

0

323 )coscos3cos31( dtttta

        
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−++−= ∫∫
ππ

πππ
2

0

2

0

2
0

3 )cos33(cos
4
1)2cos1(

2
3sin32 tdttdttta  

         325 aπ=
4.4.4. Tính diện tích mặt tròn xoay 

Mặt tròn xoay là một mặt cong được tạo thành do một cung cong BA
)

 quay xung quanh trục 
Ox tạo ra. Cụ thể hơn: Phần không gian bị chiếm chỗ do cung BA

)
quay xung quanh trục Ox gọi là 

mặt tròn xoay. Gọi S là diện tích của mặt tròn xoay, dưới đây chúng ta sẽ đưa ra các công                  
thức tính. 
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A. Cung 
∩

AB cho bởi phương trình bxaxfy ≤≤≥=   ,  0)(  

                    ∫ +=
b

a

dxxfxfS )('1)(2 2π                                                 (4.30) 

B. Cung 
∩

AB cho bởi phương trình tham số  

                        ,     
⎩
⎨
⎧

≥=
=

0)(
)(
tyy
txx

10 ttt ≤≤  

                    ∫ +=
1

0

)(')(')(2 22
t

t

dttytxtyS π                                             (4.31) 

C. Cung  
∩

AB cho bởi phương trình trong hệ toạ độ cực  

                     βϕαϕ ≤≤=     ,    )(rr  

                     ∫ +=
β

α

ϕϕϕϕϕπ drrrS )(')(sin)(2 22                                   (4.32) 

Ví dụ 8:  Tính diện tích của mặt tròn xoay tạo thành do một đường xích có phương trình  

0>= a
a
xachy    ,    gắn ở các đầu  ax

a
xachxBaA >⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 ,  , ,),0(  quay xung quanh trục Ox  

Giải: 

     
a
xch

a
xshy

a
xshy =+=+= 22 1'1'    ,    

     ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==

xx

dx
a
xchadx

a
xchaS

00

2 212 ππ  

        ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

a
xshaxa 2

2
π  

Ví dụ 9: Đường cong cho bởi phương trình )cos1( ϕ+= ar  quay quanh trục Ox tạo ra một 
mặt tròn xoay. Tính diện tích mặt cong này. 

Giải:   
     Đó là đường trái tim (Xem hình 4.5) 

     
2

cos4)cos1(2'sin)(' 22222 ϕϕϕϕ aarrar =+=+−=   ,   

     ∫ +=
π

ϕ
ϕ

ϕϕπ
0

2

2
cossin)cos1(4 daS  

 160

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 4: Phép tính tích phân 

        205
2

0

42

5
32

2
cos

5
32

2
cos

2
sin16 aada πϕπϕϕϕπ π

π

=== ∫  

4.5. TÍCH PHÂN SUY RỘNG 
4.5.1. Tích phân suy rộng với cận vô hạn 
A. Định nghĩa 

1. Cho  [ ) RaRaf ∈→+∞   ,  ,: , khả tích trên  [ ] aAAa >∀  ,  , . 

    Tích phân suy rộng của  với cận  f ∞+  được kí hiệu là:  ∫
+∞

a

dxxf )(

    Nói rằng tích phân suy rộng   hội tụ về số  ∫
+∞

a

dxxf )( RI ∈  nếu 

                    kí hiệu   Idxxf
A

a
A

=∫+∞→
)(lim Idxxf

a

=∫
+∞

)(

Nếu I  không tồn tại hoặc ∞=I , thì nói rằng tích phân suy rộng  phân kỳ. ∫
+∞

a

dxxf )(

2. Cho  ( ] RaRaf ∈→∞−   ,  ,: , khả tích trên [ ] aBaB <∀  ,   ,  

    Tích phân suy rộng của  với cận f ∞− , kí hiệu là  . ∫
∞−

a

dxxf )(

    Nói rằng tích phân suy rộng   hội tụ về số ∫
∞−

a

dxxf )( RJ ∈  nếu 

                    ∫∫
∞−

−∞→
==

aa

B
B

dxxfJdxxf )()(lim

Nếu  không tồn tại hoặc J ∞=J , thì nói rằng tích phân suy rộng phân kỳ. ∫
∞−

a

dxxf )(

3. Cho   khả tích trên RRf →: [ ] RBABA ∈∀ ,,   ,  . Tích phân suy rộng của với các 

cận vô hạn, kí hiệu là:  . 

f

∫
+∞

∞−

dxxf )(

    Nói rằng tích phân suy rộng   hội tụ khi và chỉ khi các tích phân suy rộng  

 và  cùng hội tụ, 

∫
+∞

∞−

dxxf )(

∫
∞−

a

dxxf )( ∫
+∞

a

dxxf )( Ra∈∀ . Trong trường hợp này kí hiệu  

 Radxxfdxxfdxxf
a

a

∈∀+= ∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

  ,  )()()(
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    Rõ ràng nếu  liên tục trên tập xác định của nó, và có nguyên hàm  thì có thể dùng 
kí hiệu Newton-Leibnitz như sau: 

f )(xF

                   ∞+

+∞→

+∞

=−=∫ aA
a

xFaFAFdxxf )()()(lim)(  

                   a

B

a

xFBFaFdxxf ∞−−∞→
∞−

=−=∫ )()(lim)()(    

                   ∞+
∞−−∞→+∞→

+∞

∞−

=−=∫ )()(lim)(lim)( xFBFAFdxxf
BA

       

Ví dụ 1:  Xét sự hội tụ, phân kỳ của các tích phân suy rộng sau:  

a. ∫
+∞

+0
21 x

dx
  ,    b. ∫

+∞

∞− + 21 x
dx    ,    c.    ,    d. Raxdx

a

∈∫
+∞

  ,  sin R
x
dx

∈∫
+∞

αα   ,  
1

 

Giải:   

a. 
2

0lim
1 0

0
2

π
=−==

+ +∞→

∞+
+∞

∫ arctgarctgxarctgx
x

dx
x

 

     Vậy tích phân suy rộng đã cho hội tụ. 

b. πππ
=+=−==

+ −∞→+∞→

∞+
∞−

+∞

∞−
∫ 22

limlim
1 2 arctgxarctgxarctgx

x
dx

xx
 

    Vậy tích phân suy rộng trên hội tụ. 

c. xaxxdx
xa

a

coslimcoscossin
+∞→

∞+
+∞

−=−=∫  

Không tồn tại giới hạn của xcos  khi ∞→x , vậy tích phân suy rộng đã cho phân kỳ. 

d. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠
−

=
=

∞+
−

+∞
∞+

∫
1     1.

1
1

1                 ln

11

1

1 α
α

α

α

α
nÕu

nÕu

x

x

x
dx   

    Nhận thấy  
⎩
⎨
⎧

<∞

>
=+∞= −+∞→+∞→ 1    

1    01lim   ,    lnlim 1 α
α

α nÕu
nÕu

x
x

xx
  

Vậy tích phân hội tụ với 1>α , khi đó  
1

1

1 −
=∫

+∞

ααx
dx , và phân kỳ với 1≤α  Chú ý: Tương 

tự như ý nghĩa hình học của tích phân xác định, ở đây ta thấy: 

Nếu tích phân suy rộng hội tụ và  thì một miền vô hạn có diện tích  hữu hạn, tính 
được nhờ vào tích phân suy rộng với cận vô hạn  

0)( ≥xf
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B. Điều kiện hội tụ của tích phân suy rộng 

Sau đây ta xét trường hợp tích phân suy rộng   với . ∫
∞

a

dxxf )( 0)( ≥xf

Các trường hợp tích phân suy rộng khác với  giữ nguyên dấu, chúng ta có thể suy diễn 
tương tự để nhận được các kết quả tương ứng. 

)(xf

Đặt         ∫=
A

a

dxxfA )()(φ

Vì  trên  [ , chứng tỏ 0)( ≥xf )+∞,a )(Aφ  đơn điệu tăng trên [ )+∞,a . Từ định lí về giới 
hạn của hàm đơn điệu (Xem mục 2.2.2) suy ra: 

Định lí 1:  Cho hàm số và khả tích trên 0)( ≥xf [ ] aAAa >∀   ,   ,  để tích phân suy rộng 

 hội tụ, điều kiện cần và đủ là tồn tại ∫
+∞

a

dxxf )( RL∈  sao cho ALA ∀≤   ,  )(φ   

Định lí 2:  Cho các hàm số  khả tích trên  và  )(),( xgxf [ ] aAAa >∀  ,  ,
abxxgxf >≥∀≤≤   ,  )()(0  khi đó  

Nếu   hội tụ thì   hội tụ. ∫
+∞

a

dxxg )( ∫
+∞

a

dxxf )(

Nếu   phân kỳ thì   phân kỳ ∫
+∞

a

dxxf )( ∫
+∞

a

dxxg )(

Chứng minh: 

Ta có thể biểu diễn   ∫∫∫
+∞+∞

+=
b

b

aa

dxxfdxxfdxxf )()()(

Như vậy sự hội tụ hay phân kỳ của tích phân suy rộng  là đồng thời với sự hội tụ 

hay phân kỳ của tích phân suy rộng  

∫
+∞

a

dxxf )(

∫
+∞

b

dxxf )(

Nếu  hội tụ  hội tụ, theo định lí 1 suy ra . Theo 

tính chất của tích phân xác định sẽ có  

∫
+∞

a

dxxg )( ∫
+∞

⇒
b

dxxg )( ∫ ∀≤
A

b

ALdxxg   ,  )(

A  ,  ∀≤≤ ∫∫ Ldxxgdxxf
A

b

A

b

)()(

Chứng tỏ   hội tụ  ∫
+∞

b

dxxf )(

Nếu   phân kỳ  không bị chặn  ∫
+∞

b

dxxf )( ∫⇒
A

b

dxxf )(
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Tức là  sao cho  ( +∞∈∃>∀ ,0 0 bAM   ) ∫∫∫ >≥⇒>
000

)()()(
A

b

A

b

A

b

MdxxfdxxgMdxxf

Chứng tỏ  không bị chặn theo định lí 1 suy ra  phân kỳ ∫
A

b

dxxg )( ∫
+∞

b

dxxg )(

Định lí 3:  Cho các hàm số  không âm và khả tích trên . Khi đó: )(),( xgxf [ ] aAAa >∀  ,  ,

1. Nếu *

)(
)(lim ++∞→

∈= Rll
xg
xf

x
   ,    thì các tích phân suy rộng   và  ∫

+∞

a

dxxf )(

     cùng hội tụ hoặc cùng phân kỳ. ∫
+∞

a

dxxg )(

2. Nếu  0
)(
)(lim =

+∞→ xg
xf

x
 và  hội tụ thì   hội tụ  ∫

+∞

a

dxxg )( ∫
+∞

a

dxxf )(

3. Nếu  +∞=
+∞→ )(

)(lim
xg
xf

x
 và  phân kỳ thì   phân kỳ  ∫

+∞

a

dxxg )( ∫
+∞

a

dxxf )(

Chứng minh:  

1. εεε +<<−⇒>∀>∃> l
xg
xflbxb
)(
)(00   ,    ,   

    Vì )()()()()(0)( xglxfxglxg εε +<<−⇒≥  

    Lấy ε  sao cho 0>=− cl ε . Theo định lí 2: Nếu  hội tụ thì  ∫
+∞

a

dxxf )(

     hội tụ  hội tụ. ∫
+∞

−
a

dxxgl )()( ε ∫
+∞

⇒
a

dxxg )(

    Nếu  hội tụ  hội tụ  hội tụ. ∫
+∞

a

dxxg )( ∫
+∞

+⇒
a

dxxgl )()( ε ∫
+∞

⇒
a

dxxf )(

2. Lấy )()()(001 xgxgxfbxb =≤≤⇒>∀>∃= εε   ,    ,   

    Theo định lí 2 chứng tỏ   hội tụ   ∫
+∞

a

dxxf )(

3. M
xg
xfbxbM >⇒>∀>∃>∀
)(
)(00    ,     ,  , Lấy 1=M  thì . Theo     định 

lí 2 suy ra   phân kỳ 

)()( xgxf >

∫
+∞

a

dxxf )(
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Hệ quả 1:  Giả sử với x  đủ lớn hàm số có dạng: )(xf

                 0)(0)()( ≥>= xhk
x
xhxf k    ,      ,   . Khi đó  

    Nếu  và 1>k +∞<≤≤ ch0  thì  hội tụ. ∫
+∞

a

dxxf )(

    Nếu  và  thì   phân kỳ 1≤k 0)( >≥ cxh ∫
+∞

a

dxxf )(

    Trong đó c  là hằng số. 

Hệ quả 2:  Nếu  và là VCB cấp k so với VCB  0)( ≥xf
x
1

 tại  thì  hội tụ 

khi  và phân kỳ khi  

∞+ ∫
+∞

a

dxxf )(

1>k 1≤k
    Hệ quả 1 được suy ra trực tiếp từ định lí 2 và ví dụ 1d. 
    Hệ quả 2 được suy ra trực tiếp từ định lí 3 và ví dụ 1d. 
Ví dụ 2:  Xét sự hội tụ, phân kỳ của các tích phân sau 

    a. ∫
∞+

+0
2

2
3

1
dx

x
x

 ,          b. ∫
+∞

+1
21 xx

dx   ,           c. ∫
+∞ −

1
2

2

dx
x

e x

 

Giải: 

a. 11:
1

2
12

2
3

⎯⎯ →⎯
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+ +∞→x

x
x

x  theo hệ quả 2, tích phân suy rộng phân kỳ. 

b. 11:
1
1

22
⎯⎯ →⎯⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+∞→xxxx

, tích phân suy rộng hội tụ  

c. 01: 22

2

⎯⎯ →⎯⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+∞→

−

x

x

xx
e

, theo định lí 3, tích phân suy rộng hội tụ. 

     Dưới đây ta sẽ đưa ra định lí tổng quát về điều kiện hội tụ của tích phân suy rộng. 

Định lí 4:  Để tích phân suy rộng  hội tụ, điều kiện cần và đủ là: ∫
+∞

a

dxxf )(

                 εφφε <−⇒>∀>∀>∃>∀ )()'('0 000 AAAAAAaA   ,    ,    ,   

    Hay       ε<∫
'

)(
A

A

dxxf  

    Dựa vào tính chất của tích phân xác định 

                  ∫∫ ≤
''

)()(
A

A

A

A

dxxfdxxf  
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    Ta nhận được hệ quả sau đây 

Hệ quả 3:  Nếu  ∫
+∞

a

dxxf )(  hội tụ thì   hội tụ. ∫
+∞

a

dxxf )(

C. Sự hội tụ tuyệt đối và bán hội tụ của tích phân suy rộng 

1. Nói rằng tích phân suy rộng  hội tụ tuyệt đối nếu tích phân suy rộng  ∫
+∞

a

dxxf )( ∫
+∞

a

dxxf )(  

hội tụ. 

2. Nói rằng tích phân suy rộng  bán hội tụ nếu  hội tụ và ∫
+∞

a

dxxf )( ∫
+∞

a

dxxf )( ∫
+∞

a

dxxf )(  

phân kỳ. 

Định lí 5:  Nếu tích phân suy rộng  hội tụ tuyệt đối và hàm số  bị chặn trên 

 thì  hội tụ tuyệt đối  

∫
+∞

a

dxxf )( )(xg

[ )+∞,a ∫
+∞

a

dxxgxf )()(

Chứng minh: 

     Giả sử  fMgf .. ≤ , ta có                 

     Theo định lí 2 suy ra  ∫
+∞

a

dxxgxf )().(  hội tụ, chứng tỏ  hội tụ   tuyệt đối. ∫
+∞

a

dxxgxf )().(

Ví dụ 3:  Xét sự hội tụ của các tích phân suy rộng: 

a.  ∫
+∞

∈∈
+0

*
22

cos RkRdx
xk
x

 ,   ,  αα
     ;     b.  ∫

+∞

−0
2 1xe
xdx

      ;      c.  ∫
+∞

−1
2 1

ln dx
xx

x  

Giải:  

a. Nhận xét 222

1~11cos
xxk

xx
+

∀≤   ;    ,  α  khi ∞→x    

Vậy ∫
+∞

+0
22

cos dx
xk
xα

 hội tụ tuyệt đối. 

b. Vì   ;0

2
12

lim
1

lim
2020

=
−

=
− →→

x
e
x

e
x

xxxx
 

         0    ,
111 2

0
2

0
2

>
−

+
−

=
−

∫∫∫
+∞+∞

a
e
xdx

e
xdx

e
xdx

a
x

a

xx
 

Tích phân thứ nhất hội tụ (đó là tích phân xác định vì hàm dưới dấu tích phân khả tích).  

Lấy 1>λ  nhận được  0
1

1:
1 2

1

2
→

−
=

−

+

xx e
x

xe
x λ

λ  khi ∞→x .   
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Vì ∫
+∞

a x
dx
λ  hội tụ,  suy ra tích phân suy rộng đã cho hội tụ. 0>a

c. 0
1
11lim

1
1lim

1
lnlim

12121
=

+
−

=
−

−
=

− →→→ x
x

xxx
x

xx
x

xxx
                                                    

     Ta có ∫∫∫
+∞+∞

−
+

−
=

− a

a

dx
xx

xdx
xx

xdx
xx

x
1

ln
1

ln
1

ln
2

1
2

1
2

 

Tích phân thứ nhất hội tụ (tồn tại ) vì hàm dưới dấu tích phân khả tích trên      
 [ ] 1,1 >∀aa   ,  

     Lấy 21 << λ  nhận được  0
11

1.ln1:
1

ln

2

22
→

−
=

−
−

x
x

x
xxx

x
λλ  khi ∞→x . 

     Mà ∫
+∞

a x
dx
λ  hội tụ,  tích phân đã cho hội tụ. ⇒>∀ 0a

4.5.2. Tích phân suy rộng với hàm dưới dấu tích phân có cực điểm 
A. Định nghĩa 

1. Cho  . Nói rằng Rbaf →}{x\),(: o ),(0 bax ∈  là cực điểm của  nếu f ∞=
→

)(lim
0

xf
xx

. 

Hàm số có cực điểm tại  hoặc b nếu  hoặc  a ∞=+ )(af ∞=− )(bf

2. Cho , khả tích trên [ ) ∞=→ − )(,: bfRbaf   ,  [ ] 0, >∀− εε   ,  ba  đủ bé. ích phân suy 

rộng của  trên [ , kí hiệu . Nói rằng tích phân suy rộng hội tụ về f ]ba, ∫
b

a

dxxf )( RI ∈  nếu                   

, kí hiệu   Idxxf
b

a

=∫
−

→

ε

ε
)(lim

0 ∫=
b

a

dxxfI )(

Nếu không tồn tại giới hạn hữu hạn (không có I  hoặc ∞=I ) thì nói rằng tích phân suy 

rộng  phân kỳ. ∫
b

a

dxxf )(

3.  Cho   khả tích trên ∞=→ + )(],(: afRbaf   ,  ],[ ba ε+                                                

     Nói rằng tích phân suy rộng  hội tụ về  nếu  ∫
b

a

dxxf )( J

                      (hữu hạn). Jdxxf
b

a

=∫
+

→
ε

ε
)(lim

0

     Nếu không tồn tại  nói rằng tích phân suy rộng phân kỳ. J
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4.  Cho , [ ] R}{x\,: o →baf ),( baxo ∈  là cực điểm của  f

     Nói rằng tích phân suy rộng   hội tụ khi và chỉ khi các tích phân suy rộng 

 và  cùng hội tụ, Khi đó kí hiệu: 

∫
b

a

dxxf )(

∫
0

)(
x

a

dxxf ∫
b

x

dxxf
0

)(

                     ∫∫∫ +=
b

x

x

a

b

a

dxxfdxxfdxxf
0

0

)()()(

Chú ý:  Nếu hàm  liên tục trên )(xf [ ]ba,  trừ ra các cực điểm của nó và có nguyên hàm là 
, ta có thể dùng công thức Newton- Leibnitz và viết )(xF

                     hoặc  )()(lim)(
0

aFbFdxxf
b

a

−−=
→∫ ε

ε
)(lim)()(

0
ε

ε
+−=

→∫ abFdxxf
b

a

Ví dụ 4:  Xét sự tồn tại của các tích phân suy rộng sau: 

a.  ∫
− −

1

1
21 x

dx   ;                            b.  R
ax

dxb

a

∈
−∫ αα   ,  

)(
 

Giải: 

a.  Hàm dưới dấu tích phân có cực điểm là  1±  

     )1,1(   ,   
111

1

2
1

2

1

1
2

−∈∀
−

+
−

=
−

∫∫∫
−−

a
x

dx
x

dx
x

dx

a

a

 

                   π=−+−=
→−→

axxa
xx

arcsinarcsinlimarcsinlimarcsin
11

 

b.  Hàm dưới dấu tích phân có cực điểm là a  

     ∫
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠
−−

=−
=

−
−

b

a
b
a

b
a

ax

ax

ax
dx

1    
)(

1.
1

1

1                )ln(

)(
1 α

α

α

α
α

víi

víi

 

     Vì   
⎩
⎨
⎧

>∞

<
=

−
−∞=− −→→ ++ 1   

1    0
)(

1lim     ,     )ln(lim 1 α
α

α  nÕu
 nÕu

ax
ax

axax
 

     Suy ra tích phân đã cho hội tụ với 1<α  và phân kỳ với 1≥α . 

B. Điều kiện hội tụ của tích phân suy rộng 

     Chúng ta giới hạn trường hợp  giữ nguyên dấu trên . Giả sử       

trên  và  

)(xf ),( ba 0)( ≥xf

[ )ba, ∞=− )(bf
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Chương 4: Phép tính tích phân 

     Đặt   ∫
−

=
ε

εφ
b

a

dxxf )()(

     Rõ ràng )(εφ  là hàm số giảm ở lân cận bên phải của điểm 0. Từ định lí về giới hạn của 
hàm đơn điệu, chúng ta nhận được định lí sau đây: 

Định lí:  Để tich phân suy rộng  hội tụ, điều kiện cần và đủ là ∫
b

a

dxxf )( )(εφ  bị chặn ở lân 

cận bên phải điểm 0=ε , tức là 0)( >∀≤ εεφ   ,  L  

     Các định lí so sánh ở mục 4.5.1 hoàn toàn đúng cho các trường hợp tích phân suy rộng 
với hàm dưới dấu tích phân có cực điểm. Các hệ quả tương  tự với hệ quả 1,2 sẽ là: 

Hệ quả 1’:  Giả sử với x  đủ gần  và b )( bx <  hàm số  có dạng  )(xf

                    0)(0
)(
)()( ≥>

−
= xgk

xb
xgxf k    ,      ,    khi đó: 

     Nếu  và 1<k ∞<≤≤ cxg )(0  thì  hội tụ. ∫
b

a

dxxf )(

     Nếu  và  thì  phân kỳ trong đó  là hằng số  1≥k 0)( >≥ cxg ∫
b

a

dxxf )( c

Hệ quả 2’:  Nếu  và là VCL cấp  so với VCL  0)( ≥xf k
xb −

1
 tại  thì  b

      hội tụ khi  và phân kỳ khi . ∫
b

a

dxxf )( 1<k 1≥k

Ví dụ 5:  Xét sự hội tụ của các tích phân suy rộng sau: 

a.  1
)1)(1(

1

0
222

<
−−

∫ k
xkx

dx
 ,    ;   b.  ∫

1

0 ln x
dx

   ;   c.  
2

0
coscos0

π
θ

θϕ
ϕθ

≤<
−∫  , 

d
 

d.  ∫ −−

1

0
3 )( xx eex

dx
                         e.      ∫

+∞
−−

0

1 dxex xp

Giải: 

a. Hàm dưới dấu tích phân có một cực điểm 1=x , là VCL cấp 
2
1

 so với VCL 
x−1

1
 tại 

. Vậy tích phân suy rộng hội tụ. 1=x
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Chương 4: Phép tính tích phân 

b. ∫
1

0 ln x
dx

.    0
ln
1lim

0
=

+→ xx
, vậy hàm 

xln
1

  có cực điểm tại 1=x                                                               

  1
1

1:
ln
1

1⎯⎯→⎯⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

− →xxx
, theo hệ quả 2’, tích phân suy rộng phân kỳ. 

c. θϕ
π

θ
θϕ

ϕθ

=≤<
−∫   ,  

2
0  ,  

coscos0

d
 là cực điểm 

Nhận xét 
2

sin
2

sin2
2

sin
2

sin2coscos ϕθθϕθϕθϕθϕ −+
=

−+
−=−  

     
θϕθθϕ

ϕθ

ϕθθϕ θϕ sin
1

2
sin

2
sin

21:
coscos

1
⎯⎯ →⎯

−+

−

=
−− →  

Vậy tích phân hội tụ. 

d. 0
)(

1

0
3

=
−

∫ −
x

eex
dx

xx
   ,     là cực điểm. 

     3
2

332 .2~)()(2 xeexxoxee xxxx −− −⇒+=−  khi  0→x

Theo hệ quả 2’, tích phân suy rộng hội tụ. 

e.  ∫∫∫
∞

−−−−
∞

−− +=
1

1
1

0

1

0

1 dxexdxexdxex xpxpxp

Xét , Nếu  ta nhận được tích phân thông thường.  ∫ −−
1

0

1 dxex xp 1≥p

Nếu , nhận được tích phân suy rộng, hàm dưới dấu tích phân có cực điểm tại 1<p 0=x  

Nhận thấy 11: 01
1 ⎯⎯→⎯=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→
−

−
−−

x
x

p
xp e

x
ex , theo hệ quả 2’, tích phân suy rộng hội tụ khi 

 hay  11 <− p 0>p

Xét . Nhận thấy  ∫
+∞

−−

1

1 dxex xp pex
x

ex x
xpxp ∀⎯⎯ →⎯=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+∞→
−+−−   ,  01: 1

2
1  

Vậy tích phân suy rộng hội tụ khi . 0>p

Chú ý: 

• Tích phân suy rộng có các tính chất tương tự như tích phân xác định  
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Chương 4: Phép tính tích phân 

• Để tính tích phân suy rộng (trường hợp tích phân suy rộng hội tụ), người ta cũng thường 
sử dụng hai phương pháp cơ bản: Đổi biến số và tích phân từng phần. Sau đây, ta đưa ra một số ví 
dụ về tích phân suy rộng thường đề cập đến trong các lĩnh vực kỹ thuật. 

Ví dụ 6*:  Tích phân Euler.   ∫=
2

0

sinln

π

xdxE  

Sự hội tụ của tích phân có thể suy ra bằng cách so sánh với 10
2

0

<<∫ α

π

α   ,  
x
dx

 

Giải: 
     Đặt  tx 2=

                    ∫∫∫ ++==
4

0

4

0

4

0

cosln2sinln22ln
2

2sinln2

πππ

π tdttdttdtE  

     Xét   ∫
4

0

cosln

π

tdt , đặt απ
−=

2
t  

              ∫∫ =
2

4

4

0

sinlncosln

π

π

π

ααdtdt  

     Suy ra 2ln
2

22ln
2

ππ
−=⇒+= EEE  

Ví dụ 7*:  Tích phân Euler-Poisson.   ∫
+∞

−=
0

2

dxeI x

Giải: 

     Sự hội tụ có thể thấy được khi để ý rằng: 1>∀x  có  mà  hội tụ xx ee −− <
2

∫
+∞

−

0

dxe x

     Nhận thấy hàm số  đạt giá trị lớn nhất khi tetxg −+= )1()( 0=t  
     và . Vậy 1)0(max == gg 0≠∀t  có  1)1( <+ −tet
     Thay  nhận được  2xt ±=

              2
2

2

2

1
11

1)1(

1)1( 2

2

2

x
ex

ex

ex x

x

x

+
<<−⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<+

<− −

−
 

     Với  10 << x  có   nnx xe )1( 22

−>−

                       có  x∀ n
nx

x
e

)1(
1

2

2

+
<−  

      Từ đó  ∫∫∫∫
∞+∞

−−

+
<<<−

0
2

0

1

0

1

0

2

)1(
)1(

22

n
nxnxn

x
dxdxedxedxx  
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Chương 4: Phép tính tích phân 

     Thực hiện phép đổi biến  xnu =  

                    
n
Idue

n
dxe unx == ∫∫

∞
−

∞
−

00

22 1
 

     Thực hiện phép đổi biến  tx cos=  

                    
!)!12(

!)!2(sin)1(
2

0

12
1

0

2

+
==− ∫∫ +

n
ntdtdxx nn

π

 

     Thực hiện phép đổi biến  gtx cot= , ta có 

                    .
2

.
!)!22(
!)!32(sin

)1(

2

0

22

0
2

π
π

−
−

==
+ ∫∫ −

∞

n
ntdt

x
dx n

n  

     Thay các tích phân đã tính vào bất đẳng thức trên, nhận được  

                    
2

.
!)!22(
!)!32(

!)!12(
!)!2( π

−
−

<<
+ n

nnI
n

nn  

     Bình phương các vế bất đẳng thức kép trên. 

                    
4

)12.(
!)!22(
!)!32(

1212
1

!)!12(
!)!2(

12

22
2

2
π

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

−
<<

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

n
n
n

n
nI

nn
n

n
n

 

     Theo công thức Wallis (Xem ví dụ 6 mục 4.2.2) 

                    
12

1.
!)!12(

!)!2(lim
2

2

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
∞→ nn

n
n

π
 

     Suy ra     
24

2 ππ
=⇒= II  

Ví dụ 8*:   Tính  ∫
+∞

+
=

0
41 x

dxJ  

Giải: 

     Đặt  ∫∫∫
∞∞∞

+
=

+
=

+
=⇒=

0
4

2

0
4

2

0
4 111

1
x

dxx
t

dtt
x

dxJ
t

x  

                      ∫∫
∞∞

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=⇒
+
+

=⇒
0

2
2

2

0
4

2

1

11

2
1

1
12

x
x

dx
xJdx

x
xJ  

     Đặt  
x

xz 1
−= , nhận được  

                    
22222

1
22

1
2

π
==

+
= ∞+

∞−

+∞

∞−
∫

zarctg
z

dzJ  
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Chương 5: Lý thuyết chuỗi 

CHƯƠNG V: LÝ THUYẾT CHUỖI 
 

5.1. CHUỖI SỐ 

5.1.1. Các khái niệm chung 

A. Định nghĩa chuỗi số và sự hội tụ của chuỗi số 

1. Cho dãy số thực  với mọi             Raa nn ∈  ,  )( n

Gọi  là một  chuỗi số thực  ......21 ++++ naaa

Kí hiệu chuỗi số trên là         (5.1) ∑
∞

=1k
ka

Số thực  với  xác định gọi là số hạng thứ   của chuỗi , với  không xác định gọi là số 
hạng tổng quát của chuỗi .Sau đây là một vài chuỗi số dạng đặc biệt : 

ka k k k

...1)1(...
3
1

2
111)1( 1

1

1 +−+−+−=− −
∞

=

−∑ nn
n

n

n    có số hạng tổng quát là 
n

n 1)1( 1−−  

...)1(...1111)1( 1

1

1 +−++−+−=− −
∞

=

−∑ n

n

n  

...
2
1...

8
1

4
1

2
11

2
1

0

++++++=∑
∞

=
k

k
k   gọi là chuỗi cấp số nhân có công bội là 

2
1

. 

...1...
2
111

1

++++=∑
∞

= nnn

   gọi là chuỗi điều hoà . 

...1...
3
1

2
111

1

+++++=∑
∞

=
αααα nnn

  gọi là chuỗi Riemann với tham số α . 

2. Cho chuỗi số (5.1). Gọi tổng riêng thứ n của chuỗi (5.1) là  

                                        (5.2) ∑
=

=
n

i
in aS

1

Nếu   (hữu hạn) thì nói rằng chuỗi số (5.1) hội tụ và có tổng là S,  khi đó kí hiệu     SSnn
=

∞→
lim

Sa
i

i =∑
∞

=1

. Nếu không xảy ra điều trên nói rằng chuỗi (5.1) phân kì . 

3. Nếu chuỗi (5.1) hội tụ về S thì gọi nn SSR −=  là phần dư thứ n của chuỗi. Theo trên suy ra: 

Để chuỗi (5.1) hội tụ về S thì cần và đủ là phần dư  hội tụ về 0. nR
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Chương 5: Lý thuyết chuỗi 

Ví dụ 1:  Xét sự hội tụ của chuỗi cấp số nhân với công bội q 

                              0  ,  
0

≠∑
∞

=

aaq
k

k

Giải:  

    Tính tổng riêng thứ n : 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
−
−

=

1

1
1
1.

qna

q
q
qa

S

n

n

              

     

víi

víi
 

    Bây giờ tìm  : nn
S

∞→
lim

    Nếu 1<q  thì  
q

aSnn −
=

∞→ 1
lim  

    Nếu 1≥q  thì   không hội tụ. )( nS

    Vậy chuỗi cấp số nhân hội tụ khi và chỉ khi 1<q . 

Ví dụ 2:  Xét sự hội tụ của chuỗi điều hoà   ∑
∞

=1

1
n n

 

Giải: 

    Tính tổng riêng thứ n :    
n

Sn
1...

2
11 +++=  

    Tổng riêng thứ  2n :    
nn

SS nn 2
1...

1
1

2 ++
+

+=  

    Suy ra 
2
1

22
1...

1
1

2 =>++
+

=−
n

n
nn

SS nn   Theo tính chất của dãy số hội tụ    

    chứng tỏ   không hội tụ . Vậy chuỗi điều hoà phân kì . )( nS

Ví dụ 3:   Xét sự hội tụ của chuỗi  ∑
∞

= +1 1
ln

n n
n

 

Giải: 

    [ ]∑∑
==

+−=
+

=
n

k

n

k
n kk

k
kS

11
)1ln(ln

1
ln  

        )1ln(ln...3ln2ln2ln1ln +−++−+−= nn )1ln( +−= n  

    −∞=+−=
∞→∞→

)1ln(limlim nS
nnn

   Vậy chuỗi phân kì. 
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Chương 5: Lý thuyết chuỗi 

Ví dụ 4:   Xét sự hội tụ của chuỗi số  ∑
∞

= +1 )1(
1

n nn
 

Giải:  

    ∑∑
==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

+
=

n

k

n

k
n kkkk

S
11 1

11
)1(

1
 

        
1

11
1

11...
3
1

2
1

2
11

+
−=

+
−++−+−=

nnn
 

    ∑
∞

=
∞→∞→ +

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

1 )1(
11

1
11limlim

nnnn nnn
S . 

B. Điều kiện hội tụ của chuỗi số 

Từ điều kiện Cauchy cho dãy số hội tụ  suy ra. 

Định lí 1:   Để chuỗi số (5.1) hội tụ thì cần và đủ là  

                   *
00 ,  ,    ,    :  ,  0 Npnpnnn ∈∀>∀∃>∀ε

              ε<+++⇒ ++ pnnn aaa ...1  

Từ định nghĩa về sự hội tụ của chuỗi số suy ra: 

Định lí 2:   Điều kiện cần của chuỗi số hội tụ là số hạng tổng quát  dần đến 0 khi 
   

na
   :∞→n

0lim =
∞→ nn

a        (5.3) 

Chứng minh:   Cho chuỗi (5.1) hội tụ về S tức là  

     , ta có  SSnn
=

∞→
lim 11 ++ += nnn aSS  hay nnn SSa −= ++ 11  

    Vì   0)(lim 1 =−=−+∞→
SSSS nnn

,  

    Nên    0lim 1 =+∞→ nn
a

Chú ý:  Điều kiện (5.3) không phải là điều kiện đủ của chuỗi hội tụ, điều này nhận thấy 
được qua các ví dụ 2 và ví dụ 3. 

C. Tính chất của chuỗi số hội tụ 

1. Tính chất hội tụ hay phân kì của chuỗi số vẫn giữ nguyên khi thay đổi hữu hạn số hạng 
đầu tiên của chuỗi .                                                                  

Thật vậy: Gọi tổng riêng thứ n của chuỗi ban đầu là  còn tổng riêng thứ n của chuỗi khi 

thay đổi  k số hạng đầu tiên của chuỗi là  Vậy rõ ràng 
nS

'nS aSS nn += '  trong đó a là hiệu số 2 tổng  

k  số hạng đầu tiên cũ và mới. Suy ra   và  cùng hội tụ hay cùng phân kì. nS 'nS
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Chương 5: Lý thuyết chuỗi 

2.  Nếu chuỗi (5.1) hội tụ về S thì chuỗi  hội tụ về ∑
∞

=1i
iaλ Sλ . Thật vậy nếu gọi tổng riêng 

thứ  n  của (5.1) là   thì nS

                                  n

n

i
i

n

i
i Saa λλλ == ∑∑

== 11

                                  Sa
i

i λλ =∑
∞

=1

3.  Nếu các chuỗi   ∑  và   hội tụ tương ứng về A và B thì chuỗi                                                   
∞

=1i
ia ∑

∞

=1i
ib

∑
∞

=

+
1

)(
i

ii ba  hội tụ về A+B.                                                                                     

Thật vậy        ∑ ∑∑
= ==

+=+
n

i

n

i
i

n

i
iii baba

1 11

)(

Qua giới hạn sẽ có   BAba
i

ii +=+∑
∞

=1

)(

Chú ý:  Các khái niệm trên được chuyển sang cho chuỗi số phức 

                           (5.4) ∑∑
∞

=

∞

=

+=
11

)Im(Re
i

ii
i

i zizz

Cụ thể : Để chuỗi số phức (5.4) hội tụ cần và đủ là 2 chuỗi số thực      

∑
∞

=1

Re
i

iz  và  cùng hội tụ và ta có : ∑
∞

=1

Im
i

iz

                       ∑∑∑
∞∞

=

∞

=

+=
111

ImRe i
i

i
i

i zizz

5.1.2. Chuỗi số dương 

Sau đây xét chuỗi số   với  các kết quả sẽ được chuyển sang cho chuỗi số   

 với  

∑
∞

=1i
ia *

+∈ Rai

∑
∞

=1i
ia −∈ *Rai

A. Điều kiện hội tụ của chuỗi số dương  

Định lí: Chuỗi số dương hội tụ khi và chỉ khi dãy tổng riêng của nó bị chặn trên.   
 NnMSn ∈∀≤    ,   

Chứng minh:    
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Ta biết rằng chuỗi số hội tụ khi và chỉ khi dãy  hội tụ  )( nS

Ta có   vì . Suy ra  đơn điệu tăng. Để   hội tụ thì 

cần và đủ là 
nnnn SaSS >+= ++ 11 01 >+na )( nS )( nS

M∃ sao cho nMSn ∀≤   ,   (Theo tính chất hội tụ của dãy đơn điệu). 

B. Các tiêu chuẩn về sự hội tụ 

1. Các định lí so sánh. 

Cho 2 chuỗi số dương  ∑   (a)   và    (b) 
∞

=1i
ia ∑

∞

=1i
ib

Định lí 1:  Giả sử   *
00   ,    ,  Nnnnba nn ∈≥∀≤

Khi đó: Nếu chuỗi (b) hội tụ thì chuỗi (a) hội tụ . 

             Nếu chuỗi (a) phân kì thì chuỗi (b) phân kì . 

Chứng minh:  Xét hai chuỗi mới được thành lập bằng cách thay đổi  số hạng đầu tiên 

của mỗi chuôi (a) , (b) để xảy ra bất đẳng thức  
0n

Nnba nn ∈∀≤    ,   . Theo tính chất 1 của chuỗi 

số ta chỉ việc chứng minh định lí với điều kiện   *  ,  Nnba nn ∈∀≤

Các tổng riêng sẽ thoả mãn:  nBbaA n

n

k
k

n

k
kn ∀=≤= ∑∑

==

   ,   
11

• Nếu chuỗi (b) hội tụ thì tồn tại số M sao cho  nMAnMB nn ∀≤⇒∀≤           Vậy chuỗi 
(a) hội tụ . 

• Nếu chuỗi (a) phân kì thì rõ ràng chuỗi (b) phân kì , nếu không sẽ mâu thuẫn với điều vừa 
chứng minh trên . 

Định lí 2:  Giả sử  k
b
a

n

n

n
=

∞→
lim  

Khi đó: Nếu +∞<< k0  hai chuỗi (a) và (b) cùng hội tụ hoặc cùng phân kì 

             Nếu  và chuỗi (b) hội tụ thì chuỗi (a) hội tụ. 0=k
             Nếu  và chuỗi (b) phân kì thì chuỗi (a) phân kì . ∞=k
Chứng minh:   

• Nếu +∞<< k0  , Lấy 0>ε  đủ bé sao cho 0>−εk . Theo định nghĩa giới hạn , tồn tại 
 sao cho   *

0 Nn ∈

     có  0nn >∀ ε<− k
b
a

n

n  hay  nnn bkakb )()( +<<− εε  

    Theo tính chất 2 về chuỗi số hội tụ và định lí 1 suy ra hai chuỗi (a) và (b) cùng hội tụ 
hoặc cùng phân kì. 
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• Nếu  k=0, lấy 0>ε , sẽ tồn tại  để *
0 Nu ∈ 0nn >∀  sẽ có nn ba ε< . Từ đó ta thấy: Khi 

chuỗi (b) hội tụ thì chuỗi  hội tụ , Theo định lí 1 chuỗi (a) sẽ hội tụ . Khi chuỗi (a) phân kì 

thì chuỗi  phân kì , Theo tính chất 1 suy ra chuỗi (b) phân kì . 

∑
∞

=1k
kbε

∑
∞

=1k
kbε

Kết luận này đã chứng minh trường hợp  ∞=k  

2. Các tiêu chuẩn hội tụ . 

a. Tiêu chuẩn Đalămbe (D’Alembert). 

Gọi  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= +

n

n
n a

aD 1)(  là dãy D’Alembert       (5.5) 

Nếu tồn tại số  sao cho *
+∈ Rq 1<≤ qDn  thì chuỗi hội tụ  

Nếu   thì chuỗi phân kì  1≥nD

Chứng minh:   

• Nếu   thì   Chuỗi cấp số nhân   hội tụ 

vì . Vậy chuỗi đã cho hội tụ  

1<≤ qDn
n

nnn qaqaqaa 1
2

11 ... <≤≤≤ −+ ∑
∞

=1
1

n

nqa

10 << q

• Nếu  thì  . Vậy không hội tụ về 0. Chứng tỏ 
chuỗi phân kì  

1≥nD 0... 111 >≥≥≥≥ −+ aaaa nnn )( na

Tiêu chuẩn D’Alembert ở dạng "bất đẳng thức" đã nêu ít khi được áp dụng do việc tìm số q 
rất khó khăn. Thông thường dùng tiêu chuẩn D’Alembert ở dạng "giới hạn" cho bởi định lí sau.  

Định lí:  Giả sử    khi đó: DDnn
=

∞→
lim

Nếu  thì chuỗi phân kì    1>D

         thì chuỗi hội tụ  1<D

         thì chưa thể kết luận được. 1=D

Chứng minh: 

• Nếu , lấy 1>D 0>ε  sao cho 1>−εD  Khi đó 

      εε +<<−<⇒>∀∃ DDDnnn n1    : 00   Theo trên chứng tỏ chuỗi phân kì . 

• , hoàn toàn tìm được số 1<D 0>ε  sao cho 1<+= εDq  Khi đó   có 

  Theo trên chuỗi hội tụ. 
00    : nnn >∀∃

1<< qDn

• Nếu  . thì các ví dụ 2 và ví dụ 4 đã chứng minh kết luận của định lí. 1=D
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b. Tiêu chuẩn Côsi (Cauchy). 

Gọi  ( )n
nn aC =)(   là dãy Cauchy       (5.6) 

Nếu tồn tại số    sao cho *
+∈ Rq 1<≤ qCn  thì chuỗi số hội tụ  

Nếu   thì chuỗi số phân kì . 1≥nC

Chứng minh: 

• Nếu  1<≤= qaC n
nn   thì  . Chuỗi cấp số nhân  hội tụ vì n

n qa ≤ ∑
∞

=1n

nq 10 << q  nên 

chuỗi số dương đã cho hội tụ. 

• Nếu   thì  chứng tỏ  không thể hội tụ về 0, do đó chuỗi phân kì. 1≥nC 1≥na )( na

Định lí:  Giả sử    khi đó CCnn
=

∞→
lim

Nếu   thì chuỗi phân kì  1>C

          thì chuỗi hội tụ  1<C

          thì chưa thể kết luận được. 1=C

Chứng minh:  

• Nếu , lấy 1>C 0>ε  sao cho  1>− εC , khi đó 0n∃  để nCCnn <−⇒>∀ ε0 . Theo 
trên suy ra chuỗi phân kì  

• Nếu , lấy 1<C 0>ε  sao cho 1<+= εCq  khi đó 0n∃  để  0nn >∀  có 1<< qCn  Vậy 
chuỗi hội tụ  

• Nếu , các ví dụ 2 và ví dụ 4 đã chứng minh điều kết luận cuối cùng của định lí. 1=C

c. Tiêu chuẩn tích phân Cauchy-McLaurin. 

Giả sử   dương và liên tục trên )(xf [ )+∞,1  thoả mãn các điều kiện. 

                   
⎩
⎨
⎧

=∀=
∞→

    , 
  
,...2,1)(

)(
nanf

xxf

n

 khi0  vÒmgi¶  

Khi đó chuỗi   hội tụ hay phân kì cùng với sự hội tụ hay phân kì của tích phân  

       

∑
∞

=1n
na

∫
+∞

1

)( dxxf

Chứng minh: 

Vì  đơn điệu giảm nên )(xf [ ] *  ,  ,1 Nkkkx ∈−∈∀  có )1()()( −≤≤ kfxfkf  
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suy ra   1
111

)1()()( −
−−−

=−≤≤= ∫∫∫ k

k

k

k

k

k

k
k adxkfdxxfdxkfa

Sau khi lấy tổng ứng với k từ  2 đến n sẽ có 

             trong đó  nn

n

n aSdxxfaS −≤≤− ∫
1

1 )( ∑
=

=
n

i
in aS

1

• Nếu  hội tụ thì   bị chặn trên  ∫
+∞

1

)( dxxf ∫
n

dxxf
1

)( n∀ ,  nghĩa là  M∃  để cho    

                                                       nMdxxf
n

∀≤∫   ,   
1

)(

       Suy ra  Chứng tỏ chuỗi hội tụ . naMSn ∀+≤     ,   1

• Nếu   phân kì thì   không bị chặn trên mà    ∫
+∞

1

)( dxxf ∫
n

dxxf
1

)(

               ∫+≥
n

nn dxxfaS
1

)(

Vậy  không bị chặn trên do đó chuỗi phân kì  nS

Sau đây chúng ta xét một số ví dụ về sự hội tụ hay phân kì của chuỗi số nhờ vào các định lí 
so sánh và các tiêu chuẩn đã đưa ra ở trên  

Ví dụ 1:   )0(
)(ln

1
2

>∑
∞

=

p
nn

p      

Giải:   

    Vì  ∞→pn
n

)(ln
 khi ∞→n  nên Nn ∈∃ 0  để  0nn >∀  có  

nn p

1
)(ln

1
>  , mà  

    chuỗi điều hoà phân kì , vậy theo định lí so sánh 1 suy ra chuỗi đã cho phân kì 

Ví dụ 2:     ∑
∞

=2
ln)(ln

1
n

nn
 

Giải:    

                  )ln(ln)ln(ln.lnln

11
)(ln

1
nnnn nen

==  

    Vì  khi ∞→)ln(ln n ∞→n  nên với n đủ lớn sẽ có   2)ln(ln >n
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    Suy ra  2ln

1
)(ln

1
nn n <  mà chuỗi  ∑

∞

=2
2

1
n n

 hội tụ (Xem ví dụ 8 dưới đây). Vậy  chuỗi đã 

cho hội tụ  

Ví dụ 3:     ∑
∞

=1

1
n

n nn
 

Giải:   

    Do  1→n n  khi , vậy ∞→n
nnnn

1~1
 khi ∞→n , chứng tỏ chuỗi đã cho phân kì  

Ví dụ 4:     ∑
∞

=3
)ln(ln)(ln

1
n

nn
 

Giải: 

    
( )2)ln(ln)ln(ln

1
)(ln
1

nn en
=   Vì  ( )2)ln(lnln nn >  

    nên  
nen nn

11
)(ln
1

ln)ln(ln =>  Vậy chuỗi đã cho phân kì. 

Ví dụ 5:      )0(
!

1
1

>+∑
∞

=

x
n
x

n

n

  ,   

Giải: 

    Có  0lim
1

=
+

=
∞→ nnn D

n
xD    ,   . Vậy chuỗi hội tụ với 0>∀x . 

Ví dụ 6:     ∑
∞

=

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1

)0(!
n

n

x
n
xn   ,   

Giải:                                                                                                                               

    Có  
e
xD

n

xD nnnn =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
∞→

lim
11

   ,                                                                          

    Với  ex =  có  1
11

>

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

= nn

n

xD  bởi vì  e
n

n

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

11    

    Vậy chuỗi hội tụ với  ex < , chuỗi phân kì  với  ex ≥  
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Ví dụ 7:      )0lim0(
1

>=>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∞→

∞

=
∑ xaaa

a
x

nnn
n

n

n

  ,        ,   vµ  

Giải: 

    Có  
n

n a
xC =  

    Nếu   thì  0=a ∞=
∞→ nn

Clim

    Nếu   thì  ∞=a 0lim =
∞→ nn

C

    Nếu  +∞<< a0  thì  
a
xCnn

=
∞→

lim    

    Vậy nếu 0=a  thì chuỗi phân kì  

                   ∞=a  chuỗi hội tụ  

                   +∞<< a0 , chuỗi hội tụ khi  ax <  

                                       chuỗi phân kì khi ax >  

                                       chưa kết luận khi ax =  

    Thật vậy xét các chuỗi số sau với a=1 

                             ( )∑
∞

=1

1
n

nn n
 phân kì  

                             ( )∑
∞

=1 2

1
n

n
n n

 hội tụ     

    Xem ví dụ 8 dưới đây 

Ví dụ 8:   Xét sự hội tụ của chuỗi sau theo tham số α  (chuỗi Riemann) ∑
∞

=1

1
n nα    

Giải: 

    Đặt  αx
xf 1)( = . Hàm số này thoả mãn các điều kiện của tiêu chuẩn tích   

    phân Cauchy-McLaurin . 

    ∫
+∞

1
αx

dx  hội tụ khi 1>α , phân kì khi 1≤α    (Xem ví dụ 1, mục 4.5) 

    Vậy chuỗi Riemann hội tụ với 1>α , phân kì với 1≤α  
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Ví dụ 9:    )0(
ln

1
2

1 >∑
∞

=
+ αα     ,    

n nn
 

Giải: 

    Đặt  
xx

xf α+= 1ln
1)(  , nguyên hàm của  trên  )(xf [ )+∞,2  là  

x
xF αα ln

1)( −=  

    0)(lim =
+∞→

xF
x

 Vậy   hội tụ , do đó chuỗi đã cho hội tụ . ∫
+∞

2

)( dxxf

Ví dụ 10:     ∑
∞

=3 )ln(ln.ln
1

n nnn
 

Giải: 

    
)ln(ln.ln

1)(
xxx

xf =  có nguyên hàm là ( ))ln(lnln)( xxF =  

    +∞=
+∞→

)(lim xF
x

, tích phân   phân kì , chứng tỏ chuỗi đã cho phân kì  ∫
+∞

3

)( dxxf

5.1.3. Chuỗi đan dấu 

A. Định nghĩa chuỗi đan dấu 

Chuỗi số có dạng   trong đó  ∑
∞

=

+−
1

1)1(
k

k
k a kak ∀>   ,  0      (5.7) 

hoặc   trong đó  ∑
∞

=

−
1

)1(
k

k
k a kak ∀>   ,  0        (5.8) 

gọi là chuỗi đan dấu. 

Chẳng hạn   ∑ ∑
∞

=

∞

=

−
+

−
0 1

2

)1(
1

1.)1(
n n

n
n

nn
    ,     là các chuỗi đan dấu 

Sự hội tụ hay phân kì của các dạng (5.7) , (5.8) có tính chất như nhau. Dưới đây chúng ta 
xét dạng (5.7). 

B. Điều kiện hội tụ của chuỗi đan dấu 

Định lí Leibnitz. 

Cho chuỗi (5.7) nếu dãy thoả mãn các điều kiện : )( na

-    Dãy  đơn điệu giảm:   )( na Nnaa nn ∈∀> +   ,  1  

-  0lim =
∞→ nn

a
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Thì chuỗi (5.7) hội tụ về tổng S và  1aS <  

Chứng minh: Dãy tổng riêng chẵn  có thể biểu diễn như sau:    ∑
=

+−=
m

n
n

n
m aS

2

1

1
2 )1(

)(...)()( 21243212 mmm aaaaaaS −++−+−= −  

Do   , nên dãy   là dương và tăng ngặt. Mặt khác. Nnaa nn ∈∀> +   ,  1 )( 2mS

                mmmm aaaaaaS 212223212 )(...)( −−−−−−= −−  

Suy ra   , như  vậy  12 aS m < SS mm
=

∞→ 2lim   (Theo định lí 1 mục 1.3.3.) 

Dãy tổng riêng lẻ có dạng :  12212 ++ += mmm aSS  

Vì 0lim 12 =+∞→ mm
a  nên  SSS mmmm

==
∞→+∞→ 212 limlim  

Vậy    (Xem hệ quả mục 1.3.4). Chứng tỏ chuỗi  hội tụ về S. SSnn
=

∞→
lim

Mặt khác  )( 1221212 +−+ −−= mmmm aaSS  suy ra dãy   dương và giảm ngặt . Vì thế 
nhận được bất đẳng thức  

)( 12 +mS

                 112122 ... aSSSS mmm <<<<< −+  

Ví dụ 1:   Xét sự hội tụ của chuỗi số sau : 

                ∑
∞

=

+ >−
1

1 )0(1)1(
n

n

n
αα   ,   

Giải: 

    Chuỗi là đan dấu thoả mãn các điều kiện của định lí Leibnitz: 

    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

αn
1

  đơn điệu giảm và  01lim =
∞→ αnn

 vậy chuỗi hội tụ. 

Ví dụ 2: Xét sự hội tụ của chuỗi số      ∑
∞

=

−+

2

.)1(1
n

n

n
n

 

Giải: 

    Chuỗi là đan dấu tuy nhiên phân kì  vì là tổng của chuỗi điều hoà   ∑
∞

=2

1
n n

  

    và chuỗi đan dấu  ∑
∞

=

−

2 2
1

)1(
n

n

n
 đã xét ở ví dụ 1 với 

2
1

=α . 

 184

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 5: Lý thuyết chuỗi 

5.1.4. Chuỗi có số hạng mang dấu bất kì 

A. Sự hội tụ tuyệt đối và bán hội tụ 

Cho chuỗi số bất kì      (a) Raa i
i

i ∈∑
∞

=

   ,   
1

Lập chuỗi số dương ∑
∞

=1i
ia                  (b) 

1. Nếu chuỗi (a) hội tụ và chuỗi (b) phân kì thì nói  rằng chuỗi (a) bán hội tụ 

2. Nếu chuỗi (a) và (b) cùng hội tụ thì nói rằng chuỗi (a) hội tụ tuyệt đối . 

Định lí:   Nếu chuỗi (b) hội tụ thì chuỗi (a) cũng hội tụ . 

Chứng minh:     Giả sử chuỗi (b) hội tụ về S’  

Gọi  là tổng riêng thứ n của chuỗi (a) và  là tổng riêng thứ n của chuỗi (b), tức là: nS 'nS

                nnnn QPaaaS −=+++= ...21  

                nnnn QPaaaS +=+++= ...' 21  

Trong đó  là tổng các số dương trong n số hạng đầu tiên , còn nP nQ−  là  

tổng các số âm trong n số hạng đầu tiên. Vì chuỗi (b) hội tụ về S’ nên dãy  tăng ngặt 
và hội tụ về S’: 

)'( nS

                ''''lim SSSS nnn
<=

∞→
      vµ  

Rõ ràng các dãy  tăng ngặt và thoả mãn: )()( nn QP     vµ

                      '' SSP nn <≤

                     nSSQ nn ∀<≤   ,  ''  

    Suy ra các dãy  hội tụ : )()( nn QP     vµ

                     QQPP nnnn
==

∞→∞→
limlim    ,   

    Vậy          SQPQPS nnnnn
=−=−=

∞→∞→
)(limlim , 

    Nghĩa là chuỗi (a) hội tụ về  S. 

Chú ý: Trong nhiều bài toán xét sự hội tụ của chuỗi số (a), nhờ vào định lí  trên người ta đi 
xét sự hội tụ của chuỗi (b). Đó là chuỗi số dương nên có thể sử dụng các tiêu chuẩn trong mục B 
của 5.1.2. Trong trường hợp sử dụng tiêu chuẩn D’Alembert hoặc Cauchy mà chuỗi (b) phân kì 
thì kết luận chuỗi (a) cũng phân kì vì thấy ngay được trong trường hợp này số hạng tổng quát 
không dần tới không khi  ∞→n

B*. Một số tính chất của chuỗi bán hội tụ và hội tụ tuyệt đối 
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Chương 5: Lý thuyết chuỗi 

1. Nếu chuỗi đã cho là bán hội tụ thì có thể lấy số  tuỳ ý (hữu hạn hoặc vô hạn) để sao cho 
khi thay đổi vị trí các số hạng được chuỗi mới hội tụ về . Nói cách khác, trong trường hợp này 
tính chất giao hoán, tính chất kết hợp không còn đúng đối với tổng vô hạn. 

*S
*S

Chẳng hạn: Xét chuỗi bán hội tụ  

                2ln...
2
1

12
1...

3
1

2
11 =+−

−
+−+−

kk
 

có tổng riêng thứ 2n là: ∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
=

n

k
n kk

S
1

2 2
1

12
1

 

(Chuỗi hội tụ về , xem công thức 5.35) 2ln=S

Xét chuỗi mới do thay đổi vị trí các số hạng  

                ...
4
1

24
1

12
1...

8
1

6
1

3
1

4
1

2
11 +−

−
−

−
++−−+−−

kkk
 

Xét các tổng riêng của chuỗi này. 

                n

n

k

n

k
n S

kkkkk
S 2

11

*
3 2

1
2
1

12
1

2
1

4
1

24
1

12
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−

−
= ∑∑

==

 

                
n

SS nn 4
1*

3
*

13 +=−  

                
24

1*
13

*
23 −

+= −− n
SS nn  

Suy ra      2ln
2
1lim

2
1limlimlim 2

*
23

*
13

*
3 ====

∞→−∞→−∞→∞→ nnnnnnnn
SSSS  

Chứng tỏ chuỗi mới hội tụ về  .2ln
2
1* =S  

2. Nếu chuỗi đã cho hội tụ về S và là hội tụ tuyệt đối thì chuỗi mới nhận được  bằng cách 
thay đổi vị trí các số hạng hoặc bằng cách nhóm một số hữu hạn các số hạng lại cũng hội tụ về S 
và cũng là hội tụ tuyệt đối. Nói cách khác trong trường hợp này tính chất giao hoán và kết hợp 
được giữ nguyên đối với chuỗi vô hạn  

3. Cho hai chuỗi số                                                                  ∑∑
∞

=

∞

= 11

      
i

i
i

i ba vµ

Lập bảng số      ...     ...             1131211 babababa k

                              ...     ...             2232221 babababa k

                              ......................................... 

                              ...     ...             jkjjj babababa 321
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     Lập dãy số     với )( nu ...12212111   ,    ,  babaubau +==  

                            với )( nv ...  ,    ,  1222212111 bababavbav ++==  

     Các chuỗi   gọi là chuỗi tích của hai chuỗi đã cho. ∑∑
∞

=

∞

= 11 n
n

n
n vu       vµ

     Nếu hai chuỗi đã cho hội tụ tương ứng về   và là hội tụ tuyệt đối thì các chuỗi 
tích của chúng hội tụ về  và là hội tụ tuyệt đối. 

21 SS   ,  

21  . SS

5.2. CHUỖI HÀM 

5.2.1. Các khái niệm chung về chuỗi hàm 

A. Định nghĩa chuỗi hàm 

Cho dãy hàm thực  ( ) ),()( baxxfn ∈  ,  , 

gọi          (5.9)  ∑
∞

=

=++++
1

21 )(...)(...)()(
k

kn xfxfxfxf

là một chuỗi hàm xác định trên (a,b). 

B. Miền hội tụ của chuỗi hàm 

1. Điểm   là điểm hội tụ của chuỗi hàm nếu chuỗi số ∑  hội tụ. ),(0 bax ∈
∞

=1
0 )(

n
n xf

2. Tập X  các điểm hội tụ của chuỗi hàm gọi là miền hội tụ của chuỗi hàm. 

3. Hàm số  gọi là tổng riêng thứ n chuỗi hàm. Chuỗi hàm 

gọi là hội tụ về nếu 

∑
=

∈=
n

k
kn baxxfxS

1

),(    )()( víi

XxxS ∈    víi)( XxxSxSn
n

∈∀=
∞→

),()(lim . Trong trường hợp này kí hiệu  

 ∑
∞

=

∈=
1

)()(
n

n XxxSxf   ,  

4. Nếu chuỗi hàm  ∑
∞

=1

)(
n

n xf  hội tụ trên tập X  thì nói rằng chuỗi hàm  hội tụ tuyệt 

đối trên tập 

∑
∞

=1

)(
n

n xf

X .  

Sau đây ta sẽ tìm miền hội tụ của một số chuỗi hàm. 

Ví dụ 1:      ∑
∞

=1

1
n

xn
 

Giải:   

    Tập xác định : R  

    Đó là chuỗi Riemann với tham số là x . Vậy miền hội tụ  ),1( +∞=X  
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Chương 5: Lý thuyết chuỗi 

Ví dụ 2:     ∑
∞

=1 !n

n

n
x

 

Giải:  

    Tập xác định : R  

    Lấy  và xét chuỗi số  Xx∈ ∑
∞

=1 !n

n

n
x

. Dùng tiêu chuẩn Cauchy ta có 0
!

lim =
∞→ nn n

x
, Vậy 

chuỗi hàm hội tụ tuyệt đối trên R . Đương nhiên miền hội  tụ  RX = . 

Ví dụ 3:     ∑
∞

= +1
22

cos
n xn

nx  

Giải: 

    Tập xác định:  R  

    Lấy   ta có  Rx∈ 222

1cos
nxn

nx
≤

+
 

    Vậy chuỗi hàm hội tụ tuyệt đối trên R . 

Ví dụ 4:     ∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+
−

−
+1

2222 )1(1
)1(

1n xn
xn

xn
nx

 

Giải: 

    Tập xác định : R  

    Tổng riêng thứ  n :    221
)(

xn
nxxSn +

=  

    Suy ra  x
xn

nxxS
nnn

∀=
+

=
∞→∞→

  ,  0
1

lim)(lim 22 . Vậy miền hội tụ là R . 

5.2.2*. Sự hội tụ đều của chuỗi hàm 

A. Định nghĩa  

1. Dãy hàm  được gọi là hội tụ đều về hàm trên tập X nếu như ( )(xfn ) )(xf

                 0>∀ε ,   )(0 εn∃ ,   ε<−⇒>∀ )()(0 xfxfnn n ,  Xx∈∀  

2. Chuỗi hàm (5.9) được gọi là hội tụ đều về hàm trên )(xS X  nếu dãy tổng riêng của nó 
hội tụ đều về trên )(xS X . 

Nghĩa là:  XxxSxSnnn n ∈∀<−⇒>∀∃>∀    ,      ,       ,   εεε )()()(0 00   (5.10) 

Vậy nếu chuỗi hội tụ đều về  thì phần dư  )(xS )()()( xSxSxR nn −=  sẽ hội tụ đều về 0, 
tức là: 
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                 XxxRnnn n ∈∀<⇒>∀∃>∀    ,      ,      ,   εεε )()(0 00    (5.11) 

Trong trường hợp chuỗi hội tụ đều về hàm   trên (a,b) thường kí hiệu )(xS

                   ),()()(
1

baxxSxf
n

n ∈⇒∑
∞

=

   ,   

Ví dụ 1:   Chứng minh chuỗi hàm  ∑
∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

−
+1

2222 )1(11n xn
x

xn
x

  

                hội tụ đều trên [ ] 1,0

Giải: 

    [ ]1,00)(lim
1

)( 22 ∈=
+

=
∞→

xxS
xn

xxS nnn    ,      ,    

    ε<≤
+

=
+

=
nnxn

nx
xn

xxRn 2
1

2
1.

1
2

1
)( 2222  

    Suy ra   ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=∃
ε2
1

0n  để   sẽ có  0nn >∀ [ ]1,0)( ∈∀< xxRn    ,   ε  

Ví dụ 2:    Chứng tỏ rằng chuỗi hàm  ∑
∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+
−

−
+1

2222 )1(1
)1(

1n xn
xn

xn
nx

  

                 không hội tụ đều trên [ ]1,0  

Giải:   

    Từ ví dụ 4 ta có phần dư thứ  n  của chuỗi là  [ ]1,0
1

)( 22 ∈
+

= x
xn

nxxRn    ,    

    Như vậy  [ ] εε ==⇒∈=∃∀=∃
2
1)(1,01

2
1

nnn xR
n

xn    ,      ,    

    Chứng tỏ chuỗi không hội tụ đều trên  [ ]1,0 . 

Ví dụ 3:   Chứng minh rằng các chuỗi hàm sau đây hội tụ đều trên tập R . 

    a.  ∑
∞

=

−

+
−

1
2

1)1(
n

n

nx
                   b.  ∑

∞

=

−

+
−

1
2

21

)1(
)1(

n
n

n

x
x

 

Giải: 

    Với x  cố định trên R  ta nhận được các chuỗi số đan dấu. Theo định lí Leibnitz các 
chuỗi này hội tụ . 
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a. , Theo định lí Leibnitz thì phần dư của chuỗi.  thoả mãn Rx∈∀ )(xRn

ε<<
+

<
++

≤
nnnx

xRn
1

1
1

1
1)( 2 . Vậy  chứng tỏ chuỗi hàm hội tụ đều trên  0)( ⇒xRn R . 

b. ε<<
++

<∈∀
nnx

xxRRx n
1

...1
)( 2

2

    cã  

Vậy   chứng tỏ chuỗi hàm hội tụ đều trên 0)( ⇒xRn R . 

B. Các tiêu chuẩn về sự hội tụ đều của chuỗi hàm 

1. Tiêu chuẩn Cauchy. 

Định lí: Giả sử   là dãy tổng riêng của chuỗi hàm. Để chuỗi hàm hội tụ đều trên tập ( )(xSn )
X  điều kiện cần và đủ là: 

           NpnnNn ∈∀>∀∈∃>∀    ,      ,      ,   00 )(0 εε      
 (5.12) 

       XxxSxS npn ∈∀<−⇒ +    ,   ε)()(  

Chứng minh:   
Điều kiện cần: Ta có chuỗi hội tụ đều trên X  về , tức là  )(xS

XxxSxSnnNn n ∈∀<−⇒>∀∈∃>∀    ,      ,      ,   
2

)()()(0 00
εεε  

Lấy Npnn ∈∀>   vµ0  sẽ có  

                
εεε

=+<−+−≤

−+−=−

+

++

22
)()()()(

)()()()()()(

xSxSxSxS

xSxSxSxSxSxS

npn

npnnpn

 

Điều kiện đủ: Trước khi chứng minh điều kiện đủ chúng ta hãy công nhận nguyên lý hội tụ 
sau đây của dãy số: 

Để dãy số  hội tụ thì điều kiện cần và đủ là  )( na

                 εε <−⇒∀>∀∃>∀ + npn aapnnn    ,       ,      ,   000  

Trong trường hợp này gọi  là dãy Cauchy. )( na

Từ điều kiện (5.12) rõ ràng với Xx∈  nhận được ( ))(xSn  là dãy Cauchy. Vậy tồn tại hàm  

 xác định trên )(xS X  để  )()(lim xSxSnn
=

∞→
. 

Từ (5.12) suy ra  XxxSxS npnp
∈∀<−+∞→

   ,   ε)()(lim  

hay là  XxxSxS n ∈∀<−    ,   ε)()(  

Vậy     XxSxSn     ntrª)()( ⇒
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2. Tiêu chuẩn Weierstrass. 
Định lí: Giả sử các số hạng của chuỗi hàm thoả mãn bất đẳng thức  

                          Xxaxf nn ∈∀≤    ,   )(         (5.13) 

và chuỗi số  hội tụ . Khi đó chuỗi hàm   hội tụ tuyệt đối và đều trên tập  ∑
∞

=1n
na ∑

∞

=1

)(
n

n xf X  

Chứng minh:   Trước hết chứng minh sự hội tụ tuyệt đối trên X . 

Lấy  tuỳ ý trên 0x X  có  nn axf ≤)( 0 . Theo định lí so sánh mục B, 5.1.2 thì chuỗi số  

∑
∞

=1
0 )(

n
n xf  hội tụ tức là   hội tụ tuyệt đối. Vì  tuỳ ý trên ∑

∞

=1
0 )(

n
n xf 0x X  chứng tỏ chuỗi hội tụ 

tuyệt đối trên X . 
Xét sự hội tụ đều trên X . 

Vì   hội tụ , nghĩa là dãy tổng riêng hội tụ. Theo nguyên lí hội tụ sẽ có : ∑
∞

=1n
na ∑

=

=
n

k
kn aS

1

                 εε <⇒∈∀>∀∃>∀ ∑
+

+=

pn

nk
kaNpnnn

1
000    ,       ,      ,   

Ta có:      XxaxfxSxS
pn

nk
k

pn

nk
knpn ∈∀<≤≤− ∑∑

+

+=

+

+=
+    ,   ε

11

)()()(  

Theo tiêu chuẩn Cauchy chuỗi hàm hội tụ đều trên X . 
Ví dụ 4:  Xét sự hội tụ của các chuỗi hàm sau đây: 

               ∑ ∑
∞

=

∞

= ++1 1
2222

sincos
n n xn

nx
xn

nx
    ;     

Giải: 

    Rx
nxn

nx
nxn

nx
∈∀≤

+
≤

+
   ,      ,   222222

1sin1cos  

    Chuỗi Riemann  ∑
∞

=1
2

1
n n

 hội tụ vậy các chuỗi hàm đã cho hội tụ đều trên R  

    Từ ví dụ trên suy ra nếu các chuỗi số   hội tụ tuyệt đối thì các chuỗi hàm 

 hội tụ đều trên 

∑∑
∞

=

∞

= 11 i
i

i
i ba    ,   

∑∑
∞

=

∞

= 11

sincos
n

n
n

n nxbnxa    ,   R . 

C. Các tính chất của chuỗi hàm hội tụ đều 

Định lí 1: Cho chuỗi hàm (5.9), các hàm số ,...)2,1()( =ixfi    ,    liên tục trên tập X  và hội 
tụ đều về  trên )(xS X  thì  liên tục trên )(xS X  
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Chứng minh:  Lấy  và sẽ chứng minh sự liên tục của  tại điểm Xx∈ )(xS x  đó. 

Lấy  sao cho   và gọi   là tổng riêng thứ  n  của chuỗi. Rh∈ Xhx ∈+ )(xSn

Xét  )()()()()()()()( xSxSxShxShxShxSxShxS nnnn −+−+++−+=−+  

        )()()()()()( xSxSxShxShxShxS nnnn −+−+++−+≤  

Do tính hội tụ đều của dãy (  trên ))(xSn X  nên  

3
)()(

3
)()()(0 00

εεεε <−<+−+⇒>∀∃>∀ xSxShxShxSnnn nn    ,      ,      ,    

Ngoài ra   là tổng  n  hàm số liên tục tại )()( 0nnxSn >   ,   x  trên X . Vậy với ε  đã chọn 

thì tồn tại 0>δ  để  δ<h  sẽ có. 

                 
3

)()( ε
<−+ xShxS nn  

Như vậy      ,   δε ∃>∀ 0 để  δ<h  thì có  ε<−+ )()( xShxS  

Chứng tỏ   liên tục tại )(xS Xx∈ . 

Tính chất này thường dùng để chứng minh sự hội tụ không đều của chuỗi hàm trên tập X  
nào đó. 

Ví dụ 5:  Xét sự hội tụ đều của chuỗi hàm   trên  ∑
∞

=

−
0

)1(
n

nxx [ )2,0  

Giải: 
                       [ )2,0)1(1)( 1 ∈−−= + xxxS n

n    ,    

                   [ ) { }⎩
⎨
⎧

∈

=
==

∞→ 0\2,01
00

)()(lim
x
x

xSxSnn        

      

víi
víi

Các hàm   liên tục trên nxx )1( − [ )2,0  tuy nhiên   gián đoạn tại . Vậy chuỗi hàm 
hội tụ không đều trên [ . 

)(xS 0=x
)2,0

Định lí 2: Cho chuỗi hàm (5.9) hội tụ đều về  trên  và các hàm 
 liên tục trên  thì  

)(xS [ ba, ]
],...)2,1()( =ixfi    ,   [ ba,

                          (5.14) ∑∫∫
∞

=

=
1

)()(
i

b

a
i

b

a

dxxfdxxS

Hệ thức (5.14) chứng tỏ với điều kiện nào đó có thể lấy tích phân từng từ của chuỗi hàm. 

Chứng minh:  Ta sẽ chứng minh   ∫∑∫ =
=

∞→

b

a

n

i

b

a
in

dxxSdxxf )()(lim
1

Tức là  εε <−⇒>∀∃>∀ ∑∫∫
=

n

i

b

a
i

b

a

dxxfdxxSnnn
1

00 )()(:0       ,    

Các tích phân tồn tại do tính liên tục của các hàm dưới dấu tích phân. 
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Thật vậy do chuỗi hàm hội tụ đều về  nên  )(xS

                    
ab

xSxSnnn n −
<−⇒>∀∃>∀

εε )()(:0 00       ,    

mà               ∫ ∫∑∫∫ −=−
=

b

a

b

a
n

n

i

b

a
i

b

a

dxxSdxxSdxxfdxxS )()()()(
1

 

                 [ ] εε
=

−
<−≤−= ∫∫∫

b

a

b

a
n

b

a
n dx

ab
dxxSxSdxxSxS )()()()(  

Chú ý:  Sự hội tụ đều chỉ là điều kiện đủ để lấy tích phân từng từ của chuỗi, sau đây chúng 
ta sẽ nêu ra một số ví dụ minh hoạ điều đó . 

Ví dụ 6:  Chứng minh các hệ thức sau: 

               ∑∫∫∑
∞

=

∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+
−

−
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+
−

−
+ 1

1

0
2222

1

0 1
2222 )1(1

)1(
1)1(1

)1(
1 in

dx
xn

xn
xn

nxdx
xn

xn
xn

nx
 

Giải: 

    Theo ví dụ 6,   ∑
∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+
−

−
+1

2222 )1(1
)1(

1n xn
xn

xn
nx

 không hội tụ đều trên [ ] 1,0

    Tuy nhiên chuỗi hội tụ về hàm  0)( =xS  và tổng riêng thứ  n  của chuỗi là: 

                221
)(

xn
nxxSn +

=  ta có  00)(
1

0

1

0

== ∫∫ dxdxxS

                0
2

)1ln(lim)1ln(
2
1lim

1
lim)(lim

2
1
0

22
1

0
22

1

0

=
+

=+=
+

=
∞→∞→∞→∞→ ∫∫ n

nxn
n

dx
xn

nxdxxS
nnnnn

 

    Vậy hệ thức đúng. 

    Định lí 3: Nếu chuỗi hàm (5.7) hội tụ về hàm  trên tập )(xS X  và các hàm  thoả 
mãn: 

)(xfi

    +   liên tục trên  )(' xfi ,...2,1=∀iX   ,  

    +  ∑  hội tụ đều về  trên 
∞

=1

)('
i

i xf )(xR X  

    Khi đó        (5.15) XxxfxRxS
i

i ∈== ∑
∞

=

   ,   
1

)(')()('

    Hệ thức (5.15) chứng tỏ với các điều kiện nào đó có thể lấy vi phân từng từ   
    của chuỗi hàm. 
    Chứng minh:  Lấy XxXx ∈∈     vµ0  khi đó   liên tục trên    )(' xfi

    [ ] ,...2,1,0 =ixx    ,    . Theo định lí 2 ta có: 

                    ∑ ∫∫
∞

=

=
1

00

)(')(
i

x

x
i

x

x

dxxfdxxR
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                               ...)()(...)()()()( 0022011 +−++−+−= xfxfxfxfxfxf nn  

                                )()( 0xSxS −=

    Theo định lí 1, hàm  liên tục trên )(xR X  do đó  khả vi trên )(xS X . Suy ra  

                   )(')()(
0

xSxRdxxR
dx
d x

x

==∫  

    Hay          ∑
∞

=

=
1

)(')('
i

i xfxS

5.3. CHUỖI LŨY THỪA 

5.3.1. Các khái niệm chung về chuỗi luỹ thừa 

A. Định nghĩa chuỗi luỹ thừa 

Một chuỗi hàm có dạng       (5.16) iRaxa i
i

i
i ∀∈∑

∞

=

   ,      ,   
0

                             hoặc    là hằng số     (5.17) aaxa
i

i
i    ,   ∑

∞

=

−
0

)(

Gọi là một chuỗi luỹ thừa. Trong chuỗi luỹ thừa trên  là các hằng số  gọi là 
các hệ số của chuỗi luỹ thừa. Chuỗi (5.17) suy từ (5.16) bằng phép thay x bởi 

ia ,...)2,1( =i
ax − . Do đó để 

thuận tiện, dưới đây chúng ta chỉ cần xem xét chuỗi (5.16). 

B. Tính chất hội tụ của chuỗi luỹ thừa 

Định lí Aben (Abel) 
Nếu chỗi luỹ thừa  (5.16) hội tụ tại 00 ≠= xx  thì hội tụ tuyệt đối tại mọi điểm x  thoả mãn  

0xx <  

Nếu chuỗi luỹ thừa (5.16) phân kì tại 1xx =  thì phân kì tại mọi điểm x  thoả mãn 1xx >  

Chứng minh:  Chuỗi số  ∑  hội tụ . Từ điều kiện cần của chuỗi hội tụ suy ra  

. Từ điều kiện của dãy hội tụ suy ra tồn tại số 

∞

=0
0

i

i
i xa

0lim 0 =
∞→

n
nn
xa M  để nMxa n

n ∀≤    ,   0 . Xét   

∑∑
∞

=

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0 0
0

0 n

n
n

n
n

n
n x

xxaxa  

Ta có 
nn

n
n x

xM
x
xxa

00
0 ≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

Với x  thoả mãn 0xx <  thì chuỗi cấp số nhân  ∑
∞

=0 0n

n

x
xM hội tụ. Vậy chuỗi  

 194

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 5: Lý thuyết chuỗi 

∑
∞

=0n

n
nxa  hội tụ chứng tỏ chuỗi ∑  hội tụ tuyệt đối khi 

∞

=0n

n
nxa 0xx <  

Phần hai của định lí là hệ quả trực tiếp từ phần một. 

C. Bán kính hội tụ của chuỗi luỹ thừa 

Trước hết ta thừa nhận một định lí sau: 

Định lí 1: Đối với chuỗi luỹ thừa (5.16) luôn tồn tại số  để chuỗi hội tụ tuyệt đối 
trong khoảng , phân kì trong các khoảng 

0≥R
),( RR− ),(),,( +∞−−∞ RR . Số R  thoả mãn điều kiện 

trên gọi là bán kính hội tụ của chuỗi (5.16). 

Định lí 2:  (Qui tắc tìm bán kính hội tụ). 

Nếu          ρρ ==
∞→

+

∞→
n

nn
n

n

n
a

a
a limlim 1     hoÆc  ,     

 (5.18) 

thì           

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=∞

∞=

+∞<<

=

0
0

01

ρ
ρ

ρ
ρ

      

       

     

nÕu
nÕu

nÕu

R       (5.19) 

0=R  nghĩa là chuỗi luỹ thừa chỉ hội tụ tại 0=x  

∞=R  nghĩa là chỗi luỹ thừa hội tụ tại mọi x  

Chứng minh: 

• Trường hợp  +∞<< ρ0 . Giả sử x  xác định xét chuỗi số dương  ∑
∞

=0n

n
nxa . Áp dụng tiêu 

chuẩn D’Alembert sẽ có                         

                   Dx
xa
xa

n
n

n
n

n
==

+
+

∞→
ρ

1
1lim  

     Khi   hay 1<D
ρ
1

<x  chuỗi số hội tụ  

              hay 1>D
ρ
1

>x  chuỗi số phân kì  

     Theo định nghĩa suy ra  
ρ
1

=R  
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• Trường hợp ∞=ρ . Hiển nhiên chuỗi luỹ thừa hội tụ tuyệt đỗi tại  Với 0=x 0≠x  có  

1lim
1

1 >∞=
+

+

∞→ n
n

n
n

n xa
xa

. Vậy chuỗi luỹ thừa phân kì với 0≠∀x  (Xem chú ý mục A, 5.1.4).  Suy ra  

. 0=R

• Trường hợp  0=ρ , lấy x  tuỳ ý có  10lim
1

1 <=
+

+

∞→ n
n

n
n

n xa
xa

. Chứng tỏ chuỗi luỹ thừa hội tụ 

với mọi x , hay nói cách khác ∞=R . 

Chú ý:   Từ định lí 2 suy ra: Để tìm miền hội tụ của chuỗi luỹ thừa trước hết ta tìm bán kính 

hội tụ  R  của nó, sau đó xét tiếp sự hội tụ của các chuỗi số  . ∑
∞

=

±
0

)(
i

i
i Ra

Ví dụ 1:  Tìm miền hội tụ của các chuỗi luỹ thừa sau: 

a.  ∑
∞

=1n

n

n
x

   b.  ∑
∞

=0 !n

n

n
x

   c.  ∑  
∞

=1n

nnxn

Giải: 

a. Bán kính hội tụ: 111lim =⇒==
∞→

R
n

n
n

ρ   

    Chuỗi số ∑
∞

=

−

1

)1(
n

n

n
 hội tụ, ∑

∞

=1

1
n n

 phân kì. Vậy miền hội tụ là   [ )1,1−=X

b. ∞=⇒=
∞→

R
n

n
n

0
!

1lim . 

c. 0lim =⇒∞=
∞→

Rnn n

n
. 

Ví dụ 2:   Tìm miền hội tụ của chuỗi luỹ thừa 

                        ...
7

16
5
8

3
42 2015105 ++++ xxxx  

Giải: 

    Chuỗi đã cho kí hiệu là  ∑
∞

= −1

5

12
2

n

n
n

x
n

 

    Đặt  , nhận được chuỗi luỹ thừa theo biến Xx =5 X .    ∑
∞

= −1 12
2

n

n
n

X
n

 

    Bán kính hội tụ của chuỗi mới:  
2
12

12
2lim =⇒=
−∞→

R
n

n
n

n
. Chuỗi số   

    ∑∑
∞

=

∞

= −
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

− 11 12
)1(

2
1

12
2

n

n

n

nn

nn
 hội tụ  (Theo dấu hiệu Leibnitz) 
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    Chuỗi số   ∑∑
∞

=

∞

= −
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

− 11 12
1

2
1

12
2

n

n

n

n

nn
 phân kì  (So sánh với chuỗi ∑

∞

=1 2
1

n n
) 

    Trở về biến x :  
2
1

2
1 5 <≤− x  

                             
55 2
1

2
1

<≤− x  

    Miền hội tụ:  ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡−=

55 2
1,

2
1X  

Ví dụ 3:  Tìm miền hội tụ của chuỗi luỹ thừa  ∑
∞

=

−

1

)1(
n

n

n
x

 

Giải: 

    Đặt , Xét chuỗi  Xx =−1 ∑
∞

=1n

n

n
X

 

    Bán kính hội tụ :  111lim =⇒=
∞→

R
n

n
n

 

    Chuỗi số  ∑
∞

=

−

1

)1(
n

n

n
 hội tụ (theo dấu hiệu Leibnitz) 

                    ∑
∞

=1

1
n n

 phân kì . 

    Chuỗi đã cho hội tụ tại x  thoả mãn  111 <−≤− x  hay 20 <≤ x  
    Miền hội tụ:  [ )2,0=X

Ví dụ 4:  Tìm miền hội tụ của chuỗi hàm  
n

n
n

n

x
x

n∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+
−

0 312
)1(

 

Giải: 

    Đặt  X
x

x
=

−3
 

    Xét chuỗi luỹ thừa  ∑
∞

= +
−

0 12
)1(

n
n

nn

n
X

 

    Bán kính hội tụ :  2
2
1

1
1

2
1lim

12
)1(lim =⇒=

+
=

+
−

∞→∞→
R

nn
n

n
n

n

n

n
 

    Chuỗi số  ∑∑
∞

=

∞

= +
=

+
−−

0 2
1

0 )1(

1
12
)2()1(

nn
n

nn

nn
 phân kì  (so sánh với chuỗi ∑

∞

=1

1
n n

).   

    Chuỗi số   ∑∑
∞

=

∞

= +
−

=
+

−

00 1
)1(

12
2)1(

n

n

n
n

nn

nn
 hội tụ theo dấu hiệu Leibnitz. 

    Vậy chuỗi ban đầu hội tụ với x  thoả nãn:  2
3

2 ≤
−

<−
x

x
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    Hay  ⎢
⎣

⎡
>
≤

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎢
⎣

⎡
>
≤

⎢
⎣

⎡
>
<

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤
−
−

>
−
−

6
2

3
2

6
3

0
3

63

0
3
6

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

        ,                 ,           

    Miền hội tụ :   ( ] ( )+∞∪∞−= ,62,X . 

D. Tính chất của chuỗi luỹ thừa 

Giả sử chuỗi luỹ thừa (5.16) có bán kính hội tụ  và 0>R [ ]ba,  là đoạn tuỳ ý chứa trong 
khoảng . ),( RR−

Tính chất 1. Chuỗi luỹ thừa hội tụ đều trên [ ]ba, . 

Chứng minh: Giả sử [ ] ),(),(, 0 RRxRRba −∈∃⇒−⊂  để [ ] [ 00 ,, xxba −⊂ ] mặt khác:    

[ ]   n
n

n
n xaxabax 0, ≤⇒∈∀ vì ),(0 RRx −∈  nên ∑

∞

=0
0

n

n
nxa  hội tụ, Theo tiêu chuẩn Weierstrass  

suy ra chuỗi luỹ thừa hội tụ đều trên [ ]ba, . 

Tính chất 2.  Chuỗi luỹ thừa hội tụ đều về hàm , liên tục trên  )(xS ),( RR−

Chứng minh: Lấy tuỳ ý ),( RRx −∈ . Xét sự liên tục của  tại )(xS x . Thật vậy tồn tại 
[ ] [ baxRRba ,),(, ∈−⊂     v ]µ . Theo tính chất 1 và định lí 1 mục C, 5.2.2  suy ra   liên tục 
trên . Vậy liên tục tại 

)(xS
[ ba, ] x  

Tính chất 3.  Bất kì   trong khoảng 21, xx ),( RR−  luôn có  

                            (5.20) ∫ ∑ ∫∑
∞

=

∞

=

=
2

1

2

1
00

x

x n

x

x

n
n

n

n
n dxxadxxa

Đặc biệt        ),( RRx −∈∀  thì ∑∫∑
∞

=

+
∞

= +
=

0

1

0 0 1n

nn
x

n

n
n x

n
adxxa     (5.21) 

Chứng minh: Vì ),(, 21 RRxx −∈  nên tồn tại đoạn  thoả mãn: 
. Theo tính chất 1 và định lí 2 mục C, 5.2.2 suy ra các công thức (5.20), 

(5.21). 

[ ba, ]
[ ] ),(,, 21 RRbaxx −⊂∈

Tính chất 4.   ),( RRx −∈∀  luôn có         (5.22) ∑∑
∞

=

−
∞

=

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

1

1
'

0 n

n
n

n

n
n xnaxa

Chứng minh: Lấy tuỳ ý ),( RRx −∈  sẽ chứng minh công thức (5.20) đúng tại điểm x  đó. 

Với   sẽ tồn tại số ),( RRx −∈ r  sao cho Rrx << , rõ ràng chuỗi số  ∑  hội tụ suy 

ra  

∞

=0n

n
nra

nLrara n
n

n
nn

∀≤⇒=
∞→

 , 0lim  trong đó L  là hằng số nào đó . 
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Xét sự hội tụ tuyệt đối của chuỗi số   ∑
∞

=

−

1

1

n

n
n xna

Ta có  
11

1 1.
−−

− ≤=
nn

n
n

n
n r

xn
r
L

rr
xranxan  

mà chuỗi số  ∑
∞

=

−

1

1

n

n

r
xn

r
L

hội tụ khi  1<
r
x  (Theo tiêu chuẩn Cauchy) 

Vậy  chuỗi   hội tụ tuyệt đối. ),( RRx −∈∀ ∑
∞

=

−

1

1

n

n
n xna

Gọi bán kính hội tụ của chuỗi đạo hàm từng từ là  'R  thì rõ ràng RR ≥'   

Theo định lí 3 mục C, 5.2.2 và tính chất 1, công thức (5.22) sẽ đúng trên [ , vậy sẽ 
đúng tại 

]rr +− ,
x .  

Ngoài ra ta thấy:   nxanxa n
n

n
n ∀≤   ,   

Chứng tỏ nếu chuỗi đạo hàm từng từ  hội tụ tại )','( RRx −∈  thì chuỗi ban đầu cũng hội tụ 
tại x , do đó suy ra 'RR ≥ . Vậy chuỗi đạo hàm từng từ cũng có bán kính hội tụ là R .  

Chú ý:   Dưới đây chúng ta sẽ công nhận các kết quả mở rộng như  sau. 

• Nếu chuỗi luỹ thừa hội tụ tại Rx =  thì nó sẽ hội tụ đều trên [ ]R,0  

• Nếu chuỗi luỹ thừa hội tụ tại Rx =  thì tổng  của chuỗi sẽ liên tục bên trái tại )(xS Rx =   

• Nếu chuỗi luỹ thừa hội tụ tại Rx =  thì công thức (5.21) vẫn đúng với  Rx =
• Nếu chuỗi đạo hàm từng từ  hội tụ tại Rx =  thì công thức (5.22) vẫn đúng với Rx = . 

Ví dụ 1:  Chứng minh rằng hàm số:   ∑
∞

=

=
0

4

)!4(n

n

n
xy . thoả mãn phương trình vi phân  

                trên yy =)4( R  
Giải: 

    Đặt , chuỗi luỹ thừa  Xx =4 ∑
∞

=0 )!4(n

n

n
X

 có bán kính hội tụ là ∞  vì  

    0
)!4(

1lim =
∞→

n
n n

, đương nhiên hội tụ 0≥∀X  suy ra chuỗi ban đầu hội tụ trên R . Theo 

tính chất 4 sẽ có 

                          ∑∑
∞

=

−∞

=

−

−
=

−
=

1

24

1

14

)!24(
"

)!14(
'

n

n

n

n

n
xy

n
xy           ,         

                          ∑∑
∞

=

−∞

=

−

−
=

−
=

1

44
)4(

1

34

)!44()!34(
'''

n

n

n

n

n
xy

n
xy           ,         
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    Thay chỉ số   Vậy kn =−1 y
k

xy
k

k

== ∑
∞

=0

4
)4(

)!4(
 

Ví dụ 2:   Tính tổng của chuỗi luỹ thừa   ∑
∞

=

+
+

+
−

1

1
1

)1(
)1(

n

n
n

nn
x

 

Giải: 

    Trước hết tìm bán kính hội tụ         11
)1(

)1(lim
1

=⇒=
+

− +

∞→
R

nn
n

n

n
 

    Các chuỗi số  ∑
∞

=

+
+

+
±

−
1

1
1

)1(
)1()1(

n

n
n

nn
 hội tụ tuyệt đối vì  2

1
)1(

1
nnn

<
+

 

    mà chuỗi  ∑
∞

=1
2

1
n n

 hội tụ . Vậy chuỗi luỹ thừa hội tụ trên [ ]1,1− . Gọi tổng của chuỗi là 

, rõ ràng )(xS 0)0( =S . Theo tính chất 4 ta có 

                          ∑
∞

=

+−
=

1n n
xxS

nn 1)1()('  với 11 ≤<− x  

                           0)0(' =S

                           11)1()1()("
01

11 <<−−=−= ∑∑
∞

=

∞

=

−+ xxxxS
k

kk

n

nn    ,   

                          ∫=⇒
+

=
x

dxxSxS
x

xS
0

)(")('
1

1)("  vì  0)0(' =S  

                          )1ln()1ln(
1

)(' 0
0

xx
x

dxxS x
x

+=+=
+

= ∫  

    Như vậy         11)1()1ln(
1

1

≤<−
−

=+ ∑
∞

=

+

x
n

xx
n

nn

   ,     

    Từ  suy ra    0)0( =S

                           ∫∫ +==
xx

dxxdxxSxS
00

)1ln()(')(

                          ∫ +
−+=

x
x dx

x
xxxxS

0
0 1

)1ln()(      

                                 )1ln()1ln( xxxx ++−+=  
                                 xxx −++= )1ln()1(    với  11 ≤<− x  

    Với  ta có 1−=x ∑
∞

= +
=−

1 )1(
1)1(

n nn
S . Ta xét tổng riêng thứ  n  của chuỗi này  
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)1.(

1...
3.2

1
2.1

1
)1(

1
1 +

+++=
+

= ∑
= nnkk

S
n

k
n  

                              
1

11...
3
1

2
1

2
11

+
−++−+−=

nn
 

                              
1

11
+

−=
n

 

    .  Kết luận   1lim =
∞→ nn

S
⎩
⎨
⎧

≤<−−++

−=
=

11)1ln()1(
11

)(
xxxx

x
xS

   

                               

víi
víi

Ví dụ 3:  Tính tổng của chuỗi hàm.  ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1

23
n

n

x
xn  

Giải:  

    Đặt  
x

xX 23 −
= . Xét chuỗi luỹ thừa   ∑

∞

=1n

nnX

    Bán kính hội tụ :  11lim =⇒=
∞→

Rnn

n
 

    Với  1±=X  nhận được các chuỗi số   phân kì, vì số hạng tổng quát không 

dần đến 0. Vậy chuỗi luỹ thừa hội tụ với 

∑
∞

=

±
1

)1(
n

nn

1<X . Gọi tổng của chuỗi đó là . Xét chuỗi luỹ 

thừa  ∑ . Chuỗi này hội tụ với 

)(XS
∞

=1n

nX 1<X  

    Rõ ràng  1
)1(

1.
1

)( 2

''

1

<
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑

∞

=

X
X

X
X

XXXXXS
n

n    ,    

    Đặt   là tổng của chuỗi hàm vậy  )(xR

                          ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
x

xSxR 23)(   với  123
<

−
x

x  

                                  2)1(4
)23(

−
−

=
x

xx    với  1
2
1

<< x  

5.3.2. Khai triển một hàm số thành chuỗi luỹ thừa 

A. Khái niệm về chuỗi Taylor của hàm số  ở lân cận  )(xf 0x

• Giả sử hàm số  tại lân cận điểm . Chuỗi luỹ thừa có dạng       ∞∈Cxf )( 0x

                          ...)(
!

)(...)(
!1

)(')( 0
0

)(

0
0

0 +−++−+ n
n

xx
n

xfxxxfxf   (5.23) 

     được gọi là chuỗi Taylor của  ở lân cận điểm  )(xf 0x
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Chương 5: Lý thuyết chuỗi 

• Giả sử hàm số  tại lân cận điểm 0. Chuõi luỹ thừa biểu diễn trong dạng    ∞∈Cxf )(

....
!

)0(....
!1

)0(')0(
)(

++++ n
n

x
n

fxff      (5.24) 

 được gọi là chuỗi McLaurin của hàm số . Đó chính là chuỗi Taylor của  ở lân 
cận của  

)(xf )(xf
0=x

Ví dụ 1:   Viết chuỗi Taylor của hàm số  
x

xf 1)( =  ở lân cận 1=x  

Giải: 

    Rõ ràng 
x

xf 1)( =  khả vi mọi cấp ở lân cận 1=x  

                  !.)1()1(!.)1()( )(
1

)( kf
x
kxf kk
k

kk −=⇒−= +  

    Chuỗi Taylor của hàm số đã cho có dạng 

                   ∑
∞

=

−−=+−−+−−+−−
0

2 )1()1(...)1()1(...)1()1(1
k

kkkk xxxx

Ví dụ 2:   Viết chuỗi McLaurin của hàm số   xexf 2)( =

Giải: 

                  kfexfexf kkxkkx ∀=⇒=⇒=    ,   2)0(2)()( )(2)(2

    Chuỗi Maclaurin là: 

                 ∑
∞

=

=+++++
0

22

!
2...

!
2...

!2
221

k

kkkk

k
x

k
xxx    

Ví dụ 3:  Viết chuỗi McLaurin của hàm số  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
≠=

−

00
0)(

2

1

x
xexf x

  ,       

  ,   

Giải: 

                  0limlim)0()(lim)0(' 2

2

1

00
===

−
=

∞→

−

→→ αα

α
ex

e
x

fxff
x

xx
 

    (Đặt α=
x
1

,sử dụng tính chất tăng nhanh của hàm mũ so với hàm luỹ thừa) 

    Tương tự như trên sẽ nhận được   kf k ∀=    ,   0)0()(

    Vậy chuỗi McLaurin của hàm đã cho là  

                  0...
2

.0
!1

.00
2

=+++
xx

. 

Định lí:  Nếu biểu diễn dưới dạng chuỗi luỹ thừa ở lân cận của : )(xf 0x
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                   ...)(...)()( 0010 +−++−+= n
n xxaxxaaxf

Thì chuỗi đó là chuỗi Taylor của  ở lân cận của . )(xf 0x

Chứng minh:  Chúng ta sẽ chỉ ra  Nk
k

xfa
k

k ∈∀=    ,   
!

)( 0
)(

. 

Thật vậy, theo tính chất 4 thì  khả vi mọi cấp trong lân cận của  và có  )(xf 0x

công thức.   [ ] Nkxxaxxaaxf kn
n

k ∈∀+−++−+=    ,   
)(

0010
)( ...)(...)()(

                        ...).(2...).1(!)( 01
)( +−++= + xxkkakaxf kk

k

                        !)( 0
)( kaxf k

k =

    suy ra          
!

)( 0
)(

k
xfa

k

k =  

• Nếu hàm số  biểu diễn dưới dạng chuỗi luỹ thừa ở lân cận của  thì nói rằng  

khai triển được thành chuỗi Taylor ở lân cận của , Tức là trong trường hợp này chuỗi Taylor 

của  ở lân cận của  hội tụ về chính  

)(xf 0x )(xf

0x
)(xf 0x )(xf

                            ∑
∞

=

−=
0

0
0

)(

)(
!

)()(
k

k
k

xx
k

xfxf        (5.25) 

Từ ví dụ 1, cho thấy hàm 
x

xf 1)( =  khai triển được thành chuỗi Taylor ở lân cận 1=x . Cụ 

thể trong khoảng . )2,0(

Từ ví dụ 2 cho thấy hàm số  khai triển được thành chuỗi McLaurin trong khoảng 
 

xexf 2)( =
),( +∞−∞

Từ ví dụ 3 cho thấy chuỗi McLaurin của hàm  hội tụ về 0, nghĩa là hàm số  
không khai triển được thành chuỗi McLaurin. 

)(xf )(xf

B. Điều kiện đủ để hàm số khai triển thành chuỗi Taylor 

Định lí 1: Cho  ở lân cận ∞∈Cxf )( 0xx = , để hàm  f(x) khai triển được thành chuỗi 

Taylor ở lân cận của x0 thì cần và đủ là phần dư Taylor  dần đến không khi   )(xrn ∞→n

Chứng minh: Theo mục C, 3.5.1 ta có )()()( xrxPxf nn +=  

Trong đó   ∑
=

−=
n

k

k
k

n xx
k

xfxP
0

0
0

)(

)(
!

)()(  

                  ),0()(
)!1(

)()( 1
0

)1(

xcxx
n

cfxr n
n

n ∈−
+

= +
+

   ,    

                   )(lim)(lim)(lim xPxrxf nnnnn ∞→∞→∞→
=−  
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)(xPn  chính là tổng riêng thứ  1+n  của chuỗi Taylor của . Theo định nghĩa chứng tỏ 

chuỗi Taylor của  hội tụ về chính  trong lân cận của của  cần và đủ là 

 

)(xf
)(xf )(xf 0x

0)(lim =
∞→

xrnn

Định lí 2: Nếu  ở lân cận của ∞∈Cxf )( 0xx =  và trong lân cận đó có 

NkMxf k ∈∀≤    ,   )()(  thì khai triển được thành chuỗi Taylor ở lân cận . )(xf 0x

Chứng minh: 

                       1
0)!1(

)( +−
+

≤ n
n xx

n
Mxr  

Chuỗi luỹ thừa  ∑
∞

=

+

+
−

0

1
0

)!1(
)(

n

n

n
xx

 hội tụ trên ),( +∞−∞  

Suy ra 0)(lim0
)!1(
)(lim

1
0 =⇒=
+

−
∞→

+

∞→
xr

n
xx

nn

n

n
 

Theo định lí 1, vậy hàm  khai triển được thành chuỗi luỹ thừa ở lân cận của . )(xf 0x

C. Khai triển một số hàm thường dùng thành chuỗi McLaurin 

1.                                                                                                 xexf =)(

Hàm số  khả vi mọi cấp và  xe

                        . Nkfeexf kxkxk ∈∀=⇒==    ,   1)0()()( )()()(

Lấy số thực dương tuỳ ý h , ta có  

                       khhxeexf hxk ∀−∈∀<=    ,      ,   ),()()(  

Suy ra hàm số  khai triển được thành chuỗi McLaurin trên  và có dạng  xexf =)( ),( +∞−∞

                       Rx
n
xe

n

n
x ∈∀= ∑

∞

=

   ,    
0 !

       (5.26) 

Suy ra             Rx
n

xe
n

nn
x ∈∀

−
= ∑

∞

=

−     ,    
0 !

)1(
     (5.27) 

Từ đó bằng cách trừ và cộng hai chuỗi trên sẽ nhận được các khai triển sau đây: 

                       Rx
k
xshx

k

k

∈∀
+

= ∑
∞

=

+

   ,    
0

12

)!12(
      (5.28) 

                       Rx
k

xchx
k

k

∈∀= ∑
∞

=

   ,    
0

2

)!2(
       (5.29) 
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2.  xxf sin)( =

Ta có              xNkkxxf k ∀∈∀⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=    ,      ,   

2
sin)()( π

 

                       
⎩
⎨
⎧

+=−

=
==

12)1(
20

2
sin)0()(

mk
mk

kf
m

k

   

          

víi

víiπ
 

Ngoài ra         xkkx ∀∀≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +    ,      ,   1

2
sin π

. Vậy 

                       Rx
m

xx
m

mm

∈∀
+

−
= ∑

∞

=

+

   ,   
0

12

)!12(
)1(sin     (5.30) 

Tương tự        Rx
m

xx
m

mm

∈∀
−

= ∑
∞

=

   ,    
0

2

)!2(
)1(cos        (5.31) 

3.  arctgxxf =)(

Theo ví dụ 3 mục  B,3.3.3 có 

                       Nnynyny nn ∈∀⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=    ,   

2
sin.cos)!1()( π  

Theo mục D, 3.5.1 nhận được chuỗi McLaurin của hàm số arctgxxf =)(  là: 

                       ...
12

)1(...
53

12
1

53

+
−

−+−+−
−

−

k
xxxx

k
k  

Chuỗi này hội tụ trên [ ] 1,1−

Xét    1
00

1

.
1

2
)1(sin.cos

)( +

+

+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

= n

n

n x
n

yny
xr

π

, 

trong đó 100 <<= θθ    ,   xarctgy . 

[ 1,1−∈∀x ] thì   ∞→→⇒
+

≤ nxr
n

xr nn     khi0)(
1

1)(  

Vậy nhận được khai triển McLaurin của hàm số  

                     [ ]1,1...
12

)1(...
53

12
1

53

−∈∀+
−

−+−+−=
−

− x
k

xxxxarctgx
k

k    ,     (5.32) 

Thay vào công thức trên chúng ta nhận được công thức khai triển của số 1=x π   

                     ...
12

1)1(...
5
1

3
11

4
1 +

−
−+−+−= −

k
kπ

               (5.33) 
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4. 1)1ln()( −>+= xxxf    víi  

     1)!1()1()0(
)1(

)!1()1()( 1)(1)( ≥−−=⇒
+
−

−= −− nnf
x

nxf nn
n

nn    ,    

     Chuỗi Maclaurin có dạng  

                          ...)1(...
32

1
32

+−+−+− −

n
xxxx

n
n  

     Chuỗi này hội tụ trên  ( ]1,1−

     Phần dư  McLaurin thứ  n  trong dạng Lagrange là: 

                          10
)1(

.
1

1.)1()( 1

1

<<
++

−= +

+

θ
θ

   ,   n

n
n

n x
x

n
xr  

      thì  [ 1,0∈∀x ] 1
)1( 1

1

≤
+ +

+

n

n

x
x
θ

. Vậy ∞→→
+

≤ n
n

xrn     khi0
1

1)(  

     Xét phần dư  McLaurin trong dạng Cauchy (Xem mục C, 3.5.1 ) 

                          10
)1(
)1()1()( 1

1 <<
+
−

−= +
+ θ

θ
θ

   ,   n

n
nn

n x
xxr  

      sẽ có  )0,1(−∈∀x

                          
nn

n xx
x

xr ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
−

−
≤

+

θ
θ

1
1.

1
)(

1

 vì  xx θ+<− 11  

     Ngoài ra       θθ −>+ 11 x  và 01 →+nx  khi ∞→n  

     Vậy     khi 0)( →xrn ∞→n . Theo định lí 1 sẽ có: 

   ( ]∑
∞

=

−− −∈∀−=+−+−+−=+
1

11
32

1,1  ,  )1(...)1(...
32

)1ln(
n

n
n

n
n x

n
x

n
xxxxx  (5.34) 

     Nói riêng, với  nhận được 1=x

           ...1)1(...
3
1

2
112ln 1 +−+−+−= −

n
n      (5.35)       

     Thay  x  bởi x−  vào (5.32) sẽ có 

           ∑
∞

=

−=+−−−−−=−
1

32

......
32

)1ln(
n

nn

n
x

n
xxxxx  

     Từ đó suy ra  
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           )1,1(
12

.2
1
1ln

0

2

−∈∀
+

=
−
+ ∑

∞

=

x
m
xx

x
x

m

m

   ,          (5.36) 

5.  NRxxf \)1()( ∈+= αα     ,   

Theo mục D, 3.5.1 nhận được chuỗi McLaurin của  như sau. )(xf

      ...
!

)1)...(1(...
!2

)1(1 2 +
+−−

++
−

++ nx
n

nxx αααααα  

Dùng công thức D’Alembert nhận được bán kính hội tụ của chuỗi trên là 1=R . Phần dư  
McLaurin trong dạng Cauchy sẽ là 

      10   ,   )1.(
!

)1)()...(1()( 1
1

<<−
+−−

= +
−−

θθθααα α
nn

n

n x
n

xnxr  

Hay là 

      
n

n
n x

xxx
n

nxr ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
−

+
+−−−−

= −

θ
θθαααα α

1
1.)1(  .

.....2.1
)11)...(2)(1()( 1  

Với  thì   )1,1(−∈x

      ∞→→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+
−

⇒+<− n
x

x
n

   khi0
1
111

θ
θθθ  

      ( ) ( ) 111 1)1(1 −−− +<+<− ααα αθαα xxxxxx  

Chứng tỏ  luôn bị chặn không phụ thuộc vào  n , cuối cùng chuỗi luỹ thừa  1)1( −+ αθα xx

      ∑
∞

=

+−−−−

1 !
)11)...(2)(1(

n

nx
n

nααα
 có bán kính hội tụ là 1. Vậy số hạng tổng quát của 

nó dần về 0 khi   ∞→n

Như vậy  )1,1(   ,   0)(lim −∈∀=
∞→

xxrnn
.                                                                            

Cuối cùng nhận được công thức Newton hay chuỗi nhị thức 

     ...
.....2.1

)1)...(1(...
2.1

)1(1)1( 2 +
+−−

++
−

++=+ nx
n

nxxx ααααααα  

                )1,1(
!

)1)...(1(1
1

−∈∀
+−−

+= ∑
∞

=

xx
n

n
n

n    ,   
ααα      (5.37) 

Sự hội tụ của chuỗi nhị thức tại 1±=x  phụ thuộc vào α , chúng ta không xem xét vấn đề 

này. Tuy nhiên dưới đây chúng ta thay  
2
1,

2
1,1 −+=α  sẽ nhận được lần lượt các khai triển ứng 

với . 1±=x
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  )1,1(...)1(...1
1

1 2 −∈∀+−+−+−=
+

xxxx
x

nn    ,         (5.38) 

    ...
!)!2(

!)!32()1(...
128

5
16
1

8
1

2
111 1432 +

−
−++−+−+=+ − nn x

n
nxxxxx   

                                                                                     ( ]1,1−∈∀x     (5.39) 

( ]1,1 , ...
!)!2(

!)!12()1(...
8
3

2
11

1
1 2 −∈∀+

−
−+−+−=

+
xx

n
nxx

x
nn   (5.40) 

Ví dụ 1: Khai triển hàm số 
)2)(1(

)(
++

=
xx

xxf  thành chuỗi luỹ thừa của  )1( −x

Giải:   

 Thực chất của bài toán là khai triển hàm số đã cho thành chuỗi Taylor ở lân cận của 1=x  

           
1

1
2

2
)2)(1(

)(
+

−
+

=
++

=
xxxx

xxf  

Áp dụng công thức (5.38) sẽ có  

           42
3

1)1(
3
2

3
11

1.
3
2

13
2

2
2

0

<<−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=
−

+
=

−+
=

+ ∑
∞

=

xx
xxx n

n
n    ,    

      31
2

1)1(
2
1

2
11

1.
2
1

12
1

1
1

0
<<−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=
−

+
=

−+
=

+ ∑
∞

=

xx
xxx n

n
n    ,   

Cuối cùng. 

      ∑
∞

=
++ <<−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

++
=

0
11 31)1(

2
1

3
2)1(

)2)(1(
)(

n

n
nn

n xx
xx

xxf    ,    

Ví dụ 2:   Khai triển hàm số  ∫
+

=
x

x
dxxf

0
21

)(  thành chuỗi luỹ thừa của x . 

Giải: 

    
21

1)('
x

xf
+

= . Theo công thức (5.40) sẽ có 

    [ ]∑
∞

=

−∈
−

−+=
1

2 1,1
!)!2(

!)!12()1(1)('
n

nn xx
n

nxf    ,    

     vì  ∫=
x

dxxfxf
0

)(')( 0)0( =f  
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    [ ]∑
∞

=

+ −∈
+

−
−+=

1

12 1,1.
)12(!)!2(

!)!12()1()(
n

nn xx
nn

nxxf    ,    

Ví dụ 3:   Tính các hệ số  trong khai triển   43,aa ∑
∞

=

=
0

sin

n

n
n

x xae

Giải: 

    Nhớ rằng các chuỗi cho bởi công thức (5.26) , (5.30) hội tụ tuyệt đối   x∀

    Vậy ta có 

...
!4

sin
!3

sin
!2

sin
!1

sin1
432

sin +++++=
xxxxe x  

    ...
!5!3

sin
53

−+−=
xxxx  

          )(
3
1)(

!3
sin 542

2
4

3
2 xoxxxoxxx +−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−=  

)(sin 533 xoxx +=  

)(sin 444 xoxx +=  

Do vậy    )(
2466

1
2!3

1 4
43

4
23

sin xoxxxxxxe x +++−+−+=  

Suy ra     
8
1

24
1

6
10 43 −=+−== aa     ,    

Ví dụ 4:   Khai triển hàm số   thành chuỗi luỹ thừa của . xxexf =)( 1−x

Giải: 
       [ ]11)1()( −− +−== xxx eexexexf  

                        ∑∑∑
∞

=

+∞

=

∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+

−
−=

0

1

00 !
)1(

!
)1(

!
)1(

!
)1()1(

n

nn

n

n

n

n

n
x

n
xe

n
x

n
xxe  

                        ∑
∞

=

−
+

=
0

)1(
!

)1(
n

nx
n

ne  

5.4. CHUỖI PHURIÊ (FOURIER) 

5.4.1. Các khái niệm  chung 

A. Chuỗi lượng giác 

Chuỗi hàm có dạng       ∑
∞

=

++
1

0 sincos
2 n

nn nxbnxaa      (5.41) 

trong đó    là các hằng số , được gọi là một chuỗi lượng giác. ,...2,10 =nbaa nn  ,  ,  , 
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B. Điều kiện hội tụ của chuỗi lượng giác 

Định lí 1: Nếu các chuỗi số   hội tụ tuyệt đối thì chuỗi lượng giác (5.41) hội 

tụ tuyệt đối và đều trên tập 

∑∑
∞

=

∞

= 11 n
n

n
n ba    ,   

R . 

Chứng minh:    luôn có  Rx∈∀ nnnn banxbnxa +≤+ sin.cos.  

Vì các chuỗi hội tụ tuyệt đối nên chuỗi số  ∑∑
∞

=

∞

= 11 n
n

n
n ba   ,  (∑

∞

=

+
1n

nn ba ) hội tụ , theo tiêu 

chuẩn Weierstrass suy ra chuỗi (5.41) hội tụ tuyệt đối và đều trên tập R . 

Định lí 2:   Nếu các dãy số   đơn điệu giảm và hội tụ về 0 khi  thì chuỗi 

lượng giác (5.41) hội tụ trên tập  

)()( nn ba   ,  ∞→n
{ }ZmmRX ∈=   ,  π2\  

Chứng minh:  Xét πmx 2≠ , Zm∈  các hàm số: 

                                  ,        ∑∑
==

==
n

k
kn

n

k
kn kxbBkxaA

11
sincos

Ta sẽ chứng minh sự hội tụ của các dãy hàm   và  )( nA )( nB

           ∑∑
==

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==

n

k
k

n

k
kn xkxkakxxaAx

11 2
1sin

2
1sincos

2
sin2

2
sin2  

                         ∑
=

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n

k
kkn xkaaxaxna

2
11 2

1sin)(
2

sin
2
1sin  

Ta có  0
2
1sinlim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→
xnann

 

           kkkkkk aaaaxkaa −=−<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− −−− 111 2

1sin)(  

Vậy     , suy ra chuỗi số ∑  hội tụ về   . n

n

k
kk aaaa −=−∑

=
− 1

2
1 )(

∞

=
− −

2
1 )(

k
kk aa 1a

Theo tiêu chuẩn Weierstrass suy ra  

            )(
2
1sin)( 1

2
1 xSxkaa

k
kk ⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−∑

∞

=
−  

Vậy  nAx
2

sin2  hội tụ về  )(
2

sin 11 xSxa +−  

Hay      ZmmxxAx
xSaAnn

∈≠∀=+−=
∞→

   ,      ,   π2)(

2
sin2

)(
2

lim 11  
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Tương tự chứng minh được  

             ZmmxxBBnn
∈≠∀=

∞→
   ,      ,   π2)(lim  

Chứng tỏ chuỗi lượng giác (5.41) hội tụ về  

              ZmmxxBxAa
∈≠∀++    ,       ,    π2)()(

2
0  

C. Chuỗi Fourier 

Cho hàm số   khả tích trên )(xf [ ]ππ ,− , chuỗi lượng giác có dạng  

             ∑
∞

=

++
1

0 sincos
2 k

kk kxbkxaa       (5.42) 

trong đó   

∫∫∫
−−−

===
π

π

π

π

π

π πππ
kxdxxfbkxdxxfadxxfa kk sin)(1cos)(1)(1

0   ,    ,  ,  (5.43) ,...2,1=k

được gọi là chuỗi Fourier của hàm số , các hằng số tính theo công thức (5.43) gọi là 
các hệ số Fourier của hàm số . 

)(xf
)(xf

D. Chuỗi Fourier trong dạng phức 

Xuất phát từ công thức Euler 

             
)(

2
1sin

)(
2
1cos

ikxikx

ikxikx

ee
i

kx

eekx

−

−

−=

+=
         (5.44) 

Thay (5.44) vào (5.42) sẽ nhận được chuỗi trong dạng  

             ∑
∞

=

−− −+++
1

0 )(
2
1)(

2
1

2 k

ikxikx
k

ikxikx
k ee

i
beeaa  

             ∑
∞

=

−++−+
1

0 )(
2
1)(

2
1

2 k

ikx
kk

ikx
kk eibaeibaa  

Từ (5.43) suy ra  

             ∫∫
−

−

−

=−=−
π

π

π

π ππ
dxexfdxkxikxxfiba ikx

kk )(1)sin)(cos(1
 

             ∫∫
−−

=+=+
π

π

π

π ππ
dxexfdxkxikxxfiba ikx

kk )(1)sin)(cos(1
 

Từ đó nhận thấy   kkkk ibaiba −− −=+  
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Đặt  )(
2
1

kkk ibac −=  thì  kkk ciba −=+ )(
2
1  

Như vậy   ,...3,2,1)(1
        ,   ±±±== ∫

−

− kdxexfc ikx
k

π

ππ
    (5.45) 

Ngoài ra  

             0
.0.

0 )(1)(1 cdxexfdxxfa xi === ∫∫
−

−

−

π

π

π

π ππ
 

Cuối cùng chuỗi Fourier đưa về dạng 

              ∑
∞

=

−
−++

1
0

k

ikx
k

ikx
k ececc

hay               (5.46) ∑
+∞

−∞=k

ikx
kec

gọi là chuỗi Fourier của hàm trong dạng phức. )(xf

E. Hàm số khai triển thành chuỗi Fourier 

Nếu trong [ ]ππ ,−  chuỗi Fourier (5.42) hội tụ về chính hàm số  thì nói rằng hàm số 
 khai triển được thành chuỗi Fourier trên  

)(xf
)(xf [ ]ππ ,− . 

Định lí:   Nếu  biểu diễn thành chuỗi lượng giác (5.42) trên )(xf [ ]ππ ,−  và các chuỗi số 

 hội tụ tuyệt đối thì chuỗi đó chính là chuỗi Fourier của . ∑∑
∞

=

∞

= 11 i
i

i
i ba   ,  )(xf

Chứng minh:   Giả sử  biểu diễn dưới dạng  )(xf

             ∑
∞

=

++=
1

0 sincos
2

)(
k

kk kxbkxaaxf        (5.47) 

Ta sẽ chỉ ra  ,...)2,1(0 =kbaa kk     ,    ,   chính là hệ số Fourier của , tức là được tính 
theo công thức (5.43). 

)(xf

Thật vậy, do chuỗi (5.47) hội tụ đều về trên )(xf [ ]ππ ,−  nên có thể thực hiện phép lấy 
tích phân từng từ  

             ∫∑ ∫∫
−

∞

= −−

++=
π

π

π

π

π

π

kxdxbkxdxaadxxf
k

kk sincos
2

)(
1

0  

                          ∫
−

=⇒=
π

ππ
π dxxfaa )(1

00  

Nhân cả hai vế của (5.47) với )0(cos ≠mmx   ,  sau đó lấy tích phân sẽ có  

∑ ∫∫∫∫
∞

= −−−−

=++=
1

0 cos.sincos.coscos
2

cos)(
k

mkk amxdxkxbmxdxkxamxdxamxdxxf
π

π

π

π

π

π

π

π

π  
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Suy ra  ∫
−

=
π

ππ
mxdxxfam cos)(1

 

Trong tính toán trên chúng ta đã sử dụng các kết quả dễ dàng nhận được dưới đây 

        Zkkxdx ∈∀=∫
−

   ,   0sin
π

π ⎩
⎨
⎧

=
≠∀

=∫
− 02

00
cos

k
k

kxdx
      

        

π

π

π

       Zmkmxdxkx ∈∀=∫
−

,0cos.sin   ,  
π

π ⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠=
==

≠
=∫

− 0
02

0
cos.cos

mk
mk
mk

mxdxkx
      

    

       

π
π

π

π

     
⎩
⎨
⎧

≠=
==≠

=∫
− 0

00
sin.sin

mk
mkmk

mxdxkx
  ,  

  ,    ,  

π

π

π

Tương tự nhận được  

                                   ∫
−

=
π

ππ
mxdxxfbm sin)(1

. 

5.4.2. Điều kiện đủ để hàm số khai triển thành chuỗi Fourier 

Định lí Đirichlê (Dirichlet):   Nếu  tuần hoàn với chu kỳ )(xf π2 , đơn điệu từng khúc và 
bị chặn trên [ ]ππ ,−  thì chuỗi Fourier của hàm số   hội tụ về  tổng  trên tập )(xf )(xS R . Tổng 

 có tính chất: )(xS

                             [ ] RxxfxfxS ∈∀++−=    ,   )0()0(
2
1)(     (5.48) 

Chúng ta thừa nhận định lí này. Công thức (5.48) cho thấy nếu  liên tục tại )(xf x  thì 
, như vậy coi rằng hàm số  thoả mãn các điều kiện của định lí Dirichlet thì khai 

triển được thành chuỗi Fourier. 
)()( xfxS = )(xf

Sau đây là các chú ý rất quan trọng đến việc khai triển thành chuỗi Fourier của hàm số 
 thoả mãn các điều kiện của định lí Dirichlet. )(xf

Chú ý: 

1. Nếu tuần hoàn với chu kỳ )(xf lT 2=  bằng phép đổi biến  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

Yy

Xlx
π  khi đó nhận được 

hàm số  . Hàm số mới tuần hoàn với chu kỳ )()( xfXF = π2 .   

Ta có:  ∑
∞

=

++=
1

0 sincos
2

)(
n

nn nXbnXaaXF                                                   

  Trở về hàm số ban đầu nhận được                                                                

                   ∑
∞

=

++=
1

0 sincos
2

)(
n

nn l
xnb

l
xnaaxf ππ   ,   (5.49) 

 trong đó           
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,...2,1sin)(1cos)(1)(1
0 ==== ∫∫∫

−−−

ndx
l
xnxf

l
bdx

l
xnxf

l
adxxf

l
a

l

l
n

l

l
n

l

l

  ,    ,    ,  
ππ

 (5.50) 

2. Nếu  tuần hoàn với chu kỳ )(xf lT 2=  được mô tả bởi biểu thức giải tích trên 
)2,( l+αα thì không nên sử dụng công thức (5.50) để tính các hệ số Fourier mà dựa vào tính chất 

hàm tuần hoàn (Xem ví dụ 1d mục 4.2.2) nhận được công thức sau: 

∫∫∫
+++

===
l

n

l

n

l

dx
l
xnxf

l
bdx

l
xnxf

l
adxxf

l
a

222

0 sin)(1cos)(1)(1 α

α

α

α

α

α

ππ
  ,    ,   (5.51) 

3. Nếu  là hàm số chẵn thì )(xf
l
xnxf πcos)(  là hàm số chẵn và 

l
xnxf πsin)(  là hàm số lẻ 

do đó khai triển có dạng 

∑
∞

=

=
0

cos)(
k

k l
xkaxf π  ,  trong đó ∫ ==

l

k kdx
l
xkxf

l
a

0

,...2,1,0cos)(2
  ,  

π
 (5.52) 

     Tương tự nếu  là hàm số lẻ thì  )(xf

∫∑ ==
∞

=

l

k
k

k dx
l
xkxf

l
b

l
xkbxf

01

sin)(2sin)( ππ
   ,       (5.53) 

4. Tương tự như trong phần khai triển thành chuỗi luỹ thừa, nhờ vào khai triển thành chuỗi 
Fourier có thể tính được tổng một số chuỗi đặc biệt. 

Ví dụ 1:  Cho hàm số  tuần hoàn với chu kỳ bằng 2 và có dạng  )(xf

               . Hãy khai triển hàm số thành chuỗi Fourier )2,0(2)( ∈−= xxxf    ,   

               và tính tổng  ∑
∞

= +
−

=
0 12

)1(
m

m

m
S  

Giải:  Đồ thị của hàm số được mô tả trên hình 5.1. 

Hàm số thoả mãn các điều kiện của định lí Dirichlet và có các điểm gián đoạn loại 1 tại 
. Zkkx ∈=    ,   2

Chúng ta tính các hệ số Fourier của hàm số 

         2)2(
2
1)2( 0

2
2

2

0
0 =−=−= ∫ xdxxa  

                     y  

                                                                   

          2 
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     -4   -2    0       2       4 x  

 

 

            H.5.1 

 

         ∫∫ +
−

=−=
2

0

2
0

2

0

sin1sin2cos)2( xdxk
k

xk
k

xxdxkxak π
π

π
π

π  

             ,...2,10cos1 2
022 ==−= kxk

k
    ,    π

π
 

         ∫∫ −
−

=−=
2

0

2
0

2

0

cos1cos2sin)2( xdxk
k

xk
k

xxdxkxbk π
π

π
π

π  

             ,...2,12sin12 2
022 ==−= k

k
xk

kk
    ,    

π
π

ππ
 

Vậy   Zkkx
k

xkx
k

∈≠∀+=− ∑
∞

=

   ,      ,    2sin212
1

π
π

 

          ∑
∞

=

=−
1

21
k k

xkx π
π

 

Thay 
2
1

=x  vào công thức trên sẽ có         S
kk

k

=
+

−
= ∑

∞

=0 12
)1(

4
π

. 

Ví dụ 2:   Hãy khai triển thành chuỗi Fourier hàm số  tuần hoàn với chu  )(xf

                kỳ π2  và  xxf =)(  với [ ]ππ ,−∈x .  

                Từ đó tính tổng   ∑
∞

= +
=

0
2)12(

1
m m

S  

Giải: 

     Đồ thị hàm số cho bởi hình 5.2 

 

                                                       y                                                                 

               

                                                             π  
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  π3−            π2−             π−            0                    π                π2               π3      x 

 
                                                         H.5.2 
 

Hàm số đã cho là chẵn, liên tục x∀  và thoả mãn định lí Dirichlet 

              π
π

π

== ∫
0

0
2 xdxa  

              ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−== ∫∫

π
π

π

ππ 0
0

0

sin1sin2cos2 nxdx
n

nx
n
xnxdxxan  

                  ( )
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+

−

=
=−−==

)12(
)12(

4
20

1)1(2cos2

2
202 mn

m

mn

n
nx

n
n

  ,  

  ,                     

π
ππ

π   

                                                                                       ....210 ,  ,  , =m  

Vậy      x
m

xmx
m

∀
+
+

−= ∑
∞

=

   ,   
0

2)12(
)12cos(4

2 π
π

 

Thay   vào công thức trên nhận được  0=x

             ...
7
1

5
1

3
11

)12(
1

8 222
0

2

2

++++=
+

= ∑
∞

=m m
π

 

Ví dụ 3:  Cho hàm số  tuần hoàn với chu kỳ là )(xf π , biết  
                  ,  ),0(cos)( π∈= xxxf . Hãy khai triển Fourier hàm số đã cho  
Giải: 

Đồ thị hàm số cho bởi hình 5.3 

Hàm số là lẻ và thoả mãn định lí Dirichlet có các điểm gián đoạn Zkkx ∈=    ,   π  

                    [ ]∫∫ −++==
2

0

2

0

)12sin()12sin(22sin.cos4
ππ

ππ
dxxnxnnxdxxbn  

                        0

2

)12cos(
12

1)12cos(
12

12
ππ

 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

−
++

+
= xn

n
xn

n
 

         
14

8
12

1
12

12
2 −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+
=

n
n

nn ππ
 

 

                                                             y 
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  π2−   
2

3π
−         π−     

2
π

−          0           
2
π

              π        
2

3π
         π2    x 

 

                                                         -1      

                                                        H.5.3 

Vậy       ),0(
14

2sin
8

cos
1

2 ππ
∈

−
= ∑

∞

=

x
n

nxnx
n

    ,     . 

5.4.3. Khai triển thành chuỗi Fourier của một hàm số bất kỳ 
Xét hàm số  đơn điệu từng khúc và bị chặn trên , )(xf ),( ba ba < . Bây giờ chúng ta sẽ 

biểu diễn hàm số dưới dạng một chuỗi lượng giác trên .  ),( ba

Có nhiều cách biểu diễn, tuy nhiên thường dùng phương pháp sau đây: 
A. Thác triển tuần hoàn 

Lập hàm số  tuần hoàn với chu kì )(xf abT −=  và ),()()( baxxfxF ∈∀=  , . 

Xem hình 5.4 

                                                    y 

 

 

 

 

                                                         

                                                            )(xf

 

 

                                                               b                               x Ta − a Tb +
 

                                                          H.5.4 
 
Rõ ràng khai triển được thành chuỗi Fourier , )(xf ),()()( baxxfxF ∈∀=   ,  .    
Vậy tại các điểm liên tục của  trên  ta có: )(xf ),( ba

                    ∑
∞

=

++=
1

0 sincos
2

)(
k

kk l
xkb

l
xkaaxf ππ

     (5.54) 
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Trong đó    , ∫=
−

=
b

a

dxxf
l

aabl )(1
2 0  

                     ,...2,1sin)(1cos)(1
=== ∫∫ kdx

l
xkxf

l
bdx

l
xkxf

l
a

b

a
k

b

a
k  ,  , 

ππ
 (5.55) 

B. Thác triển chẵn, thác triển lẻ 

Ngoài phương pháp thác triển tuần hoàn, khi hàm số  cho trên khoảng , 
người ta có dùng phương pháp thác triển lẻ hoặc chẵn hàm số đã cho, cụ thể như sau: 

)(xf 0),0( >aa   ,  

Lập hàm số  tuần hoàn với chu kì )(xFl aT 2=  và 

                 
⎩
⎨
⎧

<<
<<−−−

=
axxf

xaxf
xFl 0)(

0)(
)(

   ,         

   ,   

Xem hình 5.5 

 

                                                 y 

 

 

 

 

 

 

                                  0            a                                             x a3− a− a3

                         

 

 

                                                               H5.5 

 

Trên cơ sở khai triển hàm  đó là hàm số lẻ tuần hoàn với chu kì  (Xem chú ý 3 
mục 5.4.2 ) chúng ta nhận được công thức sau tại các điểm liên tục của  trên . 

)(xFl a2
)(xf ),0( a

              ,...2,1sin)(2sin)(
01

=== ∫∑
∞

=

kdx
a

xkxf
a

b
a

xkbxf
a

k
k

k    ,      ,   
ππ

 (5.56) 

Lập hàm số   tuần hoàn với chu kì )(xFc aT 2=  
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và            
⎩
⎨
⎧

<<
<<−−

=
axxf

xaxf
xFc 0)(

0)(
)(

   ,      

   ,   

Xem hình 5.6 

Hàm số là hàm số chẵn và thoả mãn định lí Dirichlet, khai triển được thành chuỗi 
Fourier. Vậy tại các điểm liên tục của  trên   sẽ có: 

)(xFc

)(xf ),0( a

         ,...2,1,0cos)(2cos
2

)(
01

0 ==+= ∫∑
∞

=

kdx
a

xkxf
a

a
a

xkaaxf
a

k
k

k   ,    ,  
ππ

  (5.57) 

Như vậy, nhờ vào thác triển lẻ hoặc chẵn hàm số sẽ nhận được khai triển theo hệ các hàm 
sin hoặc côsin của hàm số  đã cho. )(xf

                                                        y 

 

 

 

 

 

 

                                                        a                                     x a3− a− a3

 

                                                         H.5.6 

 

Ví dụ 1: Cho  )1,0()( ∈= xxxf   ,  

a. Khai triển hàm số thành chuỗi Fourier. 

b. Khai triển hàm số theo các hàm sin. 

c. Khai triển hàm số theo các hàm côsin. 

Giải: 

a. Bằng cách thác triển tuần hoàn hàm số với chu kì 1=T  (Xem 5.54) nhận được: 

                 xkbxkaax k
k

k ππ 2sin2cos
2 1

0 ++= ∑
∞

=

 

                  12
1

0
0 == ∫ xdxa

 219

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 5: Lý thuyết chuỗi 

                 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−== ∫∫

1

0

1
0

1

0

2sin
2

12sin
2

22cos2 xdxk
k

xk
k
xxdxkxak π

π
π

π
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                     ,...2,102cos
)(2

1 1
02 === kxk

k
   ,    π
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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1

0

1
0

1

0
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2

12cos
2

22sin2 xdxk
k

k
k
xxdxkxbk π

π
π

π
π  

                     ,...2,11
=−= k

k
     ,    

π
 

            )1,0(2sin1
2
1

1
∈−= ∑

∞

=

x
k

xkx
k

     ,      
π

π
 

b. Bằng cách thác triển lẻ hàm số (Xem 5.55 ) sẽ có: 

                  )1,0(sin
1

∈= ∑
∞

=

xxkbx
k

k     ,    π

                 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−== ∫∫

1

0

1
0

1

0

cos1cos2sin2 xdxk
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ππ

ππ  

                     ,...2,1)1(2sin
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2cos2 11
02 =−=−−= − k

k
xk
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k k     ,    

π
π

ππ
π  

                 ∑
∞

=

−−
=

1

1 sin)1(2
k

k

k
xkx π

π
 

    Công thức này đúng trên  [ )1,0  

c. Bằng cách thác triển chẵn hàm số (Xem 5.52 ) 

                 )1,0(cos
2 1

0 ∈∀+= ∑
∞

=

xxkaax
k
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0
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π
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+
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0
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1
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    Công thức này đúng trên [ ] 1,0

    Thay  hoặc  vào công thức trên sẽ nhận được tổng của một chuỗi  0=x 1=x

    số đặc biệt  

                 ...
5
1

3
11

)12(
1

8 22
0

2

2

+++=
+

= ∑
∞

=n n
π

 

Ví dụ 2:    Cho hàm số  ),0(sin)( π∈= xxxf    ,   . Hãy khai triển thành chuỗi  

                 Fourier chỉ chứa các hàm côsin 

Giải: 

    Thác triển chẵn hàm số đã cho sẽ có. 

                 ∑
∞

=

+=
1

0 cos
2

sin
k

k kxaax , 

    trong đó  

                 
ππ

π 4sin2

0
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                 [ ]∫∫ −++==
ππ

ππ 00
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    Vậy       [ ]π
ππ

,0
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2cos42sin
1

2 ∈
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∞

=

x
n

nxx
n

    ,     

    Thay  vào công thức sẽ có  0=x

                 ∑
∞

= −
=

1
2 14
1

2
1

n n
 

Ví dụ 3:   Chứng minh rằng 

 221

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 5: Lý thuyết chuỗi 

      

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≤<−

=

<<

=

<≤

==+−+−

      ,     

   ,     -

   ,             

   ,      
34

   ,      

πππ

ππ

ππ

ππ

ππ

x

x

x

x

x

xSxxxx

3
2

32

3
2

34

3
2

3
0

3

3
0

32

)(...
11
11cos

7
7cos

5
5coscos  

Giải: 

    Nhận thấy tổng của chuỗi là hàm số  xác định trên )(xS [ ]π,0 và các số hạng của chuỗi là 
các hàm côsin, vậy chuỗi đó chính là thác triển chẵn của hàm  nào đó cho trên )(xf ),0( π . Từ 
tổng , chúng ta hãy xét hàm  )(xS )(xf
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    Và khai triển hàm  theo các hàm côsin )(xf
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    Tiếp tục  
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    Theo định lí Dirichlet ta nhận được  chính là tổng của chuỗi. )(xS

Ví dụ 4: Cho hàm số  tuần hoàn với chu kì )(xf π2  có các hệ số Fourier là 
. Hãy tính các hệ số Fourier của hàm ,...2,10 =kbaa kk  ,  ,  , )( hxf + , . )( consth =

Giải: 

    Giả sử các hệ số Fourier của )( hxf +  là ,...2,10 =kBAA kk  ,  ,  , . Khi đó. 

                  00 )(1)(1 adxxfdxhxfA
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                     ,...2,1sincos =+= kkhbkha kk         ,         

    Tương tự 

                 ,...2,1sincos =−= kkhakhbB kkk         ,        
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