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Chương 8 

CHUỖI VÔ HẠN 

 

Người không đếm sẽ không biết đếm. 

Anatole France 

Tóm tắt 

Liệu tổng của vô hạn các số khác không có thể là một số hữu hạn? Khái niệm 

có vẻ ngược đời này đóng một vai trò quan trọng trong toán học và có nhiều ứng dụng 

quan trọng. Mục đích của chương này là khảo sát lý thuyết và các ứng dụng của tổng 

vô hạn, cái mà sẽ được nhắc đến với cái tên chuỗi. Các chuỗi cấp số nhân, được giới 

thiệu trong mục 8.2, là một trong các chuỗi đơn giản nhất mà ta gặp và, theo cách nào 

đó, quan trọng nhất. Trong mục 8.3 - 8.6, ta sẽ phát triển các tiêu chuẩn hội tụ, cái mà 

cung cấp các cách thức để xác định nhanh một chuỗi có tổng hữu hạn hay không.  

Kế tiếp, ta sẽ chuyển hướng sự quan tâm của mình đến các chuỗi trong đó mỗi 

hạng tử là các hàm thay vì các số. Ta sẽ đặc biệt quan tâm đến các tính chất của các 

chuỗi lũy thừa, cái mà có thể được xem như các đa thức bậc vô cùng, dù một vài đặc 

điểm của chúng hơi khác với các đa thức như vậy. Ta sẽ thấy rằng nhiều hàm phổ 

biến, chẳng hạn xe ,  ln 1x  , sin x , cos x  và 1tan x  có thể được biểu diễn bởi chuỗi 

lũy thừa, và chúng ta sẽ thảo luận một vài khía cạnh quan trọng thuộc lí thuyết và tính 

toán của loại biểu diễn này.    

 

Mở đầu 

Chuỗi, hay tổng, nảy sinh theo rất nhiều cách. Ví dụ, giả sử rằng một chất gây 

ô nhiễm được xả vào khí quyển hằng tuần và nó bị phân hủy với tốc độ 2% mỗi tuần. 

Nếu m gam chất ô nhiễm được xả ra mỗi tuần thì tại thời điểm bắt đầu tuần đầu tiên, 

có 1S m  gam chất đó trong không khí, và tại thời điểm bắt đầu tuần thứ hai, sẽ có 

0,98m  gam chất ô nhiễm “cũ” còn lại cộng với m gam chất ô nhiễm “mới” vừa được 

xả ra. Tổng cộng lúc này ta có 2 0,98S m m   gam chất ô nhiễm. Tiếp tục như vậy, 

tại thời điểm bắt đầu của tuần thứ n, sẽ có  
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   2 1
0,98 0,98 ... 0,98

n

nS m m m m
      gam chất đó. 

Thật là tự nhiên để tự hỏi rằng lượng chất ô nhiễm sẽ tích tụ lại trong thời gian 

dài (khi n   ) là bao nhiêu? Nhưng một cách chính xác, một tổng như vậy nói lên 

điều gì, và nếu tổng là một con số hữu hạn, làm thế nào để tính giá trị của nó? Ta sẽ 

thu được câu trả lời cho những câu hỏi này trong chương này. 

8.1.  Dãy số và giới hạn của dãy số 

Hầu hết các hiện tượng ta đã khảo sát xảy ra một cách liên tục, nhưng thực tế, 

trong mỗi lĩnh vực khảo sát, có những tình huống mà có thể được mô tả bởi việc danh 

mục hóa các đối tượng riêng biệt theo một danh sách các số. Trong chương này, ta 

định nghĩa một công cụ toán học, được gọi là dãy số, để thực hiện việc danh mục hóa 

này, và sau đó định nghĩa giới hạn của dãy số. 

 Sản xuất một bộ phim là một quá trình phức tạp, và biên tập tất cả các phim 

vào trong cùng một bộ phim yêu cầu rằng tất cả các khung hình của một hành động 

được dán nhãn theo một thứ tự thời gian. Ví dụ R21 - 435 có thể có nghĩa là cảnh thứ 

435 của cuộn phim thứ 21. Một nhà toán học có thể đề cập đến quá trình dán nhãn cho 

các khung hình của một nhà biên tập phim bởi việc nói rằng các khung hình được sắp 

xếp vào một dãy. 

8.1.1. Dãy số 

 Một dãy số là một dãy liên tiếp các số được sắp xếp theo một quy tắc cho 

trước. Đặc biệt, nếu n  là một số nguyên dương, dãy số có phần tử thứ n  là số na  có 

thể được viết dưới dạng 

1 2, ,..., ,...na a a  

Hay đơn giản hơn, 

 na . 

 Số na  được gọi là số hạng tổng quát của dãy. Ta sẽ chỉ làm việc với dãy số vô 

hạn, vì vậy mỗi số hạng na  có một số liền sau 1na   và một số liền trước 1na   với 1n  . 

 Ví dụ, bởi việc gắn mỗi số nguyên dương n  với nghịch đảo 
1

n
 của nó, ta được 

một dãy kí hiệu bởi 
1

n
 
 
 

, đại diện cho dãy liên tiếp các số 
1 1

1, ,..., ,...
2 n

. Số hạng tổng 
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quát được kí hiệu bởi 
1

na
n

 . Ví dụ tiếp theo minh họa kí hiệu và thuật ngữ được sử 

dụng với dãy số. 

Ví dụ 8.1. Tìm số hạng thứ nhất, thứ hai và thứ 15 của dãy số  na , trong đó số hạng 

tổng quát là 

1
1

2

n

na


   
 

. 

Giải  

Nếu 1n   thì 
1 1 0

1

1 1
1

2 2
a


        
   

. Tương tự, 

  
2 1

2

1 1

2 2
a


   
 

. 

  
15 1 14

14
15

1 1
2

2 2
a


        

   
. 

 Câu hỏi ngược lại, tìm số hạng tổng quát khi biết trước vài số hạng của một 

dãy, là một nhiệm vụ khó hơn, và thậm chí nếu chúng ta tìm thấy một số hạng tổng 

quát, ta không có gì đảm bảo rằng số hạng tổng quát là duy nhất. Ví dụ, xét dãy số 

2,4,6,8,...  

 Dãy này dường như có số hạng tổng quát 2na n . Tuy nhiên, số hạng tổng 

quát 

    1 2 3 4 2na n n n n n        

có 4 số hạng đầu tiên giống như vậy, nhưng 5 34a   (không phải 10, như chúng ta 

mong muốn từ dãy 2,4,6,8 ). 

 Đôi khi, thật hữu ích để bắt đầu một dãy số với 0a  thay vì 1a ; có nghĩa là, để 

có một dãy số có dạng 

0 1 2, , ,...a a a  . 

 Hơn nữa, ta đã thảo luận khái niệm dãy số một cách không chính thức, không 

có định nghĩa. Ta đã thấy rằng một dãy  na  gắn một số na  với một số nguyên dương 

(hay có thể là, không âm) n . Do đó, một dãy số thật sự là một hàm số có miền xác 
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định là một tập các số nguyên dương (hay không âm). 

Định nghĩa 8.1. Một dãy số  na  là một hàm số mà miền xác định là một tập hợp các 

số nguyên không âm và miền giá trị là một tập con của tập hợp số thực. Các giá trị 

của hàm số 1 2 3, , ,...a a a  được gọi là các số hạng của  dãy số, và na  được gọi là số 

hạng thứ n , hoặc số hạng tổng quát của dãy số. 

8.1.2. Giới hạn của dãy số 

 Người ta thường muốn xem xét sự biến đổi của một dãy  na cho trước khi n  

đủ lớn. Ví dụ, xét dãy 

1n

n
a

n



. 

Vì 1 2 3

1 2 3
, , ,...

2 3 4
a a a    , chúng ta có thể vẽ các số hạng của dãy này trên một trục 

số, như trong hình 8.1a, hoặc dãy có thể được vẽ theo hai chiều, như trong hình 8.1b. 

 

Hình 8.1. Đồ thị dãy 
1n

n
a

n



 

 Nhìn vào đồ thị ở hình 8.1a hay 8.1b, ta thấy rằng các hạng tử của dãy  na

ngày càng gần số 1. Nhìn chung, nếu các hạng tử của dãy ngày càng gần số L khi n 

tăng vô hạn, ta nói rằng dãy hội tụ về giới hạn L và viết 

lim nn
L a


 . 

Bởi việc nhìn vào hình 8.1, ta đoán trước 

lim lim 1
1n

n n

n
a

n 
 


. 

Ta có định nghĩa giới hạn chính thức như sau 
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Định nghĩa 8.2. Dãy số  na  hội tụ về số L , và ta viết 

lim n
n

L a


  

nếu với mỗi 0  , tồn tại một số nguyên N  sao cho 

na L       với mọi n N . 

Nếu không, dãy số phân kì. 

 Điều này nói lên rằng kí hiệu lim n
n

L a


  có nghĩa là các hạng tử của dãy  na  

có thể được làm cho gần L tùy ý bởi việc lấy n đủ lớn. 

 Một minh họa hình học cho định nghĩa này được biểu diễn trong hình 8.2 

 

Hình 8.2. Minh họa hình học của một dãy hội tụ 

 Chú ý rằng các số na  có thể ở bất kì đâu khi n  nhỏ, nhưng, khi n  đủ lớn chúng 

phải chụm lại gần giá trị giới hạn L . 

 Định lí về giới hạn của các hàm số cũng thực hiện được đối với các dãy. Ta có 

các kết quả hữu ích sau. 

Định lí 8.3. Nếu lim nn
a L


  và lim nn

b M


  thì 

Luật tuyến tính    lim n nn
ra sb rL sM


   . 

Luật tổng    lim n nn
a b LM


 . 

Luật thương   lim n

n
n

a L

b M
  nếu 0M  . 
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Luật căn   lim mm
nn

a L


  nếu m
na  xác định với mọi n  và m L  tồn 

tại. 

Ví dụ 8.2. Tìm giới hạn của mỗi dãy số hội tụ sau 

a. 
100

n
 
 
 

    

b. 
2

3

2 5 7n n

n

  
 
 

    

c. 
4

4 2

3 1

5 2 1

n n

n n

  
   

  

Giải 

a. Khi n  ngày càng lớn, 100

n
 sẽ ngày càng nhỏ. Vì 

vậy, 

100
lim 0
n n

 . 

Đồ thị minh họa được biểu diễn trong hình 8.3. 

 

 

Hình 8.3. Đồ thị biểu diễn dãy 100
na

n


 

b. Ta không thể dùng luật thương của Định lí 8.3 bởi vì cả hai giới hạn trên tử và 

dưới mẫu đều không tồn tại. Tuy nhiên 

2

3 2 3

2 5 7 2 5 7n n

n n n n

 
    

và bởi việc dùng luật tuyến tính, ta thấy rằng 

2

3 2 3

2 5 7 1 1 1
lim 2lim 5lim 7lim

                        2.0 5.0 7.0

                        0

n n n n

n n

n n n n   

 
  

  


Đồ 

thị minh họa được biểu diễn trong hình 8.4. 

        Hình 8.4. Đồ thị của 
2

3

2 5 7
n

n n
a

n
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c. Chia tử số và mẫu số cho 4n , lũy thừa cao nhất của n  có mặt trong biểu thức, 

để được 

4 3 4

4 2

2 4

1 1
33 1 3

lim lim
2 15 2 1 55

n n

n n n n
n n

n n

 

  
 

   
. 

Đồ thị minh họa được biểu diễn trong hình 8.5 

  

         

Hình 8.5. Đồ thị của     
4

4 2

3 1

5 2 1n

n n
a

n n

 


 
 

Ví dụ 8.3. Chứng minh rằng các dãy số sau phân kì 

a.   1
n      

b. 
5 3

4 2

2

7 3

n n

n n

  
   

  

Giải 

a. Dãy được xác định bởi   1
n  là 1,1, 1,1,...   và dãy này phân kì bởi các phần 

tử của nó cứ dao động giữa -1 và 1. Vì vậy, na  không thể ngày càng gần một con số L 

cụ thể nào khi n ngày càng lớn. 

b. 
5 3 2 5

4 2

3 5

1 2
12

lim lim
7 1 37 3n n

n n n n
n n

n n n

 

  


   
  

 Tử số có xu hướng tiến về 1 khi n   , và mẫu số ngày càng gần 0. Do đó 

thương số sẽ tăng không bị chặn, và dãy phải phân kì. 

Nếu lim n
n

a


 không tồn tại vì các số na  ngày càng lớn mãi khi n   , ta viết 

lim n
n

a


  .  

Ta tóm tắt điều này một cách chính xác hơn trong định nghĩa sau 

Định nghĩa 8.4. 

 
lim nn

a


   có nghĩa là với mọi số thực A bất kì, ta có na A  với mọi n  đủ lớn.
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 lim n
n

b


   có nghĩa là với mọi số thực B bất kì, ta có nb B  với mọi n  đủ 

lớn. 

Viết lại câu trả lời cho ví dụ 8.3b theo kí hiệu này, ta có 

5 3

4 2

2
lim

7 3n

n n

n n

 
 

 
. 

Ví dụ 8.4. Xác định sự hội tụ hay phân kì của dãy số  2 3n n n  . 

Giải 

 Sẽ không đúng để áp dụng luật tuyến tính cho các dãy số ở đây (bởi vì cả 

2lim 3
n

n n


  và lim
n

n


 đều không tồn tại). Cũng không đúng để dùng điều này như 

một lí do để nói rằng giới hạn của dãy số không tồn tại vì vô cùng trừ vô cùng là dạng 

vô định. Bạn có thể thử một vài giá trị của n  (như trong bảng số liệu 8.6) để đoán 

rằng có một giới hạn nào đó.  

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Bảng 8.6. Đây là đồ thì của một dãy hội tụ hay phân kì? 

 Tuy nhiên, để tìm giới hạn, ta sẽ dùng biến đổi đại số để viết lại số hạng tổng 

quát như sau: 

 
2 2 2

2 2

2 2

3 3 3
3 3

33 3 1 1

n n n n n n
n n n n n n

n n n n n n
n

   
      

     
. 

Do đó, 
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 2 3 3
lim 3 lim

23
1 1

n n
n n n

n

 
   

 
. 

 Chú ý đồ thị của dãy trong ví dụ 8.4 trong bảng số liệu 8.6. Đồ thị của một dãy 

là sự nối tiếp của các điểm riêng biệt. Đồ thị này có thể được so sánh với đồ thị của 

2 3 , 1y x x x x    , 

một đường cong liên tục (xem hình 8.7)  

 Sự khác biệt duy nhất giữa lim n
n

a L


  và 

 lim
x

f x L


  là n  phải là một số nguyên. Điều đó được 

phát biểu trong giả thiết của định lí sau. 

 

Hình 8.7. Đồ thị của hàm 2 3 , 1y x x x x     

 

Định lí 8.5. (Định lý về giới hạn của hàm liên tục). Cho trước dãy số  na , gọi f là 

một hàm số liên tục thỏa mãn  na f n  với 1, 2,...n  . Nếu  lim
x

f x


 tồn tại và 

 lim
x

f x L


  thì dãy số  na  hội tụ và lim n
n

a L


 . 

Chứng minh  

Lấy 0  . Vì  lim
x

f x L


  nên tồn tại một số 0N   sao cho 

 f x L    với mọi x N . 

Đặc biệt, nếu n N  thì nó kéo theo rằng  

  nf n L a L     . 

 Hãy chắc rằng bạn hiểu định lí này một cách chính xác. Đặc biệt, chú ý rằng nó 

không nói nếu lim nn
a L


  thì  lim

x
f x L


  (xem hình 8.8b). 
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 Trang 12 

 

Hình 8.8. So sánh đồ thị của  lim
x

f x


 và lim nn
a


 trong đó   nf n a  với 1, 2,...n    

Ví dụ 8.5. Biết dãy số 
2

1 n

n

e

 
  

 hội tụ, tính 
2

lim
1 nn

n

e 
. 

Giải  

Đặt  lim
x

L f x


 , trong đó  
2

1 x

x
f x

e



.  

Vì   nf n a  với 1,2,...n   Định lí 8.5 nói rằng 
2

lim
1 nn

n

e 
 bằng với  lim

x
f x


, miễn 

là giới hạn phía sau tồn tại. Vì hàm số f liên tục với mọi 0x  , ta dùng quy tắc 

L’Hospital. 

2 2 2
lim lim lim 0

1 x x xx x x

x x

e e e  
  

  
. 

Do dó, theo định lí 8.5,  

 
2

lim lim 0
1 nn x

n
f x L

e 
  


. 

Quy tắc kẹp có thể được viết lại theo ngôn ngữ của dãy như sau 

Định lí 8.6 (Định lí kẹp cho dãy). Nếu n n na b c   với mọi n N , và 

lim limn nn n
a c L

 
   thì  

lim nn
b L


 . 

Ví dụ 8.6. Chứng minh rằng các dãy số sau hội tụ, và tìm giới hạn của chúng. 

a. 1/lim n

n
n


     b. 

!
lim

nn

n

n
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Giải 

a. Đặt 1/lim n

n
L n


 , khi đó ta đặt   1/ xf x x . Hàm số f  liên tục với mọi 0x   

nên ta có thể áp dụng quy tắc L’Hospital.  

Ta có 

1
ln ln

ln lim lim lim 0
1n x x

n x xL
n x  

   
. 

Do đó,  

0 1L e  . 

Ta không thể dùng quy tắc L’Hospital vì !x  không được định nghĩa như một 

hàm số sơ cấp khi x  không phải là số nguyên. Thay vào đó, ta dùng định lí kẹp cho 

dãy. Theo đó, chú ý rằng nếu lấy 0na   và 
1

nc
n

 , với mọi n , ta có 

  
! 1

0

n n

n

b c
a

n

n

n n
 

 

Bất đẳng thức bên phải đúng bởi vì 

  1 2 ...1! 1 2 1
...

. . ...n

n n nn n n n

n n n n n n n n n

               
       

  1 1
1 ...

n n n

n n n n n
           
      . 

Vì lim 0n
n

a


  thì lim 0n
n

c


  nên theo định lí kẹp ta có 
!

lim 0
nn

n

n
 . 

8.1.3. Dãy bị chặn, đơn điệu 

Ta giới thiệu, cùng với một ví dụ đơn giản, vài thuật ngữ gắn với dãy số  na    

Tên Điều kiện Ví dụ 

tăng ngặt 1 2 1... ...k ka a a a       1,2,3,4,5,… 

tăng 1 2 1... ...k ka a a a       1,1,2,2,3,3,… 

tiảm ngặt 1 2 1... ...k ka a a a       1 1 1
1, , , ,...

2 3 4
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giảm 1 2 1... ...k ka a a a       1 1 1 1
1,1, , , , ,...

2 2 3 3
  

bị chặn 

trên bởi M   

na M  với 1,2,3,...   
1M   với 

1 1 1
1, , , ,...

2 3 4
  

Chú ý 2, 3M M   là các 

sự chọn lựa khác. 

bị chặn 

dưới bởi m  

nm a  với 1,2,3,...   1m   với 1,2,3,...  

Chú ý 0, 1m m    là các 

lựa chọn khác. 

bị chặn Đó là vừa bị chặn trên, vừa bị 

chặn dưới. 

1 1 1
1, , , ,...

2 3 4
  

0, 1m M  . Vậy dãy số bị 

chặn.  

 

Ta cũng nói rằng một dãy là đơn điệu nếu nó tăng hoặc giảm và một dãy là 

đơn điệu ngặt nếu nó tăng ngặt hoặc giảm ngặt. 

Nhìn chung, khó để nói rằng một chuỗi số cho trước là hội tụ hay phân kì, 

nhưng nhờ định lí sau đây, ta sẽ dễ dàng xác định một dãy số là hội tụ hay phân kì nếu 

ta biết nó đơn điệu. 

Định lí 8.7 (Định lí bị chặn, đơn điệu, hội tụ). Một dãy số đơn điệu  na  hội tụ nếu 

nó bị chặn và phân kì nếu ngược lại. 

Chứng minh 

Lập luận một cách nôm na dưới đây, ta sẽ giả định rằng  na  là một dãy tăng. 

Bạn sẽ muốn thấy rằng bạn có thể đưa ra một lập luận tương tự trong trường hợp dãy 

giảm hay không.  

Vì các hạng tử của dãy thỏa mãn 1 2 1... ...k ka a a a     , ta biết rằng dãy bị 

chặn dưới bởi 1a  và đồ thị của các điểm tương ứng  , nn a  sẽ đi lên trong mặt phẳng. 

Hai trường hợp có thể xảy ra được biểu diễn trong hình 8.9. 
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 Trang 15 

 

Giả sử dãy  na  dược chặn trên bởi một số M , cho nên 1 na a M   với 

1,2,...n  .  

Do đó đồ thị của các điểm  , nn a  phải đi lên liên tục (bởi vì dãy là đơn điệu), 

nhưng nó phải nằm dưới đường thẳng y M  (trong đó L M ). Cách duy nhất để 

điều này có thể xảy ra đó là đồ thị ngày càng gần một đường thẳng “chắn” y L  

(trong đó L M ), và ta có lim n
n

a L


 , như biểu diễn trong hình 8.9a. Tuy nhiên, nếu 

dãy không bị chặn trên, đồ thị sẽ tăng không xác định (hình 8.9b), và các phần tử của 

dãy  na  không thể ngày càng gần bất kì số hữu hạn L  nào. 

Ví dụ 8.7. Chứng minh rằng dãy 
 
 

1.3.5... 2 1

2.4.6... 2

n

n

  
 
  

 hội tụ. 

Giải  

Các số hạng đầu tiên của dãy này là 

1

1

2
a           

2

1.3 3

2.4 8
a       

3

1.3.5 5

2.4.6 16
a     
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Vì 
1 3 5

2 8 16
  , ta nhận thấy dãy này tăng (có nghĩa là, nó đơn điệu). Ta có thể 

chứng minh điều này bởi việc chỉ ra rằng 1n na a   với mọi 0n  , hay một cách tương 

đương, 1 1n

n

a

a
  . (Chú ý rằng 0na   với mọi n ). 

 
 

 
 

 
 

 
 

1

1.3.5... 2 1 1

2.4.6... 2 1

1.3.5... 2 1

2.4.6... 2

1.3.5... 2 1 1 2.4.6... 2
      .

1.3.5... 2 12.4.6... 2 1

2 1
      1

2 2

n

n

n

na
na

n

n n

nn

n

n



    
   



    
   


 


   

với mọi 0n  .  

Do đó, 1n na a   với mọi n , và  na  là một dãy giảm. Vì 0na   với mọi n  nên 

 na  bị chặn dưới bởi 0. Áp dụng định lí 8.7, ta thấy rằng  na  hội tụ, nhưng định lý 

8.7 không nói cho ta biết điều gì về giới hạn của dãy. 

Định lý 8.7 cũng đúng đối với các dãy có phần sau đơn điệu. Có nghĩa là, dãy 

 na  hội tụ nếu nó bị chặn và tồn tại một số nguyên N  sao cho  na  đơn điệu với 

mọi n N .  

Dạng mở rộng của định lý 8.7 được minh họa trong ví dụ sau. 

Ví dụ 8.8.  Chứng minh rằng dãy 
ln n

n

 
 
 

 hội tụ. 

Giải  

Một vài giá trị được nêu ra trong bảng 8.10. 
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Sự nối tiếp các số gợi ý rằng dãy đầu tiên tăng và sau đó giảm dần. Để kiểm tra 

đặc điểm này, ta lấy  

  ln x
f x

x
  

và thấy rằng 

 
  1/2

2

1 1
ln

2 ln2
'

2

x x x
x x xx

f x
x x

             

Tìm giá trị tới hạn: 

2

2 ln
0

2

x x x

x


   

2 lnx x x  

ln 2x    

2x e   

Vì vậy, 2x e  là giá trị tới hạn duy nhất, và bạn có thể chứng minh rằng 

 ' 0f x   với 2x e  do 2 ln 0x   với 2x e . Điều này có nghĩa là f  là một hàm 

giảm với 2x e .  
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Do đó, dãy 
ln n

n

 
 
 

 phải giảm với 8n   (bởi vì 2e  nằm giữa 7 và 8). Ta thấy 

rằng dãy 
ln n

n

 
 
 

 bị chặn dưới vì 

ln
0

n

n

   
 

 với mọi 2n   

Do đó, dãy đã cho bị chặn dưới và có phần sau giảm, cho nên nó phải hội tụ. 

Định lý 8.7 là một công cụ lí thuyết cực kì có giá trị. Ví dụ, ta đã biết định 

nghĩa số e  bởi giới hạn 

1
lim 1

n

n
e

n

   
 

. 

Nhưng để làm như vậy, ta đã giả sử rằng giới hạn này tồn tại. Bây giờ, ta có thể 

chứng minh rằng giả sử này được đảm bảo là đúng, bởi vì dãy 
1

1
n

n

     
   

 tăng và bị 

chặn trên. Do đó, định lý 8.7 đảm bảo cho chúng ta dãy số hội tụ, và điều này đảm bảo 

sự tồn tại của giới hạn. Chúng ta kết thúc phần này với một kết quả rất hữu ích trong 

công việc tiếp theo của chúng ta. 

Định lí 8.8. (Sự hội tụ của một dãy lũy thừa). Nếu r  là một số cố định sao cho 

1r   thì lim 0n

n
r


 . 

Chứng minh 

Trường hợp khi 0r   là tầm thường. Ta sẽ chứng minh định lí trong trường 

hợp 0 1r   và để trường hợp 1 0r    lại như một bài tập. 

10 n n nr r r r   . 

Dãy  nr  đơn điệu và bị chặn nên có giới hạn. Hoặc lim 0n

n
r


  hoặc 

lim 0n

n
r L


  . Giả sử 

lim n

n
r L


   

lim n

n
r r nL


   

lim n

n
rr rL
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1lim n

n
r rL L


    

Nhưng 1lim limn n

n n
r r L

 
   theo định nghĩa giới hạn. Do đó L rL L   là điều 

không thể, vì vậy lim 0n

n
r


 . 

8.2. Giới thiệu về chuỗi vô hạn; chuỗi cấp số nhân 

Ta định nghĩa một chuỗi như một giới hạn của một loại dãy đặc biệt. Sau đó ta 

nghiên cứu vài đặc điểm cơ bản của chuỗi và khảo sát chuỗi lượng giác, một loại 

chuỗi đặc thù với rất nhiều ứng dụng. 

8.2.1. Định nghĩa chuỗi vô hạn 

Một cách để cộng một danh sách các số là tạo ra các tổng thành phần cho đến 

khi nào số cuối cùng của danh sách được được chạm đến. Một cách tương tự, để đưa 

ra nghĩa của một tổng vô hạn 

1 2 3 4 ...S a a a a      

Một cách tự nhiên, ta khảo sát các tổng thành phần 

1 1 2 1 2 3 1 2 3 4, , , ,...a a a a a a a a a a       

Nếu tổng vô hạn có giá trị, ta dự đoán rằng các tổng thành phần 

1 2 3 4 ... nS a a a a a       sẽ ngày càng gần giá trị đó khi n  tăng không bị chặn. 

Các ý tưởng này dẫn ta đến định nghĩa sau. 

Định nghĩa 8.9. Một chuỗi là một tổng hình thức có dạng 

1 2 3
1

...
n

k
k

a a a a


     

và tổng riêng thứ n của chuỗi là 

1 2 3 4
1

...
n

n n k
k

S a a a a a a


       . 

Chuỗi được gọi là hội tụ với tổng S  nếu dãy các tổng riêng  nS  hội tụ về S . Trong 

trường hợp này, ta viết 

1

limk n
n

k

a S S





  . 

Nếu dãy  nS  không hội tụ, chuỗi 
1

k
k

a



  phân kì và không có tổng. 
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Cái này nói lên điều gì? Một chuỗi hội tụ nếu dãy các tổng riêng của nó hội tụ và 

phân kì nếu ngược lại. Nếu nó hội tụ, tổng của nó được định nghĩa là giới hạn của dãy 

tổng riêng. 

Ta sẽ dùng kí hiệu 
1

k
k

a



 để kí hiệu chuỗi 1 2 3 ...a a a    bất kể chuỗi này hội 

tụ hay phân kì. Nếu dãy các tổng riêng  nS  hội tụ thì 

1 1

lim
n

k kn
k k

a a



 

 
  

 
   

và kí hiệu 
1

k
k

a



   được dùng để biểu diễn cả cho chuỗi và cho tổng của nó. Ta cũng sẽ 

xem xét các chuỗi mà điểm khởi đầu không phải là 1; ví dụ, chuỗi 

1 1 1
...

3 4 5
    

có thể được kí hiệu bởi 
3

1

k k




   hoặc 

2

1

1k k



  . 

Ví dụ 8.9. Chứng minh rằng chuỗi 
1

1

2k
k




  hội tụ. 

Giải  

Chuỗi này có những tổng riêng sau 

1

1

2
S    

2

1 1 3

2 4 4
S      

3

1 1 1 7

2 4 8 8
S       

… 

1 1 1
...

2 4 2n n
S       

Dãy các tổng riêng là 
1 3 7 15 31 63 127

, , , , , , ,...
2 4 8 16 32 64 128

 và nói chung (theo quy nạp toán 

học) 
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1
1

2n n
S     

Vì 
1

lim 1 1
2nn

   
 

 nên ta kết luận rằng chuỗi hội tụ và có tổng là 1S  . 

Ví dụ 8.10. Chứng minh rằng chuỗi  
1

1
k

k





  phân kì. 

Giải   

Chuỗi có thể được khai triển (viết rõ ra) như sau 

 
1

1 1 1 1 1 1 ...
k

k





         

và ta thấy rằng tổng riêng thứ n  của chuỗi là  

1, 2

0, 2 1n

n k
S

n k

 
   

. 

Vì dãy  nS  không có giới hạn, chuỗi đã cho phải phân kì. 

Một chuỗi được gọi là chuỗi rút gọn được (telescoping series hay collapsing 

series) nếu các tổng riêng có thể rút gọn được, như minh họa bởi ví dụ sau đây. 

Ví dụ 8.11. Chứng minh rằng chuỗi 2
1

1

k k k



    hội tụ và tìm tổng của nó. 

Giải  

Dùng kĩ thuật phân tích phân thức thành tổng các phân thức đơn giản, ta thấy 

rằng 

 2

1 1 1 1

1 1k k k k k k


  

  
. 

Do đó, tổng riêng thứ n của chuỗi đã cho có thể biểu diễn như sau 

2
1 1

1 1 1

1n
k k

S
k k k k

 

 

      
   

    

1 1 1 1 1 1 1
1 ...

2 2 3 3 4 1n n
                             

  

    

1 1 1 1 1 1 1
1 ...

2 2 3 3 1n n n
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1
1

1n
 


. 

Giới hạn của dãy tổng riêng là 

1
lim lim 1 1

1nn n
S

n 

     
 

nên chuỗi hội tụ, với tổng 1S  . 

8.2.2. Các tính chất tổng quát của chuỗi 

Tiếp theo, ta sẽ khảo sát hai tính chất tổng quát của các chuỗi. Ở đây và những 

nơi khác, khi điểm bắt đầu của một dãy không quan trọng, ta sẽ kí hiệu chuỗi bởi

ka  thay vì 
1

k
k

a



 . 

Định lí 8.10. (Tính chất tuyến tính của chuỗi).  

Nếu ka  và kb  là các chuỗi hội tụ thì chuỗi  k kca db , với ,c d  là 

hằng số cũng hội tụ và  

 k k k kca db c a d b     . 

Chứng minh:  

So sánh tính chất này với tính chất tuyến tính trong Định lí 5.4 ở chương 5, các 

tính chất giới hạn là cho các tổng hữu hạn, và định lí này là cho các tổng vô hạn.  

Chứng minh của định lí này tương tự chứng minh của Định lí 5.4, nhưng trong 

trường hợp này, nó được suy ra từ luật tuyến tính của dãy (Định lí 8.3). Chi tiết được 

để lại như một bài toán. 

Ví dụ 8.12. Chứng minh rằng chuỗi 
2

1

4 6

2k
k k k





   
   hội tụ, và tìm tổng của nó. 

Giải  

Từ ví dụ 8.9 và ví dụ 8.11 ta biết rằng 2
1

1

k k k



   và 
1

1

2k
k




  đều hội tụ với tổng 

bằng 1, tính chất tuyến tính cho ta viết chuỗi đã cho như sau 

2
1 1

1 1
4 6

2k
k kk k

 

 


  . 

Bây giờ ta có thể kết luận rằng chuỗi hội tụ và rằng tổng của nó là 
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   2
1 1

1 1
4 6 4 1 6 1 2

2k
k kk k

 

 

    
  . 

Tính chất tuyến tính cũng cung cấp thông tin hữu ích về một chuỗi có dạng 

 k kca db  khi chỉ một trong hai chuỗi ka  hoặc kb  phân kì; có nghĩa là, một 

hội tụ và cái còn lại phân kì. 

Định lí 8.11. (Sự phân kì của tổng của một chuỗi hội tụ và một chuỗi phân kì) 

Nếu chuỗi ka  hoặc kb phân kì và chuỗi còn lại hội tụ thì chuỗi 

 k ka b  phải phân kì. 

Chứng minh:  

Giả sử ka  phân kì và kb  hội tụ. Khi đó, nếu chuỗi  k ka b  cũng hội 

tụ, theo tính chất tuyến tính thấy rằng chuỗi  

 k k k ka b b a       

phải hội tụ, mâu thuẫn với giả thiết. Điều đó kéo theo rằng chuỗi  k ka b  phân kì.  

Ví dụ định lí này cho ta biết rằng chuỗi 

 2
1

1
1

k

k k k





    
  

phải phân kì vì mặc dù 2
1

1

k k k



   hội tụ (Ví dụ 8.11) nhưng chuỗi  
1

1
k

k





  phân kì 

(Ví dụ 8.9). 

8.2.3. Chuỗi cấp số nhân 

Chúng ta vẫn còn có rất ít các kĩ thuật để xác định rằng một chuỗi cho trước là 

hội tụ hay phân kì. Thật sự, mục đích của phần lớn chương này là để phát triển đủ các 

kĩ thuật để xác định điều này. Ta bắt đầu cuộc tìm kiếm này bởi việc xem xét một loại 

chuỗi đặc biệt quan trọng. 

Định nghĩa 8.12.  (Chuỗi cấp số nhân). Một chuỗi cấp số nhân là một chuỗi trong 

đó tỉ số giữa các số hạng liên tiếp nhau trong chuỗi là một hằng số. Nếu hằng số này 

là r  thì chuỗi có dạng 

2 3

0

... ...k n

k

ar a ar ar ar ar




                 0a  . 
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Ví dụ, 
3 3 3

3 ...
2 4 8

     là một chuỗi cấp số nhân vì mỗi số hạng bằng một nửa số 

hạng đứng kề trước. Tỉ số của một chuỗi cấp số nhân có thể dương hoặc âm.  

Ví dụ, 

 0

2 2 2 2
2 ...

3 9 273
k

k





    


  

là một chuỗi cấp số nhân với 
1

3
r   .  

Định lí sau đây cho ta biết làm thế nào để xác định một chuỗi cấp số nhân hội 

tụ hay phân kì và nếu nó hội tụ, tổng của nó là bao nhiêu. 

Định lí 8.13.  (Định lí chuỗi cấp số nhân) 

Chuỗi cấp số nhân 
0

k

k

ar



  với 0a  phân kì nếu 1r   và hội tụ nếu 1r   với 

tổng 

0 1
k

k

a
ar

r






 . 

Chứng minh:  

Chú ý rằng tổng riêng thứ n của chuỗi cấp số nhân là 

2 1... n
nS a ar ar ar       

2 3 ... n
nrS ar ar ar ar      

   2 3 2 1... ...n n
n nrS S ar ar ar ar a ar ar ar             

 1 n
nr S ar a    

 1

1

n

n

a r
S

r





 khi 1r  . 

Nếu 1r   thì dãy các tổng riêng  nS  không có giới hạn vì nr  không bị chặn 

trong trường hợp này, vì vậy chuỗi cấp số nhân phải phân kì. Tuy nhiên, nếu 1r  , 

định lí 8.8 cho ta thấy rằng 0nr   khi n   , do đó ta có 

 
0

0 11
lim lim

1 1 1

n
k

n
n n

k

ar a
ar S a

r r r



 


 
       

 . 
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Để hoàn tất chứng minh, ta cần chỉ ra rằng chuỗi cấp số nhân phân kì khi 1r 

, và ta để bước cuối cùng này lại như một bài toán. 

Ví dụ 8.13. Xét xem mỗi chuỗi cấp số nhân sau hội tụ hay phân kì. Nếu chuỗi hội tụ, 

tìm tổng của nó. 

a. 
0

1 3

7 2

k

k





 
 
 

      

b. 
2

1
3

5

k

k





  
 

   

Giải 

a. Vì 
3

2
r   thỏa mãn 1r   nên chuỗi phân kì. 

b. Ta có 
1

5
r    nên 1r  , và chuỗi cấp số nhân hội tụ. Giá trị đầu tiên của k  là 

2 (không phải 0), nên giá trị a  (giá trị đầu tiên) là 

2
1 3

3
5 25

a     
 

 

và   

2

3
1 1253

15 1 101
5

k

k

a

r





            
 

 . 

8.2.4. Ứng dụng của chuỗi cấp số nhân 

Chuỗi cấp số nhân có thể được sử dụng theo rất nhiều cách. Ba ví dụ tiếp theo 

của chúng ta sẽ minh họa một vài ứng dụng bao gồm chuỗi cấp số nhân. 

Nhắc lại rằng một số hữu tỉ r  là một số có thể viết dưới dạng /r p q  với p là 

số nguyên và q là số nguyên khác 0. Người ta có thể chứng minh rằng bất kì số nào 

như thế đều có biểu diễn số thập phân tuần hoàn. Ví dụ, 

5
0,5 0,50

10
 

 

  
5

0,454545... 0,45
11

   

Trong đó thanh ngang chỉ rằng các số dưới thanh ngang lặp lại vô hạn lần. Ví 
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dụ sau đây cho thấy chuỗi cấp số nhân có thể được dùng như thế nào để đảo ngược 

quá trình này bởi việc viết một số thập phân tuần hoàn cho trước dưới dạng một phân 

số. 

 Ví dụ 8.14. Biểu diễn một số thập phân tuần hoàn dưới dạng một số hữu tỉ 

Viết 15,423  dưới dạng một số hữu tỉ 
p

q
. 

Giải  

Thanh ngang phía trên 23 chỉ rằng khối các số này được lặp lại, có nghĩa là, 

15,423 15,4232323...  .  

Phần lặp lại của số thập phân có thể được viết dưới dạng một chuỗi hình học 

như sau 

3 5 7

4 23 23 23
15,423 14 ...

10 10 10 10
        

3 2 4

4 23 1 1
15 1 ...

10 10 10 10
        

  

3 3

4 23 1 4 23 100
15 15

110 10 10 10 991
100

 
             
 

 

4 23 15269
15

10 990 990
    . 

  Việc giảm trừ thuế, tức việc trả lại một khoản tiền nào đó cho người nộp thuế 

có thể dẫn đến việc khoản tiền này được dùng rất nhiều lần. Hiện tượng này được biết 

đến trong kinh tế như là tác động nhân. Nó xảy ra bởi vì phần tiền giảm trừ được xài 

bởi một cá nhân lại trở thành thu nhập của một hoặc nhiều người khác, những người 

mà đến lượt mình lại xài một phần của khoản tiền đó, tạo ra thu nhập cho các nhân 

khác để tiêu xài. Nếu tỉ lệ thu nhập được tiết kiệm lại là một hằng số khi quá trình này 

tiếp tục một cách vô hạn, tổng số tiền được xài như là hệ quả của sự giảm trừ thuế 

chính là tổng của một chuỗi cấp số nhân. 

Ví dụ 8.15.  Bài toán mô hình: Tác động nhân trong kinh tế 

Giả sử rằng trên toàn quốc xấp xỉ 90% của tất cả các thu nhập được dùng và 

10% được tiết kiệm. Mức tiêu dùng tổng cộng được phát sinh bởi 40 triệu tiền giảm 
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trừ thuế sẽ là bao nhiêu nếu thói quen tiết kiệm tiền không thay đổi? 

Giải  

Số tiền (tỉ) được xài bởi người nhận trực tiếp tiền miễn trừ là 36. Khoản tiền 

này trở thành khoản thu nhập mới, mà 90% trong đó hay 0,9 (36) được dùng. Đến lượt 

mình, khoản tiền này lại sinh ra khoản tiêu xài là 0,9 [0,9 (36)], và vân vân. Tổng số 

tiền được tiêu xài nếu quá trình này tiếp diễn vô hạn là 

     2 3 236 0,9 36 0,9 36 0,9 36 ... 36 1 0,9 0,9 ...            

      
 0

1
36 0,9 36 360

1 0,9
k

k





     
 . 

Tổng số tiền tiêu xài được phát sinh bởi 40 tỉ đô la giảm trừ thuế là 360 tỉ đô la. 

Ví dụ 8.16. Bài toán mô hình: Tích lũy thuốc trong cơ thể 

Một bệnh nhân được tiêm 10 đơn vị thuốc mỗi 24 giờ. Thuốc được bài tiết theo 

số mũ nên lượng thuốc còn lại trong cơ thể bệnh nhân sau t ngày là   /5tf t e . Nếu 

việc điều trị vẫn được tiếp tục mãi, khoảng bao nhiêu đơn vị thuốc sẽ được tích lũy 

trong cơ thể bệnh nhân ngay trước lúc tiêm? 

Giải  

Chỉ 1/510e  đơn vị thuốc của liều đầu tiên còn lại trong cơ thể bệnh nhân sau 

ngày đầu tiên (ngay trước lần tiêm thứ hai). Có nghĩa là, 

1/5
1 10S e  

Lượng thuốc trong cơ thể bệnh nhân sau 2 ngày bao gồm lượng còn lại từ 2 lần 

tiêm đầu tiên. Chỉ 2/510e  đơn vị của liều tiêm đầu tiên còn lại (vì 2 ngày đã trôi qua), 

và của liều tiêm thứ hai còn lại 1/510e  đơn vị thuốc: 

1/5 2/5
2 10 10S e e   . 

Tương tự, sau n  ngày, 

1/5 2/5 /5 /5

1

10 10 ... 10 10
n

n k
n

k

S e e e e   



      

Lượng thuốc S tích tụ trong người bệnh nhân trong thời gian dài là giới hạn của 

nS  khi n   . Đó là, 
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1/5
/5

1/5
1

10
lim 10 45,166566

1
k

nn
k

e
S S e

e







   
 . 

Ta thấy rằng khoảng 45 đơn vị thuốc còn tích lũy trong cơ thể bệnh nhân. 

Chú ý 

Như một chú ý cuối cùng, hãy nhớ rằng một dãy là sự nối tiếp của các số hạng, 

trong khi một chuỗi là tổng của các số hạng như vậy. Đừng lẫn lộn giữa hai khái niệm 

vì chúng có những tính chất rất khác nhau. Ví dụ, một dãy các số hạng có thể hội tụ, 

nhưng chuỗi các số hạng đó có thể phân kì: 

1
1

2n

  
 

 là một dãy 
3 5 9 17

, , , ,...
2 4 8 16

, dãy này hội tụ đến 1. 

1

1
1

2n
n





  
 

  là chuỗi 
3 5 9

...
2 4 8
    , chuỗi này phân kì. 

8.3. Tiêu chuẩn tích phân ; p-chuỗi 

Bây giờ ta chuyển sang phát triển một vài tiêu chuẩn để xét sự hội tụ của một 

chuỗi cho trước. Các tiêu chuẩn này tiện lợi ở chỗ chúng không yêu cầu biết công 

thức cụ thể (như cái mà ta đã tìm với chuỗi cấp số nhân) cho nS  (tổng riêng thứ n) và 

bất tiện ở chỗ chúng thường không thể dùng để tìm tổng thực sự của một chuỗi hội tụ 

được. 

Sự hội tụ hay phân kì của một chuỗi được xác định bởi sự biến đổi của các nS , 

tổng riêng thứ n của chúng khi n   . Trong Mục 8.2, ta đã thấy các phương pháp 

đại số có thể thỉnh thoảng được dùng để tìm công thức cho tổng riêng thứ n của một 

chuỗi như thế nào. Thật không may, thường khó hoặc không thể tìm một công thức có 

thể sử dụng được cho tổng riêng thứ n của một chuỗi, và các kĩ thuật khác phải được 

dùng để xét sự hội tụ hay phân kì. 

8.3.1. Tiêu chuẩn phân kì 

Khi khảo sát chuỗi ka , rất dễ nhầm lẫn dãy các số hạng tổng quát  ka  với 

dãy các tổng riêng  nS  trong đó 

1

n

n k
k

S a


  

Vì dãy  ka  thường dễ tiếp cận hơn  nS , sẽ thuận tiện nếu sự hội tụ của dãy 
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 nS  có thể được giải quyết bởi việc xét 

lim k
k

a


. 

Mặc dù ta không có một tiêu chuẩn đơn giản, dứt khoát cho sự hội tụ, định lí 

sau đây cho ta biết rằng nếu những điều kiện nào đó được thỏa, chuỗi phải phân kì. 

Định lí 8.14. (Tiêu chuẩn phân kì).  Nếu lim 0k
k

a


  thì chuỗi ka  phải phân kì. 

Cái này nói lên điều gì ? Tiêu chuẩn phân kì chỉ có thể cho ta biết rằng chuỗi 

ka  phân kì nếu , nhưng nó không thể được dùng để chứng minh sự hội tụ của 

một chuỗi. Một trong số các ví dụ sau ta sẽ chỉ ra rằng chuỗi 
1

k  phân kì mặc dù 

1
lim 0
k k

 . 

Chứng minh 

Giả sử dãy các tổng riêng  nS  hội tụ với tổng L, cho nên lim n
n

S L


 . Khi đó ta 

cũng có 

1lim n
n

S L
 . 

Vì 1k k kS S a   nên 

 1 1lim lim lim lim 0k k k k k
k k k k

a S S S S L L    
       . 

Nếu chuỗi ka  hội tụ thì lim 0k
k

a


 . Vậy nếu lim 0k
k

a


  thì chuỗi ka  phải 

phân kì. 

Ví dụ 8.17.  Chứng minh rằng chuỗi 
0

300

4 750k

k

k






  phân kì. 

Giải  

Lấy giới hạn của số hạng thứ k  khi k  , ta thấy 

300 1
lim

4 750 4k

k

k





. 

Vì giới hạn khác 0, theo tiêu chuẩn phân kì ta có chuỗi phải phân kì. 

8.3.2. Chuỗi các số không âm; Tiêu chuẩn tích phân 

Chuỗi mà các số hạng đều là các số không âm đóng một vai trò quan trọng 

trong lí thuyết chuỗi tổng quát và trong các ứng dụng. Mục đích tiếp theo của chúng ta 
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là phát triển các phương pháp để xét sự hội tụ của các chuỗi các số không âm, và ta 

bắt đầu bởi việc thiết lập quy tắc tổng quát sau. 

Định lí 8.15. (Tiêu chuẩn hội tụ cho chuỗi các số không âm) 

Một chuỗi ka  trong đó 0ka   với mọi k  hội tụ nếu dãy các tổng riêng của 

nó bị chặn trên và phân kì nếu ngược lại. 

Chứng minh 

Giả sử ka  là một chuỗi các số không âm, và kí hiệu tổng riêng thứ n của 

chuỗi là nS ; ta có 

1 2
1

...
n

n k n
k

S a a a a


     . 

Vì 1 1n n nS S a    và vì 0ka   với mọi k  nên 

1n nS S   

Với mọi n , cho nên  nS  là một dãy tăng. Theo định lý 8.7, dãy tăng  nS  hội 

tụ nếu nó bị chặn trên và phân kì nếu ngược lại. Do đó, vì chuỗi ka  đại diện cho 

giới hạn của dãy  nS , chuỗi ka hội tụ nếu dãy  nS  bị chặn trên và phân kì nếu nó 

không bị chặn. 

Tiêu chuẩn hội tụ này thường khó để áp dụng vì không dễ để xác định xem dãy 

các tổng riêng  nS  có bị chặn trên hay không. Mục tiêu tiếp theo là khảo sát nhiều 

tiêu chuẩn hội tụ. Đây là các tiến trình cho phép chúng ta xác định một cách gián tiếp 

một chuỗi cho trước hội tụ hay phân kì mà không phải tính giới hạn của dãy tổng 

riêng.  

Ta bắt đầu với một tiêu chuẩn hội tụ mà liên kết sự hội tụ của một chuỗi với sự 

hội tụ của một tích phân suy rộng. 

Định lí 8.16. (Tiêu chuẩn tích phân) 

Nếu  ka f k  với 1,2,...k  , trong đó f  là một hàm theo biến x , dương, liên 

tục và giảm với 1x  , khi đó 

1
k

k

a



  và  

1

f x dx


  cùng hội tụ hoặc cùng phân kì. 

Chứng minh: 
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Ta sẽ dùng lập luận hình học để chỉ ra rằng dãy các tổng riêng  nS  của chuỗi 

1
k

k

a



  bị chặn trên nếu tích phân suy rộng  

1
f x dx



  hội tụ và nó không bị chặn nếu 

tích phân phân kì.  

Theo đó, Hình 8.14 a và Hình 8.14b biểu diễn đồ thị của một hàm giảm liên tục 

f  thỏa mãn   kf k a  với 1,2,3,...k  . Các hình chữ nhật được xây dựng tại các 

khoảng đơn vị trong cả hai hình, nhưng trong Hình 8.14a, hình chữ nhật thứ k có chiều 

cao   11 kf k a    trong khi trong Hình 8.14b, hình chữ nhật tương ứng có chiều cao 

  kf k a . 

 

Chú ý rằng trong Hình 8.14a, các hình chữ nhật vẽ bên dưới đường cong sao cho  

Diện tích (n-1) hình chữ nhật đầu tiên < Diện tích phần bên dưới  y f x  trên  1,n . 

 2 3

1

...
n

na a a f x dx     . 

 1 2 3 1 1
...

n

na a a a a f x dx        . 

Tương tự, trong Hình 8.14b, các hình chữ nhật được giới hạn sao cho 

Diện tích phần bên dưới  y f x  trên  1, 1n   < Diện tích của n hình chữ nhật đầu tiên. 
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1

1 2 31
...

n

nf x dx a a a a


     . 

Đặt 1 2 3 ...n nS a a a a      là tổng riêng thứ n của chuỗi, ta có 

   
1

11 1

n n

nf x dx S a f x dx


    . 

Bây giờ, giả sử tích phân suy rộng  
1

f x dx


  hội tụ và có giá trị I ; có nghĩa là, 

 
1

f x dx I


 . 

Khi đó, 

   1 1 11 1

n

nS a f x dx a f x dx a I


       . 

Nó kéo theo rằng dãy các tổng riêng bị chặn trên (bởi 1a I ), và tiêu chuẩn hội 

tụ cho chuỗi các số không âm cho ta biết rằng chuỗi 
1

k
k

a



  phải hội tụ. 

Mặt khác, nếu tích phân suy rộng  
1

f x dx


  phân kì thì 

 
1

1
lim

n

n
f x dx




  . 

Điều này kéo theo rằng lim n
n

S


   vì  

 
1

1

n

nf x dx S


 . 

Điều này có nghĩa là chuỗi phải phân kì. Do đó, chuỗi và tích phân suy rộng 

cùng hội tụ hoặc cùng phân kì, như đã phát biểu. 

Một chuỗi nảy sinh liên quan đến âm điều hòa sinh ra bởi một sợi dây đang dao 

động là  

1

1 1 1 1
1 ...

2 3 4k k





      

Chuỗi này được gọi là chuỗi điều hòa, và trong ví dụ tiếp theo, ta sẽ dùng tiêu 

chuẩn tích phân để chứng minh rằng chuỗi này phân kì. Một chứng minh khác không 

dùng tiêu chuẩn tích phân có thể được tìm thấy trong các bài toán bổ sung ở cuối 

chương. 

Ví dụ 8.18. Xét sự hội tụ của chuỗi điều hòa 
1

1

k k




 . 
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Giải  

Vì   1
f x

x
  dương, liên tục và giảm với 1x  , các điều kiện của tiêu chuẩn 

tích phân được thỏa. 

 
1 1

1 1
lim lim ln ln1

b

b b
dx dx b

x x



 
      . 

Tích phân phân kì nên chuỗi điều hòa phân kì. 

Ví dụ 8.19. Xét sự hội tụ của chuỗi /5
1

k
k

k

e




 . 

Giải  

Hàm   /5
/5

x
x

x
f x xe

e
   dương, liên tục với mọi 0x  . 

Ta thấy rằng 

  /5 /5 /51
' 1

5 5
x x xx

f x x e e e            
   

. 

Số tới hạn được tìm thấy khi  ' 0f x  , nên ta giải phương trình 

/51 0 1 0 5
5 5

xx x
e x        

 
. 

Ta thấy rằng  ' 0f x   với 5x  , nên nó kéo theo rằng f  tăng với 5x  . Do 

đó, điều kiện cho tiêu chuẩn tích phân được thỏa, và chuỗi đã cho và tích phân suy 

rộng cùng hội tụ hoặc cùng phân kì. Tính tích phân suy rộng, ta thấy 

 

/5 /5

5 5

/5 /5

5 5

lim

                lim 5 5

bx x

b

bbx x

b

xe dx xe dx

xe e dx

  



 





      

 


 

      

/5 /5

5

/5 /5 1

lim 5 25

lim 5 25 50

bx x

b

b b

b

xe e

be e e

 



  



    

     
  

      
150e . 

Vì vậy, tích phân suy rộng hội tụ, cái mà đến lượt mình đảm bảo sự hội tụ của 

chuỗi đã cho. 

8.3.3. p-Chuỗi 
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Chuỗi điều hòa 
1

k  là một trường hợp đặc biệt của một dạng chuỗi tổng quát 

hơn gọi là p-chuỗi. 

Định nghĩa 8.17. (p-Chuỗi).  Một chuỗi có dạng 

1

1 1 1 1
...

1 2 3p p p p
k k





     

trong đó p là một hằng số dương được gọi là một p-Chuỗi.  

Chuỗi điều hòa ở ví dụ 8.18 là trường hợp khi 1p  . 

Định lí sau đây cho thấy sự hội tụ của một p-chuỗi phụ thuộc như thế nào vào 

giá trị của p . 

Định lí 8.18 ( Tiêu chuẩn p-Chuỗi). p-Chuỗi 
1

1
p

k k




  hội tụ  nếu 1p   và phân kì nếu 

1p  . 

Cái này nói lên điều gì?   

Rõ ràng tất cả các hàm dạng 
1

p
y

x
  với 0p   giảm, nhưng vì sao các chuỗi 

1

1
pk  chỉ hội tụ khi 1p   ? Câu trả lời nằm trong tốc độ giảm của 

1
p

y
x

 .  

Nếu 1p  , đường cong 
1

p
y

x
 giảm đủ nhanh để đảm bảo rằng diện tích phái 

dưới đường cong khi 1p   hữu hạn (xem Hình 8.15a, trong khi nếu 1p  , đương 

cong 
1

p
y

x
  giảm chậm hơn, và diện tích bên dưới đường cong là vô hạn (Hình 

8.15b). 
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Chứng minh:  

Ta để lại cho độc giả việc kiểm tra rằng   1
p

f x
x

  liên tục, dương và giảm khi 

1x   và 0p  . Ta biết chuỗi điều hòa (p = 1) phân kì. Với 0p  , 1p  , ta có 

1

1 1

1
11

1lim lim
1

0 1

p
b p

p b b

neu pdx b
px dx

x p
neu p

 

 

         
  . 

Có nghĩa là, tích phân suy rộng này hội tụ nếu 1p   và phân kì nếu 0 1p  . 

Với 0p  , chuỗi trở thành 

0
1

1 1 1 1
...

1 1 1k k





     

Và nếu 0p  , ta có 
1

lim
pk k
  , cho nên chuỗi phân kì theo tiêu chuẩn phân kì 

(Định lí 8.14). Do đó, một p-chuỗi hội tụ chỉ khi 1p  . 

Ví dụ 8.20. Xét sự hội tụ của các chuỗi sau 

a. 
3

1

1

k k




     b. 

1

1 1
k

k e k





  
 

   

Giải 

a. Ta có 3 3/2k k , nên 
3

1
2

p    , và chuỗi hội tụ. 
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b. 
1

1 1
k

k e k





  
 

  : Ta chú ý rằng 
1

1
k

k e




  hội tụ, vì nó là chuỗi cấp số nhân với 

1
1r

e
   và 

1

1

k k




  phân kì vì nó là một p-Chuỗi với 

1
1

2
p   . Vì một chuỗi 

hội tụ còn chuỗi còn lại phân kì nên chuỗi đã cho phân kì (Định lí 8.11). 

8.4. Các tiêu chuẩn so sánh 

Thường một chuỗi cho trước có cùng dạng tổng quát với các chuỗi khác mà 

tính hội tụ đã được biết. Trong trường hợp như vậy, thật là thuận tiện để dùng các tính 

chất của các chuỗi đã biết để xác định các tính chất của các chuỗi được cho. Mục tiêu 

của mục này là khảo sát ba tiêu chuẩn so sánh để thực hiện việc xác định này. 

8.4.1. Tiêu chuẩn so sánh trực tiếp 

Cái đầu tiên trong các tiêu chuẩn so sánh được gọi là tiêu chuẩn so sánh trực tiếp. 

Định lí 8.19 ( Tiêu chuẩn so sánh trực tiếp) 

Giả sử 0 k ka c   với mọi k . Nếu 
1

k
k

c



  hội tụ thì 

1
k

k

a



  cũng hội tụ. 

Giả sử 0 k kd a   với mọi k . Nếu 
1

k
k

d



  phân kì thì 

1
k

k

a



  cũng phân kì. 

Cái này nói lên điều gì?  

Cho ka , kc  và kd  là các chuỗi các số dương. Chuỗi ka  hội tụ nếu 

nó “nhỏ hơn” (bị trội hơn bởi) một chuỗi hội tụ kc  đã biết và phân kì nếu nó “lớn 

hơn”  (trội hơn) một chuỗi phân kì kd  đã biết. Có nghĩa là, “nhỏ hơn hội tụ là hội 

tụ”, và “ lớn hơn phân kì là phân kì”.  

Chứng minh 

Giả sử ka  là một chuỗi không âm cho trước bị trội hơn bởi chuỗi hội tụ 

kc  với, tức là 0 k ka c   với mọi k . Khi đó, vì chuỗi kc hội tụ, dãy các tổng 

riêng của nó bị chặn trên (bởi M), và ta có 

1 1

n

k k
k k

a c M


 

    với mọi n . 

Do đó, dãy các tổng riêng của chuỗi nhỏ hơn ka  cũng bị chặn trên bởi M , 

và nó cũng hội tụ. 
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Mặt khác, giả sử chuỗi đã cho ka trội hơn một chuỗi phân kì kd , tức là

0 k kd a  . Khi đó vì dãy các tổng riêng của kd  không bị chặn nên dãy các tổng 

riêng của chuỗi ka cũng không bị chặn, và chuỗi ka cũng phải phân kì. 

Chú ý: Định lí phía trên cũng đúng nếu bất đẳng thức chỉ đúng với tất cả k N , trong 

đó N  là một số dương nào đó bởi vì một chuỗi hội tụ hay phân kì chỉ phụ thuộc vào 

điều gì xảy ra khi k rất lớn. Có nghĩa là, 
1

k
k

a



  hội tụ khi và chỉ khi k

k N

a



  hội tụ với 

mọi số nguyên N. 

Ví dụ 8.21. Xét sự hội tụ của chuỗi 
1

1

3 1k
k



  . 

Giải  

Với 0k  , ta có 3 1 3 0k k   , và 
1 1

0
3 1 3k k

 


. Do đó, chuỗi đã cho bị trội 

hơn bởi chuỗi cấp số nhân hội tụ 
1

1

3k
k




  (hội tụ vì 

1

3
r  ).  

Tiêu chuẩn so sánh trực tiếp cho ta biết chuỗi đã cho hội tụ. 

Ví dụ 8.22. Xét sự hội tụ của chuỗi 
2

1

1k k



 
 . 

Giải  

Với 2k  , ta có 

1 1
0

1k k
 


 

Do đó chuỗi đã cho trội hơn p-Chuỗi phân kì 1/2
2

1

k k




  (phân kì vì 

1
1

2
p   ). 

Tiêu chuẩn so sánh trực tiếp cho ta biết chuỗi đã cho phân kì. 

Ví dụ 8.23. Xét sự hội tụ của chuỗi 
1

1

!k k




 . 

Giải 

Ta sẽ so sánh chuỗi đã cho với một chuỗi cấp số nhân. Đặc biệt, chú ý rằng nếu 

2k   thì 1/ ! 0k   và 
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   1

1

! 1 2 ...3.2.1 2.2.2......2.2.1 2k

k lan

k k k k 



     . 

Do đó, ta có 
1

1 1
0

! 2kk   , và vì chuỗi đã cho bị trội hơn bởi chuỗi cấp số nhân 

hội tụ 1
1

1

2k
k





  (với 

1

2
r  ), nó cũng phải hội tụ. 

8.4.2. Tiêu chuẩn so sánh giới hạn 

Không phải luôn dễ hoặc thậm chí không thể so sánh trực tiếp hai chuỗi tương 

tự. Ví dụ, ta mong muốn chuỗi 
1

2 5k   hội tụ vì nó rất giống chuỗi cấp số nhân hội 

tụ 
1

2k . Để so sánh các chuỗi, ta trước hết phải chú ý rằng 
1

2 5k 
 âm với 1k   và 

2k   và dương với 3k  . Do đó, nếu 3k  ,  

1 1
0

2 2 5k k
 


. 

Có nghĩa là, 
1

2 5k   trội hơn chuỗi hội tụ 
1

2k , cái mà cho thấy tiêu chuẩn 

so sánh trực tiếp không thể được dùng để xác định sự hội tụ của chuỗi 
1

2 5k   bằng 

việc so sánh với 
1

2k . Trong những tình huống như thế này, tiêu chuẩn sau thường 

hữu ích. 

Định lí 8.20 ( Tiêu chuẩn so sánh giới hạn) 

Giả sử 0ka   và 0kb   với mọi k  đủ lớn và rằng 

lim k

k
k

a
L

b
  

trong đó L  hữu hạn và dương ( 0 L   ). Khi đó ka  và kb  cùng hội tụ hoặc 

cùng phân kì. 

Cái này nói lên điều gì? 

Ta có tiến trình sau để xét sự hội tụ của ka . 

Bước 1. Tìm chuỗi kb đã biết tính hội tụ và có các số hạng tổng quát kb  cơ bản 
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là giống với ka . 

Bước 2. Kiểm tra rằng lim k

k
k

a

b
 tồn tại và dương. 

Bước 3. Xác định kb  hội tụ hay phân kì. Sau đó tiêu chuẩn so sánh giới hạn cho 

ta biết rằng ka  cũng như vậy. 

Ví dụ 8.24. Xét sự hội tụ của chuỗi 
1

1

2 5k
k



  . 

Giải 

Vì chuỗi đã cho có cùng dạng tổng quát với chuỗi cấp số nhân hội tụ 
1

2k , 

tính giới hạn 

1
22 5lim lim 1

1 2 5
2

kk

kk k

k

 

  


. 

Giới hạn này hữu hạn và dương, do đó tiêu chuẩn so sánh giới hạn cho ta biết 

rằng chuỗi có cùng tính chất hội tụ với 
1

2k . Vì vậy, chuỗi đã cho hội tụ. 

Ví dụ 8.25. Xét sự hội tụ của chuỗi 
 1

3 2

3 5k

k

k k








 . 

Giải 

Với các giá trị k  lớn, số hạng tổng quát của chuỗi đã cho 

 
3 2

3 5
k

k
a

k k





 

Có vẻ tương tự với 

 
3 1

3
k

k
b

k k k
  . 

Để áp dụng tiêu chuẩn so sánh giới hạn, ta phải tính giới hạn 

 
3 2

3 5 3 2
lim lim lim 1

1 3 5
k

k k k
k

k

k ka k

b k
k

  


 

  


. 
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Vì giới hạn này hữu hạn và dương, nó kéo theo rằng chuỗi đã cho có cùng tính 

chất với chuỗi 1/ k  , một p-chuỗi phân kì (
1

2
p  ). Ta kết luận rằng chuỗi đã cho 

phân kì. 

Ví dụ 8.26. Xét sự hội tụ của chuỗi 
/5

1

7 100

70k
k

k

e






 . 

Giải  

Với k lớn,  

/5

7 100

70k k

k
a

e





 

Có vẻ có dạng giống với 

/5k k

k
b

e
   

Và thật sự, ta thấy rằng 

 
 

/5
/5

/5

/5

7 100
7 10070lim lim 7

70

k
k

kk k

k

k
e ke

k k e
e

 


  


. 

Trong ví dụ 8.19, ta đã chứng minh rằng chuỗi 
/5k

k

e  hội tụ, và vì vậy tiêu 

chuẩn so sánh giới hạn cho ta biết biết chuỗi đã cho cũng hội tụ. 

Thỉnh thoảng, hai chuỗi ka  và kb  có vẻ có tính chất hội tụ tương tự nhau, 

nhưng hóa ra  

lim k

k
k

a

b
 

bằng 0 hoặc  , và tiêu chuẩn so sánh giới hạn vì vậy không áp dụng được. Trong 

những trường hợp này, tiêu chuẩn tổng quát sau của tiêu chuẩn so sánh giới hạn 

thường hữu ích. 

Định lí 8.21  (Tiêu chuẩn so sánh giới hạn zero-vô cùng) 

Giả sử 0ka   và 0kb   với mọi k  đủ lớn. 

+ Nếu lim 0k

k
k

a

b
  và kb hội tụ thì ka  hội tụ. 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 8 : Chuỗi vô hạn 
 

 
 

 Trang 41 

+ Nếu lim k

k
k

a

b
   và kb  phân kì thì ka  phân kì.    

Ví dụ 8.27 .  Sự hội tụ của chuỗi logq   

Chứng minh rằng chuỗi 
1

ln
q

k

k

k




  hội tụ nếu 1q   và phân kì nếu 1q  . Ta gọi đây là 

chuỗi logq  . 

Giải  

Ta sẽ tiến hành chứng minh này trong 3 trường hợp. 

Trường hợp 1:  1q    

Gọi p  là một số thỏa 1 p q  , và đặt 

ln
k q

k
a

k
  và 

1
k p

b
k

 . 

Khi đó 

 

 

1

ln
ln

lim lim lim
1

1

          lim

1
          lim 0

q
k

q pk k k
k

p

q pk

q pk

k
a kk
b k

k

k
q p k

q p k

  

 



 




 


. 

Vì 1 / pk  hôi tụ (p-chuỗi với p>1), chuỗi hội tụ theo tiêu chuẩn so sánh giới 

hạn zero- vô cùng. 

Trường hợp 2: (q < 1) 

Bây giờ, lấy p thỏa mãn 1q p  , Khi đó với ka  và kb  được xác định như 

trong trường hợp 1, ta có 

  1ln
lim lim lim ln pk

q pk k k
k

a k
k k

b k


  
      . 

Vì 
1 1

1
k p

k k

b
k

 

 

   phân kì (ta biết 1p  ) nên theo tiêu chuẩn so sánh zero- vô 
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cùng, 
1

ln
q

k

k

k




  phân kì khi 1q  . 

Trường hợp 3: ( 1q  ) 

Ở đây, chuỗi 
1

ln

k

k

k




  phân kì theo tiêu chuẩn tích phân vì nếu ta đăt 

1
ln ;u x du dx

x
  , ta có 

 2

1

1

lnln
lim

2

b

x

xx
dx

x




   . 

8.5 . Tiêu chuẩn tỷ số và tiêu chuẩn căn 

Trong mục này, ta phát triển thêm hai tiêu chuẩn là tiêu chuẩn tỉ số và tiêu 

chuẩn căn 

8.5.1. Tiêu chuẩn tỉ số 

Một cách trực quan, một chuỗi các số dương ka  hội tụ khi và chỉ khi dãy 

 ka  giảm đủ nhanh về 0 . Một cách để đo tốc độ mà dãy  ka  giảm đó là xét tỉ số 

1k

k

a

a
  khi k  lớn dần. Cách tiếp cận này dẫn đến kết quả sau: 

Định lí 8.22  (Tiêu chuẩn tỉ số) 

Cho chuỗi ka  với 0ka  , giả sử rằng 

1lim k

k
k

a
L

a



 . 

Khi đó 

+ Nếu 1L   thì ka hội tụ. 

+ Nếu 1L   hoặc L  vô hạn thì ka  phân kì.  

+ Nếu 1L   thì tiêu chuẩn chưa kết luận được. 

Chứng minh 

Theo một cách hiểu nào đó, tiêu chuẩn tỉ số chính là tiêu chuẩn so sánh giới 

hạn trong đó ka  được so sánh với chính nó. Ta sẽ dùng tiêu chuẩn so sánh trực tiếp 

để chứng minh rằng ka  hội tụ nếu 1L  .  
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Cho R  sao cho 0 1L R   . Khi đó tồn tại số 0N   nào đó sao cho 

1k

k

a
R

a
   với mọi k N . 

Do đó, 

1N Na a R    

2
2 1N N na a R a R     

2 3
3 2 1N N N Na a R a R a R     . 

Chuỗi cấp số nhân 

2

1

... ...k n
N N N N

k

a R a R a R a R




      

hội tụ vì 0 1R  , có nghĩa là chuỗi bị trội hơn bởi  

1 2
1

... ...N k N N N n
k

a a a a


   


      

cũng hội tụ theo tiêu chuẩn so sánh trực tiếp. Do đó, ka hội tụ, vì ta có thể bỏ bớt 

một số hữu hạn các số hạn ( k N ). 

Chứng minh của phần thứ hai tương tự, ngoại trừ bây giờ ta chọn R  sao cho 

1lim 1K

k
k

a
L R

a



    

và chỉ ra rằng tồn tại 0M   nào đó để k
M k Ma a R  . 

Để chứng minh rằng tiêu chuẩn tỉ số không có kết luận nếu 1L  , chỉ cần chú 

ý rằng chuỗi điều hòa 
1

1

k k




  phân kì với 1

1
1lim lim 1

1
k

k k
k

a k
a

k



 

   

trong khi p-chuỗi 2
1

1

k k




  hội tụ với 

 2

1

2

1

1
lim lim 1

1
k

k k
k

ka

a
k



 


  . 

Ví dụ 8.28. Xét sự hội tụ của chuỗi 
1

2

!

k

k k




 . 

Giải  
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Đặt 
2

!

k

ka
k

  và chú ý rằng 

 

 

1

1

1

2
1 !

lim lim
2

!

!2 2
                  lim lim 0

1 !2 1

k

k
kk k

k

k

kk k

ka
L

a
k

k

k k





 



 


 

  
 

. 

Do đó, 1L  , và theo tiêu chuẩn tỉ số, chuỗi đã cho hội tụ. 

Ví dụ 8.29. Xét sự hội tụ của chuỗi 
1 !

k

k

k

k




 . 

Giải  

Đặt 
!

k

k

k
a

k
  và chú ý rằng 

 
 

 
 

1

1

1

1

1 !
lim lim

!

! 1 1
                  lim lim 1 1

1 !

k

k
kk k

k

k k

kk k

k

ka
L

ka
k

k k
e

k k k





 



 




 

         

. 

Vì 1L   nên chuỗi đã cho phân kì theo tiêu chuẩn tỉ số. 

Ví dụ 8.30. Xét sự hội tụ của 
2

1

2 3k k



  . 

Giải  

Đặt 
1

2 3ka
k




 và tìm 

 
1

2 1 3 2 3
lim lim 1

1 2 1
2 3

k k

k k
L

k
k

 

  
  




. 

Tiêu chuẩn tỉ số không đưa ra kết luận gì. Ta có thể dùng tiêu chuẩn tích phân 

hay tiêu chuẩn so sánh giới hạn để xét sự hội tụ. Chú ý rằng 
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2

1

2 3k k



   tương tự với chuỗi phân kì đã biết 
2

1

2k k




 , 

Vì vậy ta kết luận chuỗi đã cho phân kì. 

Ví dụ 8.31. Tìm tất cả các số 0x   mà tại đó chuỗi 

3 3 2 3 3

1

2 3 ...k

k

k x x x x




     

hội tụ. Chuỗi này gọi là chuỗi lũy thừa, và sẽ được thảo luận chi tiết hơn trong Mục 

8.7 và 8.8. 

Giải  

Xem như x  cố định (có nghĩa là, như một hằng số), ta áp dụng tiêu chuẩn tỉ 

số:. 

 3 31

3

1 1
lim lim

k

kk k

k x k
L x x

k x k



 

     
 

. 

Do đó, chuỗi hội tụ nếu 1L x   và phân kì nếu 1L x  . Khi 1x  , chuỗi 

trở thành 3

1k

k



 , phân kì theo tiêu chuẩn phân kì. 

8.5.2. Tiêu chuẩn căn 

Trong tất cả các tiêu chuẩn chúng ta đã phát triển, có lẽ tiêu chuẩn phân kì dễ 

áp dụng nhất vì nó đơn giản chỉ bao gồm việc tính lim k
k

a


 và quan sát giới hạn đó có 

bằng 0 không. Nhưng không may, hầu hết các chuỗi “thú vị” có lim 0k
k

a


 , cho nên 

tiêu chuẩn phân kì không thể được dùng để xác định xem chúng hội tụ hay phân kì.  

Tuy nhiên, kết quả sau đây cho thấy rằng có thể phát biểu nhiều hơn về sự hội 

tụ của ka  bởi việc xem xét điều gì xảy ra cho k
ka  khi k  . Tiêu chuẩn này sẽ 

đặc biệt hữu ích với một chuỗi bao gồm một lũy thừa cấp k . 

Định lí 8.23.  (Tiêu chuẩn căn) 

Cho chuỗi ka  với 0ka  , giả sử rằng 

lim k
kk

a L


 . 

Khi đó 

+ Nếu 1L   thì ka hội tụ. 
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+ Nếu 1L   hoặc L  vô hạn thì ka  phân kì.  

+ Nếu 1L   thì tiêu chuẩn chưa kết luận được. 

Ví dụ 8.32. Xét sự hội tụ của chuỗi 
 2

1

ln
k

k k




 . 

Giải 

Đặt 
 

1

ln
k ka

k
  và chú ý rằng 

  1
lim lim ln lim 0

ln

kkk
kk k k

L a k
k



  
    . 

Vì 1L   nên chuỗi đã cho hội tụ theo tiêu chuẩn căn. 

Ví dụ 8.33. Xét sự hội tụ của 

2

1

1
1

k

k k





  
 

 . 

Giải  

Ta có 

2 1/

1 1
lim 1 lim 1 1

k
k k

k k
L e

k k 

             
     

. 

Vì 1L   nên chuỗi phân kì theo tiêu chuẩn căn. 

Ta thấy rằng tiêu chuẩn tỉ số đặc biệt hữu ích với chuỗi ka  mà số hạng tổng 

quát ka  chứa các giai thừa hay lũy thừa, và tiêu chuẩn căn áp dụng một cách tự nhiên 

nếu ka  chứa một lũy thừa cấp k .  

Tuy nhiên, cả tiêu chuẩn tỉ số và tiêu chuẩn căn không thể áp dụng được với 

một vài chuỗi rất đơn giản chẳng hạn p-chuỗi 
1

pk  vì 

 
1

1
lim lim 1 1

1 1

p p
p

k k

p

k k

k
k

 

      
. 

1/1
lim lim 1 1

p
k pk

pk k
k

k




 
     . 

Ví dụ 8.34. Xét sự hội tụ của chuỗi sau 
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 0

! 1! 2! 3!
1 ...

1.4.7... 3 1 1.4 1.4.7 1.4.7.10k

k

k





    
 . 

Giải  

Đặt  

 
!

1.4.7... 3 1k

k
a

k



. 

Vì ka  bao gồm !k , ta thử tiêu chuẩn tỉ số. 

 
 

 
   

 

1

1 !

1.4.7... 3 1 1

!
1.4.7... 3 1

1 ! 1.4.7... 3 1 1
      

3 4! 1.4.7... 3 4

k

k

k

ka
ka

k

k k k

kk k




    



      
   

. 

Vì vậy, 

1 1 1
lim lim

3 4 3
k

k k
k

a k
L

a k


 


  


. 

Vì 1L   nên chuỗi đã cho hội tụ theo tiêu chuẩn tỉ số. 

Ví dụ 8.35. Xét sự hội tụ của chuỗi 
1

!
k

k

k

k




 . 

Giải  

Số hạng tổng quát 
!

k k

k
a

k
  bao gồm một lũy thừa cấp k, cái mà gợi ý dùng tiêu 

chuẩn căn, nhưng sự có mặt của !k  cho thấy việc dùng tiêu chuẩn tỉ số hợp lí hơn. 

 
   

 

1

1

1 !

1 1 !
lim lim

! ! 1

1 1
                           lim lim 1

1 1
1

k k

kk k

k

k

kk k

k

k k k
L

k k k
k

k

k e

k



 

 



 
 



         
 

. 

Vì 1L   nên chuỗi hội tụ theo tiêu chuẩn tỉ số.                                                                          

8.6. Chuỗi đan dấu – Hội tụ tuyệt đối và hội tụ có điều kiện 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 8 : Chuỗi vô hạn 
 

 
 

 Trang 48 

Có 2 dạng chuỗi đan dấu như sau 

+ Số hạng có chỉ số lẻ âm: 1 2 3
1

( 1) .......k
k

k

a a a a




       

+ Số hạng có chỉ số chẵn âm: 1
1 2 3

1

( 1) .......k
k

k

a a a a






      

trong cả 2 dạng thì 0ka   

8.6.1. Tiêu chuẩn hội tụ của chuỗi đan dấu  

Một cách tổng quát thì điều kiện lim 0k
n

a


  chưa khẳng định chắc chắn được về 

tính hội tụ của chuỗi 
1

k
k

a



 . Tuy nhiên với chuỗi đan dấu thì nó sẽ hội tụ nếu trị tuyệt 

đối các số hạng đơn điệu giảm về 0. Ta có định lý sau 

Định lý 8.24 (Tiêu chuẩn Leibniz).  

 Một chuỗi đan dấu dạng 
1

( 1)k
k

k

a




  hoặc dạng 1

1

( 1)k
k

k

a






  hội tụ nếu 2 điều 

kiện sau được thỏa mãn 

1. lim 0k
k

a


  

2.  ka  là một dãy giảm; nghĩa là  1k ka a   với mọi k 

Chứng minh 

 Chúng ta sẽ chỉ ra rằng khi chuỗi đan dấu 1

1

( 1)k
k

k

a







 
thỏa mãn 2 yêu cầu của 

định lý thì nó sẽ hội tụ, nghĩa là ta giả sử  

lim 0k
k

a



 
và 1k ka a   với mọi k 

 Chúng ta cần chứng minh rằng dãy tổng riêng  nS  hội tụ, trong đó 

   1 1

1 2 3 4
1

1 .... 1
n

k n

n k n
k

S a a a a a a
 



          

 Trước tiên ta chứng minh dãy tổng riêng có chỉ số chẵn  2nS là dãy tăng và hội 

tụ về giá trị L nào đó. Sau đó tiếp tục chứng minh dãy tổng riêng có chỉ số lẻ  2 1nS   

cũng hội tụ về L. 

 Để hiểu được tại sao ta phải tách dãy tổng riêng nS thành 2 phần (tổng riêng 
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có chỉ số chẵn và tổng riêng có chỉ số lẻ), hãy xem xét hình 8.16.  

Bắt đầu tại gốc tọa độ 

 

 

Hình 8.16 

 

 Vì 1 0a   nên S1 sẽ ở bên phải số 0 như hình 8.16a. Ta biết rằng 2 1a a  (dãy 

giảm), do đó S2 sẽ ở bên trái S1 và bên phải số 0 như hình 8.16b. Tiếp tục quá trình 

này ta thấy các tổng riêng sẽ dao động “tới và lui”. Vì 0ka 
 
nên các bước tiếp theo 

sẽ trở nên nhỏ dần như hình 8.16c 

 Chú ý rằng dãy tổng riêng có chỉ số chẵn của chuỗi đan dấu thỏa mãn 

   

     

2 1 2

4 1 2 3 4

2 1 2 3 4 2 1 2

     

...n n n

S a a

S a a a a

S a a a a a a

 

   

      


 

 Vì  ka  là dãy giảm nên mỗi  2 1 2j ja a   là không âm, và nó kéo theo rằng 

 2nS  là dãy tăng 
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2 4 6 ....S S S    

Hơn nữa, bởi vì 

 

     

2 1 2 1

4 1 2 3 4 1

2 1 2 3 4 5 2 1 2 2 1

     

...n n n n

S a a a

S a a a a a

S a a a a a a a a a

  

    

         


 

nên dãy tổng riêng có chỉ số chẵn  2nS bị chặn trên bởi a1, và vì nó là dãy tăng nên 

theo định lý 8.7 dãy này phải hội tụ, gọi giới hạn là L, nghĩa là 

2lim n
n

S L


  

 Tiếp theo, xét  2 1nS  , dãy tổng riêng có chỉ số lẻ. Vì 2 2 1 2n n nS S a   và 

lim 0n
n

a


 , suy ra 2 1 2 2n n nS S a    và 

2 1 2 2lim lim lim 0n n n
n n n

S S a L L  
      

 Vì dãy tổng riêng có chỉ số chẵn và dãy tổng riêng có chỉ số lẻ cùng hội tụ về L 

nên dãy  nS  cũng hội tụ về L, và chuỗi đan dấu hội tụ (thực tế là cũng về L)  

Chú ý: Khi kiểm tra tính hội tụ của chuỗi đan dấu 1

1

( 1)k
k

k

a







 
người ta sẽ bắt đầu 

tính lim k
k

a


. Nếu lim 0k
k

a


  thì ngay lập tức kết luận chuỗi phân kỳ (theo tiêu chuẩn 

phân kỳ). Ngược lại nếu lim 0k
k

a


  thì chuỗi đan dấu sẽ hội tụ bằng cách chỉ ra dãy 

 ka  là dãy giảm. 

Ví dụ 8.36.  Xét tính hội tụ của chuỗi 
1

( 1)k

k k





  (đây được gọi là chuỗi điều hòa đan 

dấu) 

Giải 

Chuỗi 
1

( 1)k

k k





  có thể được viết dưới dạng  
1

1
k

k
k

a



 , trong đó 

1
ka

k


 

 Ta có 
1

lim 0
k k

  và vì  

1 1

1k k
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 với mọi 0k  , dãy  ka  giảm. Do đó theo tiêu chuẩn chuỗi đan dấu thì chuỗi đã cho 

phải hội tụ.  

Ví dụ 8.37.  Xét tính hội tụ của chuỗi 
1

1

( 1) lnk

k

k

k





  

Giải 

 Biểu diễn chuỗi đã cho ở dạng 1

1

( 1)k
k

k

a





 , trong đó 

ln
k

k
a

k
  (chú ý rằng 

0ka   với 1k  ).  

 Đồ thị hàm 
ln

( )
x

f x
x


 
được cho ở hình 8.17. Áp dụng quy tắc L’Hospital ta 

có 

 

1ln
lim lim 0

1x x

x x
x 

   

 Vấn đề còn lại là dãy  ka  phải giảm. Ta 

có thể chứng minh điều này bằng cách xét hàm 

ln
( )

x
f x

x
  và chú ý rằng đạo hàm 

 
2

1 ln
'( )

x
f x

x

  

 thỏa mãn '( ) 0f x 
 
với mọi x e  .  Hình 8.17. Đồ thị hàm 

ln
( )

x
f x

x
  

 Vì vậy, dãy  ka  giảm với mọi 3k e 
 
.Giả thiết của tiêu chuẩn chuỗi đan 

dấu được thỏa mãn và vì thế chuỗi đã cho phải hội tụ. 

Ví dụ 8.38. Xét tính hội tụ của chuỗi 
1

1

1

( 1)k k

k

e





  

Giải 

Vì  

1
lim1 0lim 1 0kk k

k
e e e


     

nên chuỗi đã cho phân kỳ theo tiêu chuẩn phân kỳ. 
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Định nghĩa 8.25. (p_chuỗi đan dấu). Chuỗi số có dạng  
1

2

( 1)k

p
k k





  được gọi là 

p_chuỗi đan dấu 

Ví dụ 8.39. Chứng minh rằng p-chuỗi đan dấu  
1

2

( 1)k

p
k k





  hội tụ với mọi p > 0. 

Giải 

 Nếu 
1

k p
a

k
  thì lim 0k

k
a


  với p > 0. Để chứng minh dãy  ka  là dãy giảm, 

ta chú ý rằng 

 
 

1

1
1

1
1 1

p p
k

p
k p

ka k

a k
k

 
  

  

 nên 1k ka a  . Do đó p_chuỗi đan dấu hội tụ với mọi p > 0. 

8.6.2. Ước lượng sai số của chuỗi đan dấu 

 Với mọi chuỗi hội tụ có tổng L, ta mong muốn tổng riêng thứ n của chuỗi là 

một xấp xỉ của L khi n tăng. Nhìn chung rất khó để xác định được độ lớn của n để đảm 

bảo rằng xấp xỉ sẽ đạt đến độ chính xác cần thiết. Tuy nhiên, nếu chuỗi số của chúng 

ta thỏa mãn điều kiện của tiêu chuẩn chuỗi đan dấu thì định lý sau đây sẽ cung cấp 

cho chúng ta một tiêu chuẩn tin cậy cho việc xác định này. 

Định lý 8.26. Giả sử chuỗi đan dấu dạng  

1

( 1)k
k

k

a



  hoặc dạng 1

1

( 1)k
k

k

a







 

thỏa mãn các điều kiện của tiêu chuẩn Leibniz, nghĩa là lim 0k
k

a



 
và ka

 
là dãy 

giảm ( 1k ka a  ). 

  Nếu chuỗi có tổng là S thì  

1n nS S a   ,  

trong đó Sn là tổng riêng thứ n của chuỗi. 

Chứng minh 

 Ta sẽ chứng minh kết quả cho dạng thứ 2 của chuỗi đan dấu và để lại dạng 1 

cho bạn đọc chứng minh.  
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Đặt 1

1

( 1)k
k

k

S a





 

 
và 1

1

( 1)
n

k
n k

k

S a


    

Bắt đầu với nS S : 

   

 

   
           

 

1 1

1 1

1

1

2 3

1 2

2 3 4

1 2 3

1 2 3 4

1 1

         1

         1 1 ...

         1 1 1 1 1 1 ...

                  

         1 ...

        

n
k k

n k k
k k

k

k
k n

n n

n n

n n n

n n n

n

n n n n

S S a a

a

a a

a a a

a a a a


 

 




 
 

 

  

   

    

 

    

         

       

 





     1 2 3 4 5 1 ...
n

n n n n na a a a a    
        

 

Vì dãy  ka  giảm, ta có 1 0k ka a    với mọi k, và điều này kéo theo rằng  

   1 2 3 4 5 1...n n n n n n nS S a a a a a a            
 

vì mỗi số hạng trong ngoặc đơn đều dương. 

Ý nghĩa 

 Nếu chuỗi đan dấu thỏa tiêu chuẩn Leibniz thì ta có thể xấp xỉ tổng của chuỗi 

bằng tổng riêng thứ n của nó với sai số không vượt quá số hạng an+1 

Ví dụ 8.40. Xét chuỗi đan dấu hội tụ 
1

4
1

( 1)k

k k





  

a) Ước lượng tổng của chuỗi trên bằng cách lấy tổng của 4 số hạng đầu tiên. Đánh 

giá độ chính xác của ước lượng này? 

b) Có bao nhiêu số hạng cần thiết để ước lượng tổng của chuỗi với độ chính xác 3 

chữ số thập phân. Khi đó ước lượng tổng của chuỗi là bao nhiêu? 

Giải 

a) Đặt 
4

1
ka

k
  và S là tổng thực sự của chuỗi. Ước lượng sai số cho ta biết rằng 

4 5S S a   

trong đó S4 là tổng 4 số hạng đầu tiên của chuỗi.  

Sử dụng máy tính ta có  
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4 4 4 4 4

1 1 1 1
0.9459394

1 2 3 4
S       và 5 4

1
0.0016

5
a    

 Số hạng đầu tiên bị bỏ đi mang dấu dương. Khi đó nếu ta ước lượng S bằng 

4 0.9459S   ta phải chịu sai số là 0.0016, nghĩa là  

4 0.0016

0.9459394 0.9459394 0.0016

0.9459394 0.9475394

S S

S

S

 
  
 

 

b) Vì ta muốn xấp xỉ S bởi tổng riêng Sn với độ chính xác 3 chữ số thập phân nên 

sai số không được vượt quá 0.0005. Theo định lý 8.26, ta cần tìm giá trị chỉ số n sao 

cho 

1 0.0005na    

nghĩa là  

 

 

4

4

4

1
0.0005

1

1
1

0.0005

2000 1

6.687403 1

n

n

n

n




 

 
 

 

 Vì vậy, 5.687403n hay ta cần tối thiểu 6 số hạng để đạt được độ chính xác 

theo yêu cầu.  

Ta có 

6 4 4 4 4 4 4

1 1 1 1 1 1
0.94677

1 2 3 4 5 6
S         

Số hạng đầu tiên bị bỏ đi (
4

1
0.00042

7
 ) là số dương nên 

0.94677 0.94677 0.00042

0.94677 0.94719

S

S

  
 

 

Hai biên đều gần 0.947, do đó 0.947S  , với độ chính xác 3 chữ số thập phân. 

8.6.3. Hội tụ tuyệt đối và hội tụ có điều kiện 

Tiêu chuẩn hội tụ của chuỗi đan dấu ở trên không áp dụng được đối với chuỗi 

số có dấu bất kỳ. Khi đó, chúng ta sẽ sử dụng kết quả sau 
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Định lý 8.27. (Tiêu chuẩn hội tụ tuyệt đối). Chuỗi số thực 
1

k
k

a



  bất kỳ hội tụ nếu 

chuỗi 
1

k
k

a



  hội tụ. 

Chứng minh 

Giả sử chuỗi 
1

k
k

a



  hội tụ và đặt k k kb a a   với mọi k.  

Chú ý rằng 

2 , 0

0, 0
k k

k
k

a a
b

a

  
 

Khi đó, ta có 0 2k kb a   với mọi k. Vì chuỗi 
1

k
k

a



  hội tụ và cả hai chuỗi 

1
k

k

a



  

và 
1

k
k

b





 
là các chuỗi không âm nên theo tiêu chuẩn so sánh trực tiếp thì chuỗi 

1
k

k

b



  

cũng hội tụ. Cuối cùng, bởi vì 

k k ka b a   

và hai chuỗi 
1

k
k

a



  và 

1
k

k

b



  hội tụ nên kéo theo chuỗi 

1
k

k

a



  phải hội tụ. 

Ví dụ 8.41. Xét sự hội tụ của chuỗi  

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 .....

4 9 16 25 36 49 64 81 100
           

Giải 

Ta thấy chuỗi trên không phải chuỗi số dương cũng không phải chuỗi đan dấu 

nhưng ta thấy chuỗi trị tuyệt đối của nó có dạng  

2
1

1 1 1 1 1
1 .....

4 9 16 25 k k




     

 

và nó hội tụ. 

Vậy theo tiêu chuẩn hội tụ tuyệt đối ta suy ra chuỗi đã cho cũng hội tụ. 

Ví dụ 8.42. Xét sự hội tụ của chuỗi 
1

sin

2k
k

k


  

Giải 
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Vì sin k  nhận cả giá trị dương và giá trị âm nên ta không thể áp dụng các tiêu 

chuẩn cho chuỗi dương được. Hơn nữa, chú ý rằng chuỗi này cũng không phải là 

chuỗi đan dấu: 

1

sin
0.421 0.227 0.018 0.047 0.030 0.004 0.005 ...

2k
k

k


         

Chuỗi trị tuyệt đối tương ứng có dạng 

1

sin

2k
k

k


  

bị trội hơn bởi chuỗi cấp số nhân 
1

1

2k
k




  vì sin 1k   với mọi k; nghĩa là 

sin 1
0

2 2k k

k   với mọi k. 

Vì thế, tiêu chuẩn hội tụ tuyệt đối đảm bảo rằng chuỗi đã cho hội tụ. Đồ thị của hàm 

sin

2x

x
y   được cho ở hình 8.18 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 8.18. Đồ thị hàm 
sin

2x

x
 

 Nếu chuỗi 
1

k
k

a



  hội tụ thì chuỗi 

1
k

k

a



  có thể hội tụ hoặc phân kỳ. Hai 

trường hợp này được nói đến với những cái tên đặc biệt sau đây 

Định nghĩa 8.28. (Hội tụ tuyệt đối và hội tụ có điều kiện) 

+ Chuỗi 
1

k
k

a



 được gọi là hội tụ tuyệt đối nếu chuỗi 

1
k

k

a



  hội tụ. 
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+ Chuỗi 
1

k
k

a



 được gọi là hội tụ có điều kiện nếu chuỗi 

1
k

k

a



 hội tụ nhưng 

chuỗi 
1

k
k

a



  phân kỳ. 

Chú ý:  

Một chuỗi hội tụ thì hoặc là hội tụ tuyệt đối hoặc là hội tụ có điều kiện nhưng 

không thể là cả 2 trường hợp. 

Ví dụ 8.43. Chuỗi 
1

( 1)k

k k





  hội tụ theo tiêu chuẩn Leibnitz nhưng 

1 1

( 1) 1k

k kk k

 

 

    phân kỳ nên 
1

( 1)k

k k





  gọi là hội tụ có điều kiện. 

Tiêu chuẩn tỷ số và tiêu chuẩn căn đối với chuỗi số dương có thể được tổng 

quát hóa đối với một chuỗi bất kỳ như định lý sau 

Định lý 8.29. (Tiêu chuẩn tỷ số tổng quát) 

Xét chuỗi 
1

k
k

a



 , giả sử 0na   với 1n  và đặt  

1lim k

k
k

a
L

a



   

trong đó L là một số thực hoặc ∞. Khi đó 

+ Nếu L < 1 thì chuỗi 
1

k
k

a



 hội tụ tuyệt đối và do đó nó hội tụ. 

+ Nếu L > 1 hoặc L vô hạn thì chuỗi 
1

k
k

a





 
phân kỳ. 

+ Nếu L = 1 thì tiêu chuẩn không kết luận được. 

Chứng minh 

Giả sử L < 1, khi đó chuỗi dương 
1

k
k

a



  hội tụ bởi tiêu chuẩn tỷ số và hiển 

nhiên chuỗi  
1

k
k

a





 
hội tụ tuyệt đối. 

Giả sử L > 1, khi đó dãy  ka  tăng, nghĩa là  ka  không thể hội tụ về 0 khi 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 8 : Chuỗi vô hạn 
 

 
 

 Trang 58 

k  , do đó chuỗi 
1

k
k

a



  phân kỳ bởi tiêu chuẩn phân kỳ. 

Trường hợp L = 1 xem như bài tập. 

Ví dụ 8.44. Tìm tất cả các giá trị của x để chuỗi 
1

k

k

kx



  hội tụ. 

Giải 

Đặt k
ka kx

 
  1

1

1

1
lim lim

1 1
  lim lim 1

  

k
k

kk k
k

k

kk k

k xa
L

a kx

k x
x

k x k

x




 



 


 

               


 

Vì thế, theo tiêu chuẩn tỷ số tổng quát, chuỗi đã cho hội tụ khi 1x   và phân 

kỳ khi 1x 
 

Nếu x = 1 chuỗi trở thành  
1

1
k

k

k



  hiển nhiên phân kỳ bởi tiêu chuẩn phân kỳ. 

Tương tự, nếu x = -1,  
1

1
k

k

k





 
cũng phân kỳ do tiêu chuẩn phân kỳ. Tóm lại, chuỗi 

đã cho sẽ hội tụ khi 1x   và phân kỳ khi 1x   

8.6.4. Tóm tắt các tiêu chuẩn hội tụ 

Không có một quy tắc nào trong việc lựa chọn tiêu chuẩn để xét sự hội tụ của 

một chuỗi số bất kỳ 
1

k
k

a



 . Tuy vậy, chúng ta có thể tham khảo bảng hướng dẫn sau. 

Bảng 8.1. Bảng hướng dẫn cách xác định sự hội tụ của chuỗi số 
1

k
k

a



  

Các chuỗi mà tính hội tụ đã biết 

Chuỗi cấp số nhân 
1

k

k

ar



  

phân kỳ nếu  1r   và hội tụ nếu 1r   với tổng 

1

a
S

r
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p–chuỗi 
1

1
p

k k




  

hội tụ khi p > 1 và phân kỳ khi p ≤ 1 

Chuỗi điều hòa 
1

1

k k




  

là trường hợp đặc biệt của p–chuỗi khi p = 1. Do đó nó 

phân kỳ. 

Chuỗi q–log 
1

ln
q

k

k

k




  

hội tụ khi q > 1 và phân kỳ khi q ≤ 1 

Tiêu chuẩn phân kỳ tính lim k
k

a


 và nếu nó khác 0 thì chuỗi phân kỳ. 

Các tiêu chuẩn hội tụ của chuỗi số dương 

Tiêu chuẩn so sánh giới 

hạn 
nếu lim k

k
k

a
L

b
  với L hữu hạn và dương thì chuỗi 

1
k

k

a





và chuỗi 
1

k
k

b



  cùng hội tụ hoặc cùng phân kỳ. 

Tiêu chuẩn tỷ số áp dụng khi ak liên quan đến !, ,p kk k c  và đặt 

1lim k

k
k

a
L

a



 . Khi đó chuỗi 

1
k

k

a



  hội tụ khi L < 1, phân 

kỳ khi L > 1 và không kết luận được khi L = 1. 

Tiêu chuẩn căn áp dụng khi tính lim k
kk

a L


  một cách dễ dàng. Khi đó 

chuỗi 
1

k
k

a



  hội tụ khi L < 1, phân kỳ khi L > 1 và 

không kết luận được khi L = 1. 

Tiêu chuẩn tích phân nếu f là hàm liên tục, dương, giảm dần và ( )ka f k  

với mọi k thì chuỗi 
1

k
k

a



 và tích phân 

1

( )f x dx


  cùng 

hội tụ hoặc cùng phân kỳ. Tiêu chuẩn này áp dụng nếu 

hàm f dễ dàng tính được nguyên hàm hoặc khi ak liên 

quan đến hàm logarit, hàm lượng giác hoặc hàm lượng 

giác ngược. 
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Tiêu chuẩn so sánh trực 

tiếp 
+ Nếu 0 k ka c   và 

1
k

k

c



 hội tụ thì 

1
k

k

a





 
hội tụ. 

+ Nếu 0 k kd a   và
1

k
k

d





 
phân kỳ thì 

1
k

k

a



 phân kỳ. 

Tiêu chuẩn so sánh khi 

giới hạn bằng 0 hoặc vô 

cùng 

+ Nếu lim 0k

k
k

a

b
  và 

1
k

k

b



 hội tụ thì 

1
k

k

a





 
hội tụ. 

+ Nếu lim k

k
k

a

b
   và 

1
k

k

b



 phân kỳ thì 

1
k

k

a



 phân kỳ. 

Tiêu chuẩn hội tụ của chuỗi bất kỳ 

Hội tụ tuyệt đối lấy trị tuyệt đối của từng số hạng trong chuỗi và áp 

dụng các tiêu chuẩn dành cho chuỗi dương để xét tính 

hội tụ của 
1

k
k

a



 . Khi đó 

1. Nếu 
1

k
k

a



  hội tụ thì 

1
k

k

a



  hội tụ 

2. Nếu 
1

k
k

a



  phân kỳ thì 

1
k

k

a





 
không hội tụ 

tuyệt đối nhưng vẫn có thể hội tụ có điều kiện. 

Hội tụ của chuỗi đan dấu 

(hội tụ có điều kiện) 
Chuỗi đan dấu dạng 

1

( 1)k
k

k

a



  hoặc dạng 

1

1

( 1)k
k

k

a





  hội tụ nếu 1k ka a   với mọi k và 

lim 0k
k

a


  

 

8.6.5. Sắp xếp lại các số hạng trong chuỗi hội tụ tuyệt đối 

Có thể bạn sẽ rất ngạc nhiên khi biết rằng nếu các số hạng trong một chuỗi hội 

tụ có điều kiện được sắp xếp lại thì chuỗi mới có thể sẽ không hội tụ hoặc hội tụ về 

một tổng khác với tổng của chuỗi ban đầu.  

Ví dụ ta đã biết rằng chuỗi đan dấu điều hòa 

  1

1

1
k

k k
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hội tụ có điều kiện, và ta có thể chứng minh rằng 

1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... ln 2

2 3 4 5 6 7 8 9
           (chứng mimh xem như bài tập) 

Tuy nhiên nếu ta sắp xếp lại chuỗi này thì ta sẽ có điều bất ngờ như sau 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... 1 ...

2 3 4 5 6 7 8 9 2 4 3 6 8 5
1 1 1 1 1

                                                        1 ...
2 4 3 6 8

1
                                                        

                

            
   


1 1 1

...
2 4 6 8
1 1 1 1 1

                                                        1 ... ln 2
2 2 3 4 2

   

       
 

 

Nhìn chung, có thể thấy rằng nếu chuỗi 
1

k
k

a





 
hội tụ có điều kiện thì sẽ luôn có 

cách sắp xếp lại các số hạng của chuỗi sao cho tổng của nó là bất kỳ một con số hữu 

hạn nào đó. 

Thông tin này có thể hơi bất ổn, bởi vì sẽ hợp lý hơn khi ta mong đợi tổng sẽ 

không bị ảnh hưởng bởi thứ tự sắp xếp. Chuỗi hội tụ tuyệt đối thì chắc chắn theo 

mong muốn của chúng ta. Tức là, nếu chuỗi 
1

k
k

a





 
hội tụ tuyệt đối về tổng S thì với 

bất cứ sự thay đổi nào về vị trí của các số hạng trong chuỗi thì chuỗi mới vẫn sẽ hội tụ 

tuyệt đối về tổng S. Tuy nhiên điều này không đúng với các chuỗi hội tụ có điều kiện. 

Một thảo luận chi tiết hơn về vấn đề này sẽ phải yêu cầu đến một số kỹ thuật của giải 

tích cao cấp. 

8.7. Chuỗi lũy thừa 

Chuỗi lũy thừa là chuỗi mà các phần tử của nó là các hàm lũy thừa có dạng 

 k

ka x c  .Ta sẽ xem xét các tính chất của loại chuỗi này và với những điều kiện hợp 

lý, ta có thể lấy đạo hàm và tích phân từng số hạng của chuỗi. 

Chuỗi vô hạn có dạng 

   2

0 1 2
0

( ) ....k
k

k

a x c a a x c a x c



        

được gọi là chuỗi luỹ thừa theo  x c . Trong đó 0 1 2, , ,...a a a  gọi là hệ số của chuỗi 
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lũy thừa. 

Nếu 0c  ta có chuỗi luỹ thừa chuẩn 2
0 1 2

0

...k
k

k

a x a a x a x



     được 

xem là một sự mở rộng của đa thức theo x. 

8.7.1. Sự hội tụ của chuỗi lũy thừa 

Với giá trị nào của x thì chuỗi lũy thừa sẽ hội tụ? Định lý sau sẽ trả lời câu hỏi 

này trong trường hợp c = 0. 

Định lý 8.30. (Sự hội tụ của chuỗi lũy thừa) 

Xét chuỗi lũy thừa 
0

k
k

k

a x



 . Khi đó, một trong các điều sau là đúng 

1. Chuỗi hội tụ với mọi x. 

2. Chuỗi chỉ hội tụ tại x = 0. 

3. Chuỗi hội tụ tuyệt đối với tất cả các giá trị của x nằm trong khoảng  ,R R  và 

phân kỳ với x R . Và chuỗi có thể hội tụ hoặc phân kỳ tại 2 đầu mút x = -R 

và x = R. 

Tập hợp các giá trị của x làm cho chuỗi hội tụ gọi là tập hội tụ của chuỗi. Và 

từ định lý trên ta biết rằng đó chính là một khoảng hội tụ. 

Ví dụ 8.45. Chứng minh rằng chuỗi lũy thừa  
0 !

k

k

x

k




  hội tụ với mọi x. 

Giải 

Với x = 0 thì chuỗi quá tầm thường và dĩ nhiên hội tụ. 

Với 0x 
 
ta áp dụng tiêu chuẩn tỷ số tổng quát để tìm 

 
 

1

11 ! !
lim lim lim 0

1 ! 1
!

k

k

k kk k k

x
xk x k

L
x k x k

k




  


   

 
 

Vì L = 0 và do đó L < 1 nên chuỗi hội tụ với mọi x.  

Ví dụ 8.46.  Chứng minh rằng chuỗi lũy thừa  
1

! k

k

k x



  chỉ hội tụ với x = 0. 

Giải 

Sử dụng tiêu chuẩn tỷ số tổng quát để tìm 
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11 !

lim lim 1
!

k

kk k

k x
L k x

k x



 


    

Với mọi x khác 0 ta có L  . Do đó, chuỗi lũy thừa đã cho chỉ hội tụ khi x = 0. 

Ví dụ 8.47. Tìm tất cả các điểm hội tụ của chuỗi lũy thừa  
1

k

k

x

k




 . 

Giải 

Sử dụng tiêu chuẩn tỷ số tổng quát ta tìm 

1

1lim lim
1

k

kk k

x
kkL x x

x k
k



 

  


 

Chuỗi lũy thừa hội tụ tuyệt đối nếu 1x   và phân kỳ nếu 1x  . Ngoài ra ta phải 

kiểm tra 2 điểm đầu mút của khoảng 1x  , nghĩa là x = -1 và x = 1 

 
1

1
1:

k

k

x
k






   hội tụ (theo tiêu chuẩn chuỗi đan dấu) 

   

1 1

1k k


  
và 

1
lim 0
k k

  

 
1

1
1:

k

k

x
k




   phân kỳ (p-chuỗi với 

1
1

2
p   ) 

Do đó, chuỗi đã cho hội tụ với 1 1x    và phân kỳ ở khoảng ngược lại. 

Theo định lý 8.30, tập hợp các điểm làm cho chuỗi 
0

k
k

k

a x



  hội tụ là một 

khoảng có tâm là  x = 0 mà ta gọi là khoảng hội tụ của chuỗi lũy thừa. Nếu khoảng 

này có độ dài 2R thì R được gọi là bán kính hội tụ của chuỗi lũy thừa, như hình vẽ 

8.19. 

 

Hình 8.19. Khoảng hội tụ của chuỗi lũy thừa 

Nếu chuỗi lũy thừa chỉ hội tụ tại x = 0 thì R = 0, còn nếu nó hội tụ với mọi x 

thì R = ∞. 
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Ví dụ 8.48. Tìm bán kính hội tụ và khoảng hội tụ của chuỗi 
1

2k k

k

x

k




  

Giải 

Sử dụng tiêu chuẩn tỷ số tổng quát ta tìm 

1 12
21lim lim 2

2 1

k k

k kk k

x
kkL x x

x k
k

 

 

  


 

Khi đó, chuỗi lũy thừa hội tụ tuyệt đối nếu 2 1x  , tức là 

1 1

2 2
x    

Bán kính hội tụ là 
1

2
R 

 
. Kiểm tra hai đầu mút ta có 

 
1 1

11 2 1
:

2 2

kkk

k k

x
k k

 

 

         hội tụ (chuỗi đan dấu điều hòa) 

1 1

1 2 1 1
:

2 2

kk

k k

x
k k

 

 

       phân kỳ (chuỗi điều hòa) 

Vậy khoảng hội tụ là 
1 1

2 2
x    

Ví dụ 8.49. Tìm bán kính hội tụ và khoảng hội tụ của chuỗi 
1

2k k

k

x

k




  

Giải 

Sử dụng tiêu chuẩn tỷ số tổng quát ta tìm 

 
1 12

1 ! 2
lim lim 0

2 1
!

k k

k kk k

x
k

L x
x k

k

 

 


  


 

Do đó, chuỗi lũy thừa hội tụ tuyệt đối với mọi x và bán kính hội tụ là R = ∞ 

Ví dụ 8.50. Tìm bán kính hội tụ của chuỗi 

2

1

1
k

k

k

k
x

k





       

Giải 

Sử dụng tiêu chuẩn căn để kiểm tra tính hội tụ tuyệt đối ta có 
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2 2
1

1 1
lim lim

1
  lim 1

kk k
k k

k
k k

k

k

k k
L x x

k k

x e x
k

 



              

     

 

Vậy chuỗi lũy thừa hội tụ tuyệt đối khi 1e x  ; nghĩa là
1 1

x
e e

  
 
.Điều này kéo 

theo rằng bán kính hội tụ là 
1

R
e

  

Trong một số ứng dụng chúng ta có thể gặp chuỗi lũy thừa dạng  
 

   2

0 1 2
1

( ) ....k
k

k

a x c a a x c a x c



      

 

với c là hằng số. Khi đó khoảng hội tụ của nó có dạng R x c R     bao gồm khả 

năng có 2 đầu mút là x c R   và x c R   

Ví dụ 8.51. Tìm khoảng hội tụ của chuỗi 
 

0

1

3

k

k
k

x



  

Giải 

Sử dụng tiêu chuẩn tỷ số tổng quát ta tìm 

 

 

1

1

1

1
3 13lim lim 1 1

3 31
3

k

kk

k kk k

k

x

L x x
x





 


    


 

Do đó, chuỗi hội tụ tuyệt đối khi 

1
1 1 1 3

3
                3 1 3

                4 2

x x

x

x

    

   
  

 

Kiểm tra 2 đầu mút ta có 

   
1 1

4 1
4 : 1

3

k
k

k
k k

x
 

 

 
     phân kỳ (tính dao động) 

   
1 1

2 1
2 : 1

3

k
k

k
k k

x
 

 


    phân kỳ (tiêu chuẩn phân kỳ) 
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Vậy khoảng hội tụ là  4, 2  

8.7.2. Đạo hàm và tích phân từng số hạng của chuỗi lũy thừa. 

Chuỗi lũy thừa 
0

( )k
k

k

a x c



  có thể được xem như là một hàm trên khoảng hội 

tụ của nó. Một cách hợp lý nếu chúng ta đặt câu hỏi rằng nếu hàm khả vi và khả tích 

thì đạo hàm và tích phân của chuỗi lũy thừa đó được tính như thế nào? Điều này rất có 

lợi vì chúng ta có thể xây dựng các chuỗi mới từ việc lấy đạo hàm hoặc tích phân của 

những chuỗi đã biết. 

Nếu chúng ta xem chuỗi lũy thừa như là một “đa thức vô hạn” thì chúng ta có 

thể hy vọng là lấy đạo hàm và tích phân của nó theo từng số hạng. 

Định lý 8.31. (Lấy đạo hàm và tích phân từng số hạng của chuỗi lũy thừa) 

Chuỗi lũy thừa 
0

k
k

k

a x



  với bán kính hội tụ R > 0 có thể được lấy đạo hàm 

hoặc tích phân theo từng số hạng trên khoảng hội tụ R x R    của nó. Cụ thể nếu 

0

( ) k
k

k

f x a x



  với x R  thì với x R  ta có  

1 2 3
1 2 3 4

1

'( ) 2 3 4 ...k
k

k

f x ka x a a x a x a x





       

và   

1

0 0 0

( )
1

k k kk
k k

k k k

a
f x dx a x a x dx x C

k

  


  
   

      

Ví dụ 8.52. Cho hàm  f  xác định bởi chuỗi lũy thừa  

0

( )
!

k

k

x
f x

k




  với mọi x.  

Chứng minh rằng ( ) '( )f x f x  với mọi x và từ đó suy ra ( ) xf x e . 

Giải 

Chuỗi lũy thừa đã cho hội tụ với mọi x (xem ví dụ 8.45) và định lý 8.31 cho ta 

biết rằng nó khả vi với mọi x. Đạo hàm từng số hạng, ta có 
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2 3 4

2 3

2 3 4

'( ) 1 ...
2! 3! 4!

2 3 4
        0 1 ...

2! 3! 4!

        1 ...
2! 3! 4!

        

d x x x
f x x

dx

x x x

x x x
x

f x

 
        

     

     



 

Ở chương 5 ta đã biết phương trình vi phân ( ) '( )f x f x  có nghiệm tổng quát 

là ( ) xf x Ce . Thay x = 0 vào chuỗi lũy thừa của ( )f x , ta có 

2 30 0
(0) 1 0 ... 1

2! 3!
f        

Và giải phương trình 01 Ce  ta suy ra C = 1 ; do đó ( ) xf x e  

Một chuỗi lũy thừa có thể lấy đạo hàm theo từng số hạng nhiều lần trong 

khoảng hội tụ của nó. Và nếu  

 
0

k
k

k

f x a x



  

với R là bán kính hội tụ của chuỗi bên vế phải thì chuỗi đạo hàm  

  1

0

' k
k

k

f x ka x







 

 cũng có bán kính hội tụ R và hơn nữa định lý 8.31 cũng đúng đối với chuỗi đạo hàm; 

nghĩa là 

    2

0

'' 1 k
k

k

f x k k a x





   với x R  

Tương tự ta cũng tính được (4)'''( ), ( ),...f x f x  và các đạo hàm cấp cao hơn của f. 

Ví dụ 8.53. Ta biết rằng chuỗi  

0

k

k

x



  hội tụ tuyệt đối về hàm 

1
( )

1
f x

x



 với 1x   

Do đó, đạo hàm từng số hạng của chuỗi ta có  

1 2

0 1

1 2 3 ...k k

k k

d
x kx x x

dx
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 hội tụ về hàm 
 2

1
'( )

1
f x

x



 với 1x   

Tiếp tục đạo hàm từng số hạng ta có đạo hàm cấp hai 

2
1 2

2
0 1 2

( 1)k k k

k k k

d d
x kx k k x

dx dx

  
 

  

                    

hội tụ về hàm 
 3

2
''( )

1
f x

x



 với 1x  . 

Những ý tưởng trên sẽ được minh họa trong các ví dụ tiếp theo sau đây. 

Ví dụ 8.54. Cho hàm f  xác định bởi chuỗi lũy thừa 
2

0

( 1)
( )

(2 )!

k k

k

x
f x

k





  với mọi x. 

Chứng minh rằng ''( ) ( )f x f x  với mọi x. 

Giải 

Trước tiên ta sử dụng tiêu chuẩn tỷ số để chứng minh rằng chuỗi lũy thừa đã cho hội 

tụ tuyệt đối với mọi x. 

   

 
 
 

 
 

  

1 2 1

2 2

22

2

1

2 1 ! 2 !
lim lim .

2 1 !1

2 !

                                    lim 0
2 1 2 2

k k

k

k kkk k

k

x

k kx
L

xkx

k

x

k k

 



 




       

 
 

 

Vì L < 1 nên chuỗi hội tụ với mọi x. 

Tiếp theo, ta đạo hàm từng số hạng của chuỗi 

2 4 6

3 5

3 5

'( ) 1 ...
2! 4! 6!

2 4 6
        ...

2! 4! 6!

        ...
1! 3! 5!

d x x x
f x

dx

x x x

x x x

 
       

   

   

 

Cuối cùng, tiếp tục đạo hàm từng số hạng ta có 
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3 5

2 4

2 4 6

''( ) ...
1! 3! 5!

3 5
        1 ...

3! 5!

        1 ...
2! 4! 6!

d x x x
f x

dx

x x

x x x
f x

 
       

   

 
        

 

Ví dụ 8.55. Bằng cách lấy tích phân từng số hạng của chuỗi cấp số nhân hãy chứng 

minh rằng  

1

0

ln(1 )
1

k

k

x
x

k




 

  với 1 1x    

Giải 

Lấy tích phân chuỗi cấp số nhân 
0

1

1
k

k

u
u






  từng số hạng trong khoảng 

1 1x    ta được 

 
00 0

2 3

0

2 3

1

0

1

1

               1 ...

               ...
2 3

               , 1 1
1

x x
k

k

x

k

k

du u du
u

u u u du

x x
x

x
x

k









      

    

   

   


 





 

Ta cũng biết 

 
0

1
ln 1 , 1 1

1

x

du x x
u

    
  

Do đó 

 
1

00

1
ln 1 , 1 1

1 1

x k

k

x
x du x

u k




      

   

Nếu kiểm tra 2 đầu mút, ta thấy chuỗi thực sự hội tụ khi 1 1x    

Ví dụ 8.56. Tìm chuỗi lũy thừa biểu diễn hàm 1tan ( )x  

Giải 
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Ta biết rằng  

1
2

0

tan
1

x
dt

x
t

 
  

Biểu thức trong dấu tích phân được xem như là một chuỗi cấp số nhân 

 2 4 6 2
2

0

1
1 ... 1

1
k k

k

t t t t
t




      

   

Do đó 

 

   

 

1
2

0

2 4 6

0

2 1
2

0 0 00

2 1

0

3 5 7

tan
1

          1 ...

         1 1
2 1

         1 , 1
2 1

         ...., 1
3 5 7

x

x

xx k
k kk

k k

k
k

k

dt
x

t

t t t dt

t
t dt

k

x
x

k

x x x
x x



 

 








    

   


  


     





 



 

Nếu ta kiểm tra hai đầu mút thì chuỗi hội tụ với 1x   

Chuỗi biểu diễn 1tan x  được gọi là chuỗi Gregory sau khi nhà toán học người 

Anh, James Gregory (1638 – 1675) phát triển nó vào năm 1671. 

Vì chuỗi hội tụ tại x = 1 và x = -1 nên nó có thể được sử dụng biểu diễn 

1tan x  trên  1,1  . Ví dụ, tại x = 1 

1 1 1 1 1
tan 1 1 ....

4 3 5 7 9
1 1 1 1

4 1 ....
3 5 7 9





      

          

 

Đây chính là công thức Leibniz của số   

8.8. Chuỗi Taylor và chuỗi Maclaurin 

Trong phần này, ta sẽ tìm cách biểu diễn một hàm số như là một chuỗi vô hạn 

sao cho giá trị của hàm số tại x = c và giá trị của chuỗi số biểu diễn nó sai khác nhau 

không đáng kể. 
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8.8.1. Đa thức Taylor và đa thức Maclaurin 

Xét hàm  f  khả vi n lần trên khoảng I. Mục đích của chúng ta là tìm một hàm 

đa thức có thể xấp xỉ hàm  f  tại điểm c thuộc miền xác định của nó. Để đơn giản ta xét 

một trường hợp đặc biệt khi c = 0. Ví dụ sau xem xét hàm ( ) xf x e  tại x = 0 như 

hình 8.22. 

 

Hình 8.22. Đồ thị hàm ( ) xf x e  và các đa thức xấp xỉ của nó. 

 

Để xấp xỉ hàm f(x) bằng đa thức M(x) tại x = 0 chúng ta bắt đầu từ điều kiện 

   0 0M f . Ta nói đa thức M(x) có tâm tại 0. 

 Có nhiều đa thức có thể được chọn để xấp xỉ hàm f, chúng ta sẽ xuất phát từ ý 

tưởng là hệ số góc của f và M tại x  = 0 là bằng nhau, nghĩa là  

'(0) '(0)M f  

Đồ thị ở hình 8.22 cho ta thấy rằng ta có ( ) xf x e , do đó '( ) xf x e  và 

0(0) '(0) 1f f e    

Đặt 

'
1 0 1 1 1( ) ( )M x a a x M x a    .  

Theo yêu cầu thì '
1 1(0) 1, (0) 1M M   .Vì 1 0(0) 1M a   và '

1 1(0) 1M a   

nên 

1( ) 1M x x   
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Từ đồ thị hình 8.22 ta thấy 1( ) 1M x x   là một xấp xỉ tốt với những giá trị x 

gần 0. Tuy nhiên nếu xét các điểm từ (0,1) trở ra xa thì M1 không còn là một xấp xỉ tốt 

nữa. Để cải tiến điều này người ta thêm yêu cầu là giá trị của đạo hàm cấp 2 tại x = 0 

của f và M phải bằng nhau. Do đó  

2
2 0 1 2

' ''
2 1 2 2 2

( )

( ) 2 ;          ( ) 2

M x a a x a x

M x a a x M x a

  
   

 

Vì ''( ) xf x e và ''(0) 1f 
 
nên 22 1a 

 
hay 2

1

2
a   

Do đó 

2
2

1
( ) 1

2
M x x x    

Tương tự chúng ta có thể tìm được các đa thức bậc cao hơn 

2 3
3

1 1
( ) 1

2 6
M x x x x     

2 3 4
4

1 1 1
( ) 1

2 6 24
M x x x x x      

2 3 4 5
5

1 1 1 1
( ) 1

2 6 24 120
                            

M x x x x x x     


….. 

2

( ) 1
1! 2! !

n

n

x x x
M x

n
      

Đa thức bậc n xấp xỉ hàm f tại x = 0 được gọi là đa thức Maclaurin bậc n của 

hàm f. 

Nếu chúng ta lặp lại các bước như trên với x = c thay cho x = 0 thì ta cũng thu 

được đa thức xấp xỉ bậc n có dạng  

2( ) ( )
( )

1! 2! !

n
c c c c

n

x c x c x c
T x e e e e

n

        

được gọi là đa thức Taylor bậc n của f tại x = c. 

8.8.2. Định lý Taylor  

Thay vì dừng lại ở số hạng thứ n, chúng ta bàn đến việc xấp xỉ hàm f(x) bằng 

một chuỗi vô hạn. 

Ta nói hàm f được biểu diễn bằng một chuỗi lũy thừa trên khoảng I nếu  
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   2

0 1 2
0

( ) ( ) ....k
k

k

f x a x c a a x c a x c



         

với mọi x thuộc I. 

Việc biểu diễn hàm f thành chuỗi lũy thừa có rất nhiều lợi ích. Tuy nhiên trước 

khi bàn đến các lợi ích đó, chúng ta hãy trả lời 2 câu hỏi sau đây 

1. Sự tồn tại: Với điều kiện nào thì hàm f sẽ được biểu diễn thành chuỗi lũy 

thừa? 

2. Sự duy nhất: Nếu hàm f được biểu diễn thành chuỗi lũy thừa thì chuỗi đó 

có duy nhất không? Và nếu có thì nó được tìm như thế nào? 

Định lý 8.32. (Định lý về sự biểu diễn duy nhất của chuỗi lũy thừa) 

Giả sử hàm ( )f x  khả vi vô hạn lần và có thể biểu diễn dưới dạng chuỗi luỹ 

thừa  

   2

0 1 2
0

( ) ( ) ....k
k

k

f x a x c a a x c a x c



         

với R x c R     

Khi đó các hệ số thỏa mãn   

( ) ( )
, 0,1,2,...

!

k

k

f c
a k

k
   

Chứng minh 

Định lý về tính duy nhất có thể được thiết lập bằng cách lấy đạo hàm từng số 

hạng của chuỗi lũy thừa và ước tính các đạo hàm tại c.  

Ta bắt đầu với 

0

( ) ( )k
k

k

f x a x c



   

và thay x = c ta có 

   2

0 1 2 0( ) ....f c a a c c a c c a        

Tiếp theo, đạo hàm tứng số hạng chuỗi ban đầu ta có 

   2

1 2 3'( ) 2 3 ....f x a a x c a x c       

và 

   2

1 2 3 1'( ) 2 3 ....f c a a c c a c c a        
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Đạo hàm tiếp tục và thay x = c ta có 

2''( ) 2f c a  do đó 2

''( )

2

f c
a   

Tổng quát, đạo hàm bậc k của f tại x = c cho bởi 

 ( ) !k
kf c k a  do đó 

 ( )

!

k

k

f c
a

k
  

Câu hỏi về sự tồn tại của việc biểu diễn hàm f thành chuỗi lũy thừa sẽ được trả 

lời khi chúng ta xét đến hàm dư Taylor  

( ) ( ) ( )n nR x f x T x   

Chúng ta thấy rằng hàm f được biểu diễn thành chuỗi Taylor của nó trong 

khoảng I nếu và chỉ nếu  

lim ( ) 0n
n

R x


  

với mọi x thuộc I. 

 Mối quan hệ giữa hàm f, đa thức Taylor của nó ( )nT x  và hàm dư Taylor ( )nR x  

được tóm tắt trong định lý sau đây 

Định lý 8.33. (Định lý Taylor) 

Nếu ( )f x  và tất cả các đạo hàm của nó tồn tại trong khoảng I chứa c thì với 

mọi x thuộc I ta có  

     
'' ( )

2' ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2! !

n
n

n

f c f c
f x f c f c x c x c x c R x

n
         

trong đó 

 
( 1)

1( )
( )

( 1)!

n
nn

n

f z
R x x c

n


 


  

với zn phụ thuộc x và nằm giữa c với x. 

Công thức của Rn(x) gọi là dạng Lagrange của hàm dư Taylor. Có nhiều dạng 

hàm dư khác nhau nhưng trong phần này chúng ta chỉ xét dạng Lagrange. 

Khi áp dụng định lý Taylor, ta không mong đợi có thể tìm được chính xác giá 

trị của zn. Tuy nhiên, ta thường có thể xác định được một chặn trên của ( )nR x  trong 

một khoảng mở. Chúng ta sẽ minh họa điều này ở những phần sau. 

8.8.3. Chuỗi Taylor và chuỗi Maclaurin 
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Định lý về tính duy nhất cho ta biết rằng nếu hàm f được biểu diễn bằng chuỗi 

lũy thừa tại c thì nó phải là chuỗi 

     
' '' ( )

2( ) ( ) ( )
( ) ....

1! 2! !

n
nf c f c f c

f c x c x c x c
n

        

và định lý Taylor nói rằng ( )f x  được biểu diễn bằng một chuỗi mà phần dư 

( ) 0nR x   khi n   .Điều này dẫn đến thuật ngữ sau đây  

Định nghĩa 8.34. 

Chuỗi Taylor: Giả sử có một khoảng mở I chứa điểm c mà trong đó hàm ( )f x  và các 

đạo hàm của nó tồn tại. Khi đó chuỗi lũy thừa 

     
' '' ( )

2( ) ( ) ( )
( ) ....

1! 2! !

n
nf c f c f c

f c x c x c x c
n

        

được gọi là chuỗi Taylor của f tại x = c. 

Chuỗi Maclaurin: Trường hợp đặc biệt khi c = 0 thì được gọi là chuỗi Maclaurin 

của f 

' '' ( )
2(0) (0) (0)

(0)
1! 2! !

n
nf f f

f x x x
n

      

Ví dụ 8.57.  Tìm chuỗi Maclaurent của hàm hàm ( ) cosf x x  

Giải 

Ta thấy ( ) cosf x x  khả vi vô hạn lần tại x = 0. Ta có 

(4) (4)

( ) cos (0) 1

'( ) sin '(0) 0

''( ) cos ''(0) 1

'''( ) sin '''(0) 0

( ) cos (0) 1

                   

f x x f

f x x f

f x x f

f x x f

f x x f

  
  
  
  
  



 

Ta có chuỗi Maclaurent của ( )f x  là 

2 4 6 2

0

( ) cos 1 ( 1)
2! 4! 6! (2 )!

k
k

k

x x x x
f x x

k




         

Chúng ta sẽ bàn đến mối quan hệ giữa chuỗi Maclaurin và đa thức Maclaurin. 

Hình 8.23 mô tả đồ thị hàm ( ) cosf x x  với một số đa thức Maclaurin của nó. Ta sử 

dụng ký hiệu  nM x  để biểu diễn cho (n + 1) số hạng đầu tiên của chuỗi Maclaurin 
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tương ứng. Chú ý các đa thức này khá gần với hàm số tại những điểm gần x = 0 

nhưng khoảng cách này sẽ lớn dần khi x di chuyển xa gốc tọa độ. 

 

Hình 8.23. Hàm ( ) cosf x x  và các đa thức Maclaurin của nó 

 

Ví dụ 8.58.  Tìm đa thức Maclaurin  5M x  cho hàm ( ) xf x e  và dùng đa thức đó để 

xấp xỉ giá trị của số e. Áp dụng định lý Taylor để xác định độ chính xác của xấp xỉ 

này.  

Giải 

Đầu tiên ta tìm chuỗi Malaurin cho hàm ( ) xf x e  

   
   
   

0 1

' ' 0 1

'' '' 0 1

                              

x

x

x

f x e f

f x e f

f x e f

 
 
 

 

 

Chuỗi Maclaurin của hàm ( ) xf x e  là 

2 3

0

1 1 1
1 ...

1! 2! 3! !

k
x

k

x
e x x x

k




       

Do đó 

 
2 3 4 5

5 1
2 6 24 120

xx x x x
M x x e        

Một sự so sánh của  f x  và  5M x  được chỉ ra ở hình 

8.24. 

Chú ý rằng từ đồ thị này ta thấy sai số dường như tăng khi 
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x di chuyển xa gốc tọa độ. Để xác định độ chính xác này ta sử dụng định lý Taylor 

 

 
5

5

1 1 1 1
1 1 1

2 6 24 120

 2.716 1

e R

R

      

 
 

Phần dư cho bởi 

     
5

5 1

5 1 1
5 1 !

ze
R




 

với một số 5z  nào đó nằm giữa 0 và 1. Vì 50 1z  , ta có 5ze e , và vì 3e , kéo 

theo rằng 

 5

3
1 0.00417

6! 6!

e
R     

Vậy, số e thỏa mãn 

2.716667 0.004167 2.716667 0.004167

                  2.712500 2.720834

e

e

   
 

 

Ví dụ 8.59.  Tìm chuỗi Taylor của hàm ( ) lnf x x  tại c = 1. 

Giải 

Chú ý ( )f x  khả vi vô hạn lần tại x = 1. Ta có 

 

 

 

 

 

2

3

4

4

( ) ln                                    1 0

1
'( )                                    ' 1 1

1
''( )                              '' 1 1

2
'''( )                               ''' 1 2

6
( )

f x x f

f x f
x

f x f
x

f x f
x

f x
x

 

 

 

 

    

             

4

1
1

                         1 6

                                                     

1 1 !
( )          1 1 1 !

k
kk k

k

f

k
f x f k

x






 
   

 

 

Khi đó, sử dụng định nghĩa của chuỗi Taylor ta viết 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 8 : Chuỗi vô hạn 
 

 
 

 Trang 78 

       

       

2 3 4

2 3 4

1 1 2 6
ln 0 1 1 1 1 ...

1! 2! 3! 4!
1 1 1

     1 1 1 1 ...
2 3 4

x x x x x

x x x x

         

        
 

   
   

1

1

1
1

k
k

k

x
k






   

Giả sử hàm  f  khả vi vô hạn tại c. Như vậy chúng ta sẽ có 2 đại lượng toán học 

là  f  và chuỗi Taylor của nó với các tính chất sau: 

1. Chuỗi Taylor của f có thể hội tụ về f trong khoảng hội tụ của nó 

R x c R     ( nghĩa là x c R  ) 

2. Chuỗi Taylor có thể chỉ hội tụ duy nhất tại x = c và trong trường hợp này nó 

không thể biểu diễn hàm  f  trên bất cứ một khoảng nào chứa c. 

3. Chuỗi Taylor có thể tồn tại bán kính hội tụ R > 0 ( thậm chí R = ∞). Tuy nhiên 

nó có thể hội tụ về hàm g không bằng hàm f trên khoảng x c R  . 

Ví dụ 8.60.  Chứng minh rằng hàm ( ) lnf x x  xác định luôn tại những điểm mà 

chuỗi Taylor tại c = 1 của nó không hội tụ. 

Giải 

Ta đã biết hàm ln x  xác định với mọi x > 0. Từ ví dụ 8.59, ta biết chuỗi Taylor của 

ln x  tại c = 1 là 

   
1

1

1
1

k
k

k

x
k






  

Ta tìm khoảng hội tụ của chuỗi này 

   

   

1

1

1 1

1lim lim 1 1
11 1

k k

k kk k

x
kkL x x

kx

k



 

 
         

 

Điều này có nghĩa là chuỗi lũy thừa hội tụ tuyệt đối với 

1 1x   hay 0 2x   

Kiểm tra  hai đầu mút 

   1

1 1

1 0 1 1
0 :

k k

k k

x
k k

 

 

           phân kỳ (chuỗi đối của chuỗi điều hòa) 
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     1 1

1 1

1 2 1 1
2 :

k k k

k k

x
k k

  

 

  
    hội tụ (chuỗi điều hòa đan dấu) 

 

Vậy chuỗi chỉ hội tụ trong  0, 2  nhưng hàm ln x  lại xác định với mọi x > 0. 

Hàm số được so sánh với đa thức Taylor bậc 6:      
16

6
1

1
1

k
k

k

T x x
k






   như hình 

vẽ 8.25 

 

Ví dụ tiếp theo sau đây sẽ giới thiệu một hàm mà chuỗi Maclaurin của nó 

không biểu diễn hàm số trong bất kỳ một khoảng nào 

Ví dụ 8.61.  Cho hàm  f  xác định bởi 
2

1

, 0( )
0, 0

xe xf x
x

  
 

Chứng minh rằng chuỗi Maclaurent của f chỉ biểu diễn được nó tại duy nhất một điểm 

x = 0. 

Giải 

Có thể thấy rằng f khả vi vô hạn tại 0 và    0 0kf   với mọi k. Khi đó, f có 

chuỗi Maclaurin 

2 30 0 0
0 ....

1! 2! 3!
x x x     

hội tụ đến hàm   0f x   với mọi x và do đó nó chỉ biểu diễn  f x  tại x = 0. Đồ thị 
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của f và chuỗi Maclaurin được thể hiện ở hình 8.26. 

 

8.8.4. Các phép toán của chuỗi Taylor và chuỗi Maclaurin 

Theo định lý về sự duy nhất thì chuỗi Taylor của f tại x = c là chuỗi lũy thừa 

theo (x – c) có dạng  

0

( ) ( )k
k

k

f x a x c



   

với mọi x trong khoảng nào đó chứa c. 

Các hệ số trong chuỗi này có thể được tính bằng công thức 

( ) ( )
, 0,1,2,...

!

k

k

f c
a k

k
 

 

Tuy nhiên đôi khi các hệ số này có thể tìm được bằng cách vận dụng khéo léo 

các phép toán đại số. 

Trong một số ví dụ sau chúng ta sẽ vận dụng phương trình  

0

1
, 1

1
k

k

u u
u




 

 
 

 để xây dựng chuỗi Maclaurin cho một số hàm hữu tỷ. 

Ví dụ 8.62.  Tìm chuỗi Maclaurin bằng cách thay thế một chuỗi cấp số nhân 

Tìm chuỗi Maclaurin cho hàm 2

1
( )

1
f x

x



 

Giải 

Ta muốn một chuỗi có dạng 
0

k
k

k

a u



  biểu diễn hàm 2

1

1 x  
trong một khoảng 
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chứa 0.  

Ta có thể làm trực tiếp bằng cách sử dụng định nghĩa của chuỗi Maclaurin, 

nhưng ở đây ta sẽ sửa đổi một chuỗi đã biết.  

Ta biết rằng nếu 1u   ta có thể viết 

2 31
1 ...

1
u u u

u
    


 

Thay 2u x   ta có 

 
2 4 6

2 2

1 1
1 ...

1 1
x x x

x x
     

  
 

với 2 1x  ; nghĩa là 1 1x    .Do đó, từ định lý về tính duy nhất, biểu diễn mong 

muốn là 

  2
2

0

1
1

1

k k

k

x
x




 

 
 
với 1 1x    

Ví dụ 8.63. Tìm chuỗi Maclaurin bằng cách sửa đổi một chuỗi cấp số nhân   

Tìm chuỗi Maclaurent cho hàm 
5 2

( )
3 2

x
f x

x




 và xác định khoảng hội tụ của nó. 

Giải 

Mục tiêu của chúng ta là viết lại ( )f x  ở dạng 
1

1 u
 của một chuỗi cấp số nhân 

0

2 3

5 2 8
1

3 2 3 2
8
3          1

2
1

3

8 2
          1

3 3

8 16 32 64
          1 ...

3 9 27 81

k

k

x

x x

x

x

x x x





  
 

       
      

     



 

Khoảng hội tụ cho ( )f x
 
tương tự như cho chuỗi 

0

2

3

k

k

x




     , cụ thể là 

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

cu
u d

uo
ng

 th
an

 co
ng

 . c
om

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Chương 8 : Chuỗi vô hạn 
 

 
 

 Trang 82 

2
1

3
x 

 
hay

3 3

2 2
x    

Ví dụ 8.64.  Tìm chuỗi Maclaurent cho các hàm  

a. 2( ) cosf x x  

b.  2( ) cosg x x  

Giải 

a.  Ở ví dụ 8.57 ta đã biết  

2 4 6

cos 1
2! 4! 6!

u u u
u       với mọi u 

Do đó bằng cách thay 2u x  ta có 

       
2 4 62 2 2

2 2

4 8 12

cos 1
2! 4! 6!

         1
2! 4! 6!

x x x
x u x

x x x

     

    



  

với mọi x. 

b.  Với hàm 2cos x  ta có thể sử dụng định nghĩa của chuỗi Maclaurin, nhưng thay vì 

như thế ta sẽ sử dụng công thức nhân đôi của lượng giác như sau 

       

2

2 4 6

2 3 4 5 6

2 4 6

1 1
cos cos 2

2 2

2 2 21 1
         1 ... 2

2 2 2! 4! 6!

1 1 2 2 2
         ...

2 2 2! 4! 6!
1 2

         1 ...
3 45

x x

x x x
u x

x x x

x x x

 

 
        
  

     

    

 

với mọi x
 

Ví dụ 8.65.  Tìm chuỗi Maclaurent cho hàm 
1

( ) ln
1

x
f x

x

     
 và sử dụng nó để tính 

ln2 chính xác đến 5 chữ số thập phân. 

Giải 

Với hàm này, đầu tiên ta sử dụng tính chất của hàm logarithms 
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   1
( ) ln ln 1 ln 1

1

x
f x x x

x

        
 

Từ ví dụ 8.59 ta có 

     2 31 1
ln 1 1 1 ...

2 3
x x x x        

Vì vậy 

       

       

       

2 3

2 3 4

2 3

2 3 4

2 3 4

1 1
ln 1 1 1 1 1 1 1 ....

2 3

             ...
2 3 4

1 1
ln 1 1 1 1 1 1 1 ....

2 3

             ...
2 3 4

             ...
2 3 4

x x x x

x x x
x

x x x x

x x x
x

x x x

          

    

          

  
     

   

 

Bằng chuỗi thay thế, ta được 

   
2 3 4 2 3 4

3 5

( ) ln 1 ln 1

       ... ...
2 3 4 2 3 4

       2 ...
3 5

f x x x

x x x x x x
x x

x x
x

   
                        
        

 

Tiếp theo, giải phương trình 
1

2
1

x

x

 


, ta được 
1

3
x  . Vì vậy ta sẽ tìm được giá trị 

cho hàm 
1

ln
1

x

x

     
 khi 

1

3
x 

 
.Nghĩa là 

3 5

3 5
1 1

1 1 1 1 1 13 3
ln 2 2 ... 2 ...

3 3 5 3 3 3 5 3

                                                
  

 

Theo định lý Taylor, ta có 

3 5 2 1
2 2 1 2 1 2 1 1

ln 2 ...
3 3 3 5 3 2 1 3 3

n

nR
n
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trong đó 
1

3nR
    

 là phần dư. Để ước lượng phần dư này, ta chú ý rằng 
1

3nR
    

 là phần 

đuôi của chuỗi vô hạn của ln2. Do đó 

2 3 2 5 2 7

2 3 2 3 2 3

1 2 1 2 1 2 1
...

3 2 3 3 2 5 3 2 7 3

2 1 2 1 1 2 1 1
          ...

2 3 3 2 3 9 3 2 3 81 3

          

n n n

n

n n n

R
n n n

n n n

  

  

                                     
                                           


2 3

2 1 1 1
1 ....

2 3 3 9 81

n

n

             

 

Vì chuỗi cấp số nhân trong ngoặc hội tụ đến 
1 9

1 81
9




 , ta có 

2 3
1 2 9 1

3 2 3 8 3

n

nR
n

                    
 

Cụ thể, để đạt độ chính xác 5 chữ số thập phân, ta phải chắc chắn rằng số hạng bên 

phải phải nhỏ hơn 0.000005. Sử dụng máy tính ta có thể thấy nếu n = 4, ta có 

 
11

2 9 1
0.0000012

2 4 3 8 3

           
 

Do đó, ta xấp xỉ ln2 với n = 4: 

3 5 7 9

4

1 2 2 1 2 1 2 1 2 1
ln 2 0.6931460

3 3 3 3 5 3 7 3 9 3
T
                                                

 

Mà sai số không vượt quá 0.0000012; vì thế 

0.6931460 0.0000012 ln 2 0.6931460 0.0000012

                    0.6931448 ln 2 0.6931472

   
 

 

Làm tròn đến 5 chữ số thập phân ta có 

ln 2 0.69315  

Ta có thể kiểm tra bằng máy tính (chính xác đến 10 chữ số thập phân) rằng 

ln 2 0.6931471806  

 Chúng ta cần phải quan tâm đến kết quả sau đây. Nó chính là sự tổng quát hóa 

cho định lý về nhị thức được phát hiện bởi Issac Newton ngay từ khi ông ta còn là 

sinh viên tại đại học Cambridge. 
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Định lý 8.35. (Chuỗi nhị thức). Nếu p là một số thực bất kỳ và 1 1x    thì 

2 3

0

( 1) ( 1)( 2)
(1 ) 1

2! 3!
p k

k

pp p p p p
x px x x x

k





               

trong đó 
!

!( )!

p p

k k p k

      
 với p và k là các số nguyên thỏa 0p k   

Chuỗi nhị thức sẽ hội tụ trong khoảng 1 1x    nhưng sự hội tụ của nó tại 2 

đầu mút 1x  và 1x  phụ thuộc vào số mũ p. Trong trường hợp đặc biệt chúng ta 

có thể thấy rằng nếu 1 0p    thì chuỗi sẽ hội tụ tại 1x ; nếu 0p  chuỗi sẽ hội 

tụ tại cả 2 đầu 1x  và 1x  

Hơn nữa nếu p là số nguyên không âm thì chuỗi sẽ kết thúc sau một số hữu hạn 

các số hạng (vì 0
p

k

     
 với k p ) và sẽ quy về sự khai triển nhị thức thông thường 

và dĩ nhiên chuỗi sẽ hội với mọi x.  

Bảng 8.2. Chuỗi lũy thừa cho một số hàm cơ bản 

Tên Chuỗi Khoảng 

hội tụ 

Chuỗi 

hàm mũ 

2

1
2! !

n
u u u

e u
n

        

     2
1

2! !

c c
nx c e e

e e x c x c x c
n

          

 , 
 

 , 
 

Chuỗi 

Cosin 

2 4 2

cos 1 ( 1)
2! 4! (2 )!

n
nu u u

u
n

        

2 3( ) ( )
cos cos ( )sin cos sin

2! 3!

x c x c
x c x c c c c

        

 , 
 

 , 
 

Chuỗi 

Sin 

3 5 2 1

sin ( 1)
3! 5! (2 1)!

n
nu u u

u u
n



      


  

2 3( ) ( )
sin sin ( )cos sin cos

2! 3!

x c x c
x c x c c c c

        

 , 
 

 , 
 

Chuỗi 

cấp số 

nhân 

2 31
1 ... ...

1
nu u u u

u
      


 

 1,1  
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Chuỗi 

nghịch 

đảo 

2 31
1 ( 1) ( 1) ( 1) ...x x x

x
         

 0,2  

Chuỗi 

Logarit 
     2 3

11 1 1
ln ( 1) ( 1)

2 3

n

nx x x
x x

n
  

         

2 3
1ln(1 ) ( 1)

2 3

n
nu u u

u u
n

         

     2

1
2

ln ln ( 1)
2

n

n
n

x c x c x c
x c

c c nc
  

        

 0,2  

 

 1,1  

 

 0,2c  

Chuỗi 

Tan-1 

3 5 2 1
1tan ( 1)

3 5 (2 1)

n
nu u u

u u
n


       


  

 1,1  

Chuỗi 

Sin-1 

3 5 2 1
1 1.3. 1.3.5.(2 3)

sin
2.3 2.4.5 2.4.6.(2 2).(2 1)

nu u n u
u u

n n


      

 
   

 1,1  

Chuỗi 

nhị thức 

2 3( 1) ( 1)( 2)
(1 ) 1

2! 3!
p p p p p p

u pu u u
        

 

 

Ví dụ 8.66.  Tìm chuỗi Maclaurin của hàm ( ) 9f x x   và khoảng hội tụ của nó. 

Giải 

Ta có   
1

21
2( ) 9 9 3 1

9

x
f x x x

         
 

Vì vậy 

1
2

2 3

2 3

9 3 1
9

1 1 1 1 1
1 1 2

1 2 2 2 2 2
           3 1 .....

2 9 2! 9 3! 9

1 1 1
           3 1 ......

18 648 11664

x
x

x x x

x x x

      
                                                     
 
  
 
     
  

2 31 1 1
           3 .....

6 216 3888
x x x    
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Vì số mũ 
1

2
p   thỏa 0p , p không phải số nguyên, theo định lý 8.35 chuỗi hội tụ 

với 1
9

x   nghĩa là 9x   
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BÀI TẬP CHƯƠNG 8 

Bài 8.1. Viết 5 số hạng đầu tiên (bắt đầu từ n = 1) của các dãy số sau 

a.   1 1
n        

b. sin
2

n
n

 
 
 

 

c.  na  trong đó 1 256a   và 1n na a   với 2n   

d.  na  trong đó 1 1a   và  2

1 1 1n n na a a    với 2n   

Bài 8.2. Tìm giới hạn của các dãy hội tụ sau 

a. 
2

3

8 6 4000

1

n n

n

  
  

   b.   1
4 nn    c. 4

3

5

n

n n

  
 

  
 

d.  5n n n     e.
 

2

ln n

n
 
 
 

   f.    1
ln nn  

Bài 8.3. Chứng minh rằng các dãy số sau hội tụ bằng cách chỉ ra rằng nó là dãy tăng 

bị chặn trên hoặc nó là dãy giảm bị chặn dưới 

a. 
1

ln
n

n

   
  

  
    b. 

3 2n

n

 
 
 

   c. 
2n

n 
 
 

 

Bài 8.4. Giải thích tại sao các dãy số sau phân kỳ 

a. 
3

2

7 5

100 219

n n

n

  
  

   b.   1 1
n     c.  cosn  

  

Bài 8.5. Các dãy số sau hội tụ hay phân kỳ 

a.  1
sin n

n
 
 
 

    b. 
1

sinn
n

  
  

  
 

Bài 8.6. Thuốc được đưa vào cơ thể sao cho ở cuối mỗi giờ, lượng thuốc hiện tại bằng 

một nửa lượng thuốc ở thời điểm cuối giờ trước đó. Hỏi lượng thuốc là bao nhiêu ở 

cuối giờ thứ 4 và cuối giờ thứ n. 

Bài 8.7. Xác định xem các chuỗi cấp số nhân sau hội tụ hay phân kỳ. Nếu hội tụ hãy 

tìm tổng của chúng. 
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a.  
 0

2

3
k

k



 
     b. 

 
2 1

0

2

5

k

k
k







  

c.  
0.2

1

k

k

e





     d.  

1

3
2

2
1

3

k
k

k
k






  

e.  2 3 4

1 1 1 1
......

2 2 2 2
       

f. 
1

2 2 1 .....
2

   
 

g. 

4 7 10
1 1 1 1

.....
4 4 4 4

             
     

 

Bài 8.8. Với mỗi chuỗi sau đây, tìm Sn là tổng riêng thứ n của chuỗi và xác định xem 

chuỗi hội tụ hay phân kỳ bằng cách kiểm tra lim n
n

S


 

a. 
 0.10.1

1

1 1

1k k k





 
 

  
    c.    0

1

1 2k k k



      

b. 
1

1
ln 1

k k





  
 

   

Bài 8.9. Hãy biểu diễn các số thập phân vô hạn tuần hoàn sau đây dưới dạng số hữu 

tỷ. 

a. 2.231      b.
 
1.405    c. 41.2010  

Bài 8.10. Cho chuỗi số 1
1

1

2k
k

k




  

a. Tìm các số A, B sao cho  

 
1 1

11

2 2 2k k k

B kk Ak
 


   

b. Tính tổng của chuỗi 1
1

1

2k
k

k




  

Bài 8.11. Tính tổng các chuỗi số sau 

a. 
0

3

2

k
k

k

a 



  biết rằng 
0

0.54k
k

a
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b. 

2

0

1 1

2 3k k
k





  
 

  

Bài 8.12. Một bánh máy bay quay ở tốc độ 500 vòng/phút và chậm dần theo cách mà 

mỗi phút sau nó sẽ quay tròn với tốc độ bằng 2/3 tốc độ của phút trước đó. Tìm tổng 

số vòng quay mà bánh máy bay này quay được trước khi nó dừng hẳn. 

Bài 8.13. Một quả bóng được ném từ độ cao 10ft. Mỗi lần quả bóng nẩy lên thì nó sẽ 

lên cao một khoảng bằng 0.6 lần độ cao trước đó. Hỏi tổng quãng đường di chuyển 

của quả bóng là bao nhiêu? 

 

 

Bài 8.14. Giả sử một bộ phận của máy trị giá $10000 và mỗi năm nó bị mất giá 20% 

so với giá trị hiện tại của nó ở đầu năm đó. Nếu sự mất giá này dự kiến là vô hạn thì 

tổng thiệt hại sẽ là bao nhiêu? 

Bài 8.15. Một bệnh nhân được tiêm 20 đơn vị thuốc mỗi 24 giờ. Thuốc bị phân hủy 

theo quy luật của hàm mũ sao cho lượng thuốc còn lại trong cơ thể bệnh nhân sau t 

ngày là 

  2
t

f t e
  

Nếu quá trình điều trị kéo dài thì có khoảng bao nhiêu đơn vị thuốc trong cơ thể bệnh 

nhân trước khi tiêm. 

Bài 8.16. Các chuỗi số nào sau đây có thể áp dụng được tiêu chuẩn phân kỳ? Vì sao? 

a. 
1 1k

k

k



     b. 
1

1

k

k

e





    c. 

1

1
1

k

k k





  
 

  

d. 
1

k

k

ke





    e. 

2
2 1k

k

k



 
    f.  

0

cos
k

k



  

Bài 8.17. Sử dụng tiêu chuẩn tích phân để kiểm tra xem các chuỗi số sau hội tụ hay 

phân kỳ. 
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a. 
 2

1

1

2 3k k



 
     c. 

 21

2
1

tan

1k

k

k



   

b. 
 2

2

1

lnk k k




     d. 

2

1

k

k

ke





  

Bài 8.18. Xét sự hội tụ của các chuỗi số sau 

a. 2
1

ln

k

k

k




    b. 

1

sin

3 2sink

k k

k k






    c. 

1

1
sin

k

k
k




  

d. 
1

2
1

k

k k





  
 

    e. 
2

1

lnk k k




     f. 

4

5
1

2 3

k

k

k





  

i. 
1

1

2k k k




    j. 

1

1
k k

k e e




      k.

1

1 1

2k
k k





  
 

   

Bài 8.19. Tìm tất cả các giá trị của m để các chuỗi số sau hội tụ. 

a.  2
2 1

m
k

k

k



 
     b. 

 2

1

ln
m

k k k




   

Bài 8.20. Xét sự hội tụ của các chuỗi số sau bằng tiêu chuẩn so sánh trực tiếp 

a. 
1

cos
6

k

k





 
 
 

     c. 
2

1

lnk k k




  

b. 
1

5

4 3k
k



      d. 
1

ln

2 3k

k

k



 
   

Bài 8.21. Xét sự hội tụ của các chuỗi số sau bằng tiêu chuẩn so sánh giới hạn 

a. 2
1

1

k k k



     b. 
2

4
1

2

4k

k

k



      c. 

2

4
1

2

4k

k

k



 
 

d. 
 1

1

1k k k



 
    e. 

 3

9
21

1

k

k

k






     f.  1 2 2k

k

k

k



   

Bài 8.22. Xét sự hội tụ của các chuỗi số sau 

a. 
3

3 2
1

2 1

1k

k k

k k





 
     c. 

6

24 8
1 2.k

k

k k
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b. 
  

7
21

2 3

k

k k

k





 
    d. 

1

1

k
k

k

k
 


  

Bài 8.23. Sử dụng tiêu chuẩn tỷ số hoặc tiêu chuẩn căn để xét sự hội tụ của các chuỗi 

sau 

a. 3
1

!

2 k
k

k


    b. 

5

1 10k
k

k


     c.  

10

1

2

!

k

k

k

k




  

d. 
1 3 1

k

k

k

k





 
  

    e. 
 
 

2

1

!

2 !k

k

k




     f. 

2

1

2
k

k

k

k





 
 
 

  

Bài 8.24. Xét sự hội tụ của các chuỗi số sau và cho biết bạn đã sử dụng tiêu chuẩn nào 

để xét. 

a. 
1

5 2

2k
k

k

k





    b.
 

2

1

2 !k

k
k

k

k




     c.  

2

2 2
1

1

2k

k

k k








  

     d. 
1

!

2k
k

k


     e. 

2

1

2
k

k

k

k





 
 
 

    f. 
1

cos

2k
k

k


  

Bài 8.25. Xác định giá trị của x để các chuỗi số sau hội tụ. 

a. 
2

1

k

k

x

k




      b. 

 
1

0.5
k

k

x

k k






  

Bài 8.26. Xác định xem các chuỗi số sau hội tụ tuyệt đối, hội tụ có điều kiện hay phân 

kỳ 

a.   1

2
1

1
1

k

k

k

k







   b.  

2
1

1

1
k

k
k

k

e






    c.  
2

!
1

ln
k

k

k

k





  

d.    
1

2 !
1

k

k
k

k

k





   e.
 

  1

2

1
ln

k

k

k

k






    f.   1

2
1

ln
1

k

k

k

k






  

i.  
1

1

1

1
1

k
k

k k






   
 

   j.   1

1

1
1

k
k

k

k

k






    
    k. 

 
5 2

1

3
1

5
1

2

k
k

k
k

k 




  

Bài 8.27. Với mỗi chuỗi số sau đây hãy 

1. Ước tính tổng của chuỗi bằng cách lấy tổng 4 số hạng đầu tiên và cho biết sai 
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số của ước lượng này. 

2. Cần ít nhất bao nhiêu số hạng của chuỗi để ước lượng tổng của nó đạt độ chính 

xác 3 chữ số thập phân. Tính ước lượng này. 

a. 
  1

2 2
1

1

2

k

k
k







    b.

 

  1

1

1

!

k

k k






     c. 

1

1

5

k

k





  
 

  

Bài 8.28. Sử dụng tiêu chuẩn tỷ số tổng quát để tìm tất cả các giá trị của x sao cho các 

chuỗi số sau hội tụ. 

a. 
 

1

2
k

k

x

k




     b. 

1

2

!

k k

k

x

k




    

c. 
 

 2
1

2

3

k

k

k x

k k






     d.   1

1

1
k

k

k

x

k






   
 

  

Bài 8.29. Tìm khoảng hội tụ của các chuỗi lũy thừa sau 

a. 
 

1

1

2

k

k

k k x

k






   b. 

 2

1

2

3

k

k
k

k x




    c. 

 
 1

1

ln 2

k k

k

kx

k






  

d.  2

0

2
2 1

!

k
k

k

x
k





   e.  2 12

1

1
k

k

k x






    f. 
1 !

k k

k

k x

k




  

Bài 8.30. Tính các đạo hàm  'f x
 
của các hàm sau 

a.  
0 2

k

k

x
f x





   
 

     b.    
0

2 k

k

f x k x




     

c.    
0

1

1

k

k

k

f x x
k








   

Bài 8.31. Tính tích phân  
0

x

f u du của các hàm sau 

a.  
0 !

k

k

x
f x

k





     b.    
0

1
k k

k

f x x




    

   

Bài 8.32. Áp dụng đạo hàm từng số hạng của chuỗi cấp số nhân để tìm một chuỗi lũy 

thừa biểu diễn hàm 
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Chương 8 : Chuỗi vô hạn 
 

 
 

 Trang 94 

 
 3

1

1
f x

x



 

Với giá trị nào của x thì chuỗi lũy thừa này hội tụ. 

Bài 8.33. Tìm bán kính hội tụ của chuỗi 

a. 
 
 1

3 !

! 4 !

k

k

k x

k k






     b. 

 
 

2 1

1

1.2.3... .

1.3.5.... 2 1

k

k

k x

k






  

Bài 8.34. Cho hàm  f  xác định bởi chuỗi lũy thừa 

   
 

2 1

0

1

2 1 !

k k

k

x
f x

k








  

với mọi x. Chứng minh rằng    ''f x f x 
 
với mọi x. 

Bài 8.35. Tìm chuỗi Maclaurin cho các hàm sau đây. Giả sử a là hằng số bất kỳ và tất 

cả các đạo hàm mọi cấp đều tồn tại tại x = 0. 

a.   2xf x e    b.   sin
2

x
f x    c.   2x xf x e e   

d.   1

1 4
f x

x



  e.    ln 3f x x    f. 

  2 2

1
, 0f x a

a x
 


  

Bài 8.36. Tìm 4 số hạng đầu tiên của chuỗi Taylor của các hàm sau tại giá trị c 

a.   lnf x x  tại c = 3   b.   sinf x x  tại 
4

c


  

c.  f x x  tại c = 9   d.   3

2 1
f x

x



 tại c = 2  

Bài 8.37. Khai triển các hàm sau đây thành chuỗi nhị thức và tìm miền hội tụ của nó. 

a.    
1
34f x x

     b.  
21

x
f x

x



 

Bài 8.38. Tìm chuỗi Maclaurin của hàm   2

1

3 2
f x

x x


 
 

Bài 8.39. Tìm chuỗi Maclaurin của hàm  
   

2

22 1

x
f x

x x
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Chương 8 : Chuỗi vô hạn 
 

 
 

 Trang 95 

Bài 8.40. Tìm chuỗi Maclaurin của hàm   2

1 2
ln

1 3 2

x
f x

x x
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