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Chương 4 

PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN 
 

4.1.   Một số khái niệm cơ bản về phương trình vi phân 

Xét một bài toán dẫn đến phương trình vi phân sau : Tìm phương trình 

đường cong sao cho mọi đoạn của tiếp tuyến chắn trên 2 trục toạ độ đều bị tiếp 

điểm chia thành 2 phần bằng nhau 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gọi ),( yxM  là điểm tuỳ ý trên đường cong. Khi đó hệ số góc của tiếp tuyến 

tại M là '( ) MPy x tg
AP

    

Vì ; ' yMA MB PA PO x MP y y
x

          được gọi là phương trình vi 

phân. 

Dễ thấy hàm 
x
Cy   với C  là hằng số bất kỳ đều thoả mãn phương trình và 

nó được gọi là nghiệm của phương trình vi phân trên. Vậy chúng ta có một họ 

đường cong 
x
Cy   thoả mãn yêu cầu đề bài. 

Nếu thêm điều kiện đường cong phải đi qua điểm )3,2(  nghĩa là 3)2( y  thì 

6C  và ta có được một đường cong cần tìm là 
x

y 6
  

 Phương trình vi phân thường (gọi tắt là phương trình vi phân PTVP) là 

phương trình biểu thị mối liên hệ giữa một biến độc lập x, hàm cần tìm y và các đạo 

hàm của nó.  
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P 
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B 
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Nếu hàm phải tìm y có nhiều biến số và phương trình chứa các biến độc lập 

này, hàm y và các đạo hàm riêng của nó thì gọi là phương trình vi phân đạo hàm 

riêng (gọi tắt là phương trình đạo hàm riêng PTĐHR). Trong chương 2 này chúng ta 

chỉ khảo sát những PTVP thường. 

 Cấp của PTVP là cấp cao nhất của đạo hàm có mặt trong phương trình đó. 

Ví dụ 4.1   3''  yxy  là PTVP cấp 2 

  
x
yy '  là PTVP cấp 1 

  02)(  ydxdyyx  là PTVP cấp 1 

  u
y
uy

x
ux 






  là PTĐHR cấp 1 

 Nghiệm của PTVP là tất cả các hàm số )(xyy   sao cho khi thay vào 

phương trình ta được một đồng nhất thức. 

 Thông thường PTVP có vô số nghiệm gọi là họ nghiệm, nghĩa là biểu thức 

nghiệm có chứa một hoặc nhiều tham số (tuỳ vào bậc của phương trình). 

4.2. Phương trình vi phân cấp 1 

4.2.1. Định nghĩa 

Phương trình vi phân cấp 1 là PTVP có dạng 0)',,( yyxF  hoặc ),(' yxfy  , 

trong đó x là biến độc lập, y là hàm cần tìm theo biến x. 

Nghiệm tổng quát (NTQ) của PTVP cấp 1 là họ đường ),( Cxy   với C là 

hằng số bất kỳ thoả mãn phương trình. Nếu 0CC   thì đường cong ),( 0Cxy  gọi 

là nghiệm riêng của phương trình. 

Đôi khi chúng ta không có được nghiệm tường minh ),( Cxy   mà được 

một hệ thức dạng 0),,( Cyx  thoả PTVP thì hệ thức đó gọi là tích phân tổng quát 

của PTVP. Nếu 0CC   ta có tích phân riêng 0),,( 0 Cyx  

Về mặt hình học, đồ thị của nghiệm tổng quát hay tích phân tổng quát đều 

cho ta một họ đường cong gọi là các đường cong tích phân của PTVP. 

Tuy nhiên, không phải bất kỳ nghiệm riêng nào của phương trình cũng được 

suy ra từ họ nghiệm tổng quát bằng cách thay hằng số C những giá trị cụ thể. 

Những nghiệm đó được gọi là nghiệm kỳ dị. 
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Ví dụ 4.2 Xét phương trình 2' ' 0y xy y    có nghiệm tổng quát 2CCxy   là 

một họ đường thẳng. Tuy nhiên parabol 
4

2xy   cũng là nghiệm của phương trình 

và được gọi là nghiệm kỳ dị. 

4.2.2. Định lý tồn tại và duy nhất nghiệm – Bài toán Cauchy 

Xét bài toán Cauchy với điều kiện đầu 







00 )(
),('

yxy
yxfy

.  

Nếu hàm ),( yxf  liên tục trong miền mở 2RD   và có đạo hàm riêng 

),( yx
y
f

  bị chặn trong D thì bài toán Cauchy trên có nghiệm duy nhất xác định 

trong lân cận của 0x  

4.2.3. Một số phương trình vi phân cấp 1 

 Phương trình tách biến 

 Dạng 1: ( ) ( )f x dx g y dy  

( ) ( ) ( ) ( )f x dx g y dy f x dx g y dy      

Ví dụ 4.3 Giải phương trình )1()2('  yxyy  

Giải: 

Nếu 0)2( yy  thì  



 xdx

yy
dyxdx

yy
dy

)2()2(
)1(  

Cx
y

yxdxdy
yy














  2

2
ln

2
11

2
1  là nghiệm tổng quát của (1) 

Ngoài ra 0y  và 2y    cũng là 2 nghiệm riêng của (1).  

Ví dụ 4.4 Giải bài toán Cauchy sau 







)2(1)0(
)1(05' 24

y
yxy  

Giải: 

Từ (2) ta thấy 0y  nên   dxx
y
dydxx

y
dy 4

2
4

2 55)1(  

      Cx
y

 51  hay 
Cx

y


 5

1  

Từ (2) 1 C  
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Vậy nghiệm của bài toán Cauchy là 
1

1
5 


x

y  

 Dạng 2: 0)()()()(  dyyQxPdxyNxM  

0
)(
)(

)(
)(0)()()()(  dy

yN
yQdx

xP
xMdyyQxPdxyNxM  với 0)(;0)(  yNxP  

Ví dụ 4.5 Giải phương trình )1(0)1)(1()1( 32  dyyxdxyx  

Giải: 

Nếu 1;1  yx  thì   












 dy
y
ydx

x
xdy

y
ydx

x
x

1
1

1
0

1
1

1
)1( 3

2

3

2

 

     












 dy
y

xd
x 1

21)1(
1

1
3
1 3

3  

    Cyyx  1ln21ln
3
1 3  là NTQ của (1) 

Ngoài ra 1x  và 1y  cũng là 2 nghiệm riêng của (1) 

 Dạng 3: )(' cbyaxfy   

Đặt 





  a

dx
du

bdx
dy

dx
dyba

dx
ducbyaxu 1  

Thay vào phương trình )(ubfa
dx
du

   

 

Ví dụ 4.6 Giải phương trình )1()1cos('  yxy  

Giải: 

 Đặt 
dx
duyy

dx
duyxu  1''11  

Thay vào (1) ta có )2(cos1 u
dx
du

   

Nếu 1cos u  thì  



dx

u
dudx

u
du

cos1cos1
 

        Cxugdx
u

du
2

cot

2
sin2

1
2

 

Hay 0
2

1cot 


 Cyxgx  là NTQ của (1) 
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Ngoài ra nếu  2121cos kxykuu   là một nghiệm riêng của (1) 

 Phương trình đẳng cấp 

 Dạng 1: 







x
yfy'  

Đặt xuuyuxy
x
yu ''   

Thay vào phương trình uufxuufxuu  )(')('  (tách biến) 

Ví dụ 4.7 Giải phương trình )1('
22

xy
yxyxy 

  

Giải: 

Từ (1) ta có 0,,1'  yx
x
y

y
xy  

Đặt xuuy
x
yu ''  . Thay vào (1): 11'11' 

u
xuu

u
xuu  

       )2(1
u

u
dx
dux 

  

Nếu 1u  thì (2)  





 






x

dxdu
ux

dxdu
u

u 1
1

1
1

 

    Cxuu  ln1ln  

Hay 01lnln  C
x
y

x
yx  là NTQ của (1) 

Ngoài ra nếu )0(,1  xxyu  cũng là một nghiệm riêng của (1) 

 Dạng 2: 











222

111'
cybxa
cybxafy  

 Nếu 0
22

11 
ba
ba

, đặt 







0

0

yy
xx




 trong đó  00 , yx  là nghiệm của 








0
0

222

111

cybxa
cybxa

 

Suy ra  ddyddx  ; . Thay vào phương trình ta có  













 g

d
d   (dạng 1) 

 Nếu 0  thì 
2

1

2

1

b
b

a
a . Đặt '' 1111 ybauybxau  ybxau

22 
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Thay vào phương trình ta được phương trình tách biến 

Ví dụ 4.8 Giải phương trình )1(0)3()642(  dyyxdxyx  

Giải: 

Giải hệ 2;1
03

0642
00 








yx
yx
yx  

Đặt 





















ddy
ddx

y
x

2
1

 

Thay vào (1):   0)321(6)2(4)1(2   dd  

      )2(042   dd  

Nếu 0  thì 





















1

42
42)2(

d
d  

Đặt 
u
uu

u
uuu

u
uuu

d
du













1

23
1

42'
1

42'
2






  

Nếu 2;1  uu  ta có  





















 ddu

uu
ddu

uu
u

2
3

1
2

)2)(1(
1  

  Cuu  ln2ln31ln2  

  11ln2
1
2ln31

1
2ln2 Cx

x
y

x
y









  

  11ln
1
2ln3

1
1ln2 Cx

x
xy

x
xy









  

22

3

ln1ln
)1)(1(

)2(ln Cx
xyx

xy





  

 23 )1()2(  xyCxy , với xyxyxyx 2;3;1;1   là 

NTQ của (1) 

Ngoài ra 1 xy  và xy 2  cũng là 2 nghiệm riêng của (1). 

 Phương trình vi phân toàn phần  0),(),(  dyyxQdxyxP  

Nếu )(),();(),( ygyxQxfyxP   thì phương trình trở thành dạng tách biến 

Nếu 
x
Q

y
P






  thì phương trình trở thành dạng vi phân toàn phần. 
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Cách giải : Tìm hàm thế vị ),( yxu  thoả mãn 







),('
),('

yxQu
yxPu

y

x .  

Khi đó CyxudyyxQdxyxPdu  ),(0),(),(  là NTQ của phương trình 

Ví dụ 4.9 Giải phương trình )1(0)()( 2  dyyxdxyx  

Giải: 

Ta có 
















)1(1
),(
),(

2 x
Q

y
P

yxyxQ
yxyxP

 là phương trình vi phân toàn phần 

Tìm hàm ),( yxu  sao cho 







)3('
)2('

2yxu
yxu

y

x  

Từ (2) ta có )(
2

)(),(
2

ygxyxdxyxyxu      )('' ygxu y   

Từ (3) ta có 
3

)()('
3

22 ydyyygyyg    

32
),(

32 yxyxyxu   

Vậy NTQ của (1) là Cyxyx


32

32

 

 Thừa số tích phân: Trong một số trường hợp phương trình vi phân dạng 

0),(),(  dyyxQdxyxP  không phải là PTVP toàn phần. Nhưng tồn tại hàm ),( yx  

sao cho 0),(),(),(),(  dyyxQyxdxyxPyx   là PTVP toàn phần. Khi đó ta gọi hàm 

),( yx  là thừa số tích phân của PTVP ban đầu. 

Ví dụ 4.10 Chứng minh rằng 3x  là thừa số tích phân của phương trình  

   0cossin2 22  dyyxydxy  

Giải: 

Thật vậy, ta có 































23

23

24

23

cos4

cos4

cos),(
sin2),(

yyx
x
Q

yyx
y
P

yyxyxQ
yxyxP  đfcm 

 Cách tìm thừa số tích phân: Vì 0),(),(),(),(  dyyxQyxdxyxPyx   là 

PTVP toàn phần nên xxyy QQPPQ
x

P
y

'''')()(  





 . 
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Tuy nhiên tìm ),( yx  từ điều kiện trên khá phức tạp. Do đó người ta thử tìm thừa 

số tích phân chỉ phụ thuộc một biến số. 

 Nếu )(),( xyx    thì   )(:''1'
''' xRQP

Q
QQP xy

x
xxy 




  

  


dxQP
Q xy

ex
''1

)(  nếu  xy QP
Q

''1
  chỉ phụ thuộc x 

 Nếu )(),( yyx   thì   )(:''1'
''' yRPQ

P
QPP yx

y
xyy 




  

  


dyPQ
P yxey

''1

)(  nếu  yx PQ
P

''1
  chỉ phụ thuộc y 

Ví dụ 4.11 Giải phương trình )1(0)()1( 22  dyxyxdxyx  

Giải: 

Ta có 22 '1),( xPyxyxP y   

 22 32')(),( xxyQxyxyxQ x   

Vì 
x

xyx
xyx

QP
Q xy

2)22(
)(

1)''(1 2
2 


  nên ta có thừa số tích phân là 

2
ln2

2 1)(
x

eex xdx
x  

  

Tìm hàm ),( yxu  sao cho 




















)3()('

)2(11'

2

2

22

2

xy
x

xyxu

y
xx

yxu

y

x
 

Từ (2) ta có )('')(11),( 2 ygxuygxy
x

dxy
x

yxu y 





    

Thay vào (3) ta có 
2

)()('
2yygyyg   

2
1),(

2yxy
x

yxu   

Vậy NTQ của (1) là  0,
2

1 2

 xCyxy
x

 

Ngoài ra 0x  cũng là một nghiệm riêng của (1). 
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 Phương trình tuyến tính (*))()(' xbyxay  , trong đó )();( xbxa  là các 

hàm liên tục. 

Nếu 0)( xb  thì (*) là phương trình tuyến tính thuần nhất, ngược lại nếu 

0)( xb  thì (*) là phương trình tuyến tính không thuần nhất. 

Cách giải: 

 Phương pháp thừa số tích phân 

Từ (*) ta có   0)()(  dydxxbyxa  

Ta có )(')()(),( xaPxbyxayxP y  ;  0'1),(  xQyxQ  

Vì )()''(1 xaQP
Q xy   nên (*) có thừa số tích phân là 

dxxaex )(
)(  

Nhân 2 vế của (*) với 
dxxaex )()(  ta được 

)()('
)()()( xbeyxaeye dxxadxxadxxa   

Cdxexbyeexbye dxxadxxadxxadxxa







  

)()()(
'

)(
)()(  

 Cdxexbey dxxadxxa
   )()(

)(  

Chú ý: 

 Nếu 0)( xb  thì 
 dxxaCey )(  là NTQ của phương trình tuyến tính thuần 

nhất 

 Từ   dxexbeCeCexbey
dxxadxxadxxadxxadxxa

 
 )()()()()(

)()(  ta thấy khi 

C = 0 thì dxexbey
dxxadxxa

 
 )()(

)( là một nghiệm riêng của phương trình không 

thuần nhất  

 Như vậy NTQ của phương trình không thuần nhất bằng tổng NTQ của 

phương trình thuần nhất và một nghiệm riêng của phương trình không thuần nhất. 

và người ta có thể chọn nghiệm riêng bất kỳ. 

 Phương pháp biến thiên hằng số Lagrange 

NTQ của phương trình thuần nhất 
 dxxaCeY )( . Suy ra NTQ của phương 

trình không thuần nhất có dạng 
 dxxaexCy )()(  
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Ta có 
 dxxadxxa exaxCexCy )()(

)()()('' . Thay vào (*) ta có 

CdxexbxCexbxCxbexC
dxxadxxadxxa

 
 )()()(

)()()()(')()('  

Vậy NTQ của phương trình tuyến tính cấp 1 là  

   Cdxexbey dxxadxxa
   )()(

)(  

Ví dụ 4.12 Giải phương trình )1(cos' sin xexyy   

Giải: 

Ta có    xxdxdxxaxxa sincos)(cos)(  

 xdxdxeedxexbexb xxdxxax     sinsin)(sin )()(  

Vậy NTQ của (1) là  xCey x   sin  

Ví dụ 4.13 Giải phương trình )1(
32

'
2




xy
yy  

Giải: 

Nếu 0y  thì 222

323232)1(
y

x
ydy

dx
yy

x
y

xy
dy
dx




  là phương trình tuyến 

tính với x là hàm theo biến y 

Ta có    ydy
y

dyya
y

ya ln22)(2)(  

 34
ln2

2

)(

2

133)(3)(
y

dy
y

dye
y

dyeyb
y

yb ydyya
     

Vậy NTQ của (1) là 
y

Cy
y

Cy
y

Cex y 111 2
3

2
3

ln2 
















  

Ngoài ra 0y  cũng là nghiệm riêng của (1). 

 Phương trình Bernoulli (*))()(' yxbyxay   

Nếu 0  hoặc 1  thì (*) trở thành phương trình vi phân tuyến tính 

Nếu 1,0 , giả sử 0y  chia 2 vế của (*) cho y  ta được 

)()(' 1 xbyxa
y
y

 


 

Đặt 


 



 

1
''')1('1 z

y
yyyzyz  
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Thay vào (*) ta có )()1()()1(' xbzxaz    là phương trình tuyến tính  

Để ý 0y  cũng là nghiệm riêng của (*) 

Ví dụ 4.14 Giải phương trình )1(
2
1

2
'

yx
yy   

Giải: 

)2(
2
1

2
1'.

2
1.

2
1')1( 21   y

x
yyyy

x
y  

Đặt '2 2' yyzyz  . Thay vào (2) )3(11'  z
x

z  

  NTQ của (3) là  

   
x

CxxCxdx
x

CxdxeCez
dx

x
dx

x 'lnln111







 









  


 

  NTQ của (1) là 
x
Cxy ln2   

Ví dụ 4.15 Giải phương trình )1(2sin' '3 xyyyxy   

Giải: 

Từ (1) ta có 0sin,
sin

2' 3
3 


 xyx

xyx
yy  

Nếu 0y  thì )2(
2

sin
2
1'.

2
sin.

2
1

2
sin')1( 33

3

x
y
yx

y
xx

y
yx

yy
xyxx 


  

Đặt '2'1
32 x

x
z

x
z   Thay vào (2) ta có )3(sin1'

y
yz

y
z   

  NTQ của (3) là    yC
y

ydyC
y

dye
y

yCez
dy

y
dy

y cos1sin1sin
11










 



 



 

  NTQ của (1) là 
y

yC
x

cos1
2


  hay 2)cos( xyCy   

Ngoài ra 0y cũng là một nghiệm riêng của (1) 

4.3. Phương trình vi phân cấp 2 

4.3.1. Định nghĩa 

Phương trình vi phân cấp 2 có dạng 0)'',',,( yyyxF  hoặc )',,('' yyxfy  , 

trong đó x  là biến độc lập, y  là hàm theo biến x . 
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Nghiệm tổng quát phụ thuộc vào 2 tham số có dạng ),,( 21 CCxy   hoặc tích 

phân tổng quát 0),,,( 21 CCyx .  

Nếu cho 21 ,CC  những giá trị cụ thể ta có nghiệm riêng của phương trình. 

Nghiệm riêng tìm được nếu biết 2 điều kiện nào đó. 

Ví dụ 4.16 Giải bài toán 
















3
2)1(

0)0(
2''

y

y
xy

 

Giải: 

Dễ thấy NTQ của bài toán là 21

3

3
CxCxy   

Thay điều kiện đầu ta có 


















0
1

3
2

3
1

0

2

1

21

2

C
C

CC

C
 

  Nghiệm của bài toán xxy 
3

3

 

4.3.2. Định lý tồn tại duy nhất nghiệm – Bài toán Cauchy 

Xét bài toán Cauchy với điều kiện đầu như sau 













00

00

')('
)(

)',,(''

yxy
yxy

yyxfy
 

Nếu hàm số )',,( yyxf  liên tục trên miền mở 3RD   và các đạo hàm riêng 

'
;

y
f

y
f





  liên tục trên D thì bài toán Cauchy có duy nhất nghiệm.   

4.3.3. Một số phương trình vi phân cấp 2 có thể giảm cấp được. 

 Phương trình không chứa x: 0)'',',( yyyF  

Đặt )(' yzy  . Đạo hàm 2 vế theo x ta có zzyyz yy .'''. ''   

Thay vào phương trình ta được PTVP cấp 1 hàm z theo biến y dạng 

0),,( ' zzzyF  

Ví dụ 4.17 Giải phương trình )1(0''3'''. 2  yyy  

Giải: 

Đặt zzyzyyyz yy .'.''')( ''   
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Thay vào (1): 
















0
3
1'
0'

0)'31('0'3' 2222

z

z
z

zzzzzzz  

211'0' CxCyCyzz   

3
3

4
3
1

34
3
1

3 3
3
1'

3
1' CeCdxeCCeyCyyzz

xdxdx










 


  

50'0 Cyyz   

 Phương trình không chứa y: 0)'',',( yyxF  

Đặt ''')(' zyxzy  . Thay vào phương trình ta được PTVP cấp 1 hàm z 

theo biến x dạng 0),,( ' zzxF  

Ví dụ 4.18 Giải phương trình 










)2(
2
1)1(')1(

)1(1'2'' 34

yy

yxyx
 

Giải: 

Đặt ''')(' zyxzy  . Thay vào (1): 4
34 12'12'

x
z

x
zzxzx   







 






 









  


x
C

x
dx

x
C

x
dxe

x
Cez

dx
x

dx
x 11111

222

2

4

2

 

22
1

32 2
11 C
xx

Cdx
xx

Cy 





    

Thay điều kiện (2) ta có 























2
3
2
3

2
3

0

2

1

1

21

C

C

C

CC
 

Vậy nghiệm của bài toán là 
2
3

2
3

2
1

2 
xx

y  

 Phương trình không chứa y, y’: 0)'',( yxF  

Ví dụ 4.19 Giải phương trình 
x

y 2cos
1''   

Giải: 

122 cos
1'

cos
1'' Ctgxdx

x
y

x
y    
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  211 cosln CxCxdxCtgxy    

4.4. Phương trình vi phân tuyến tính cấp 2 

4.4.1. Phương trình vi phân tuyến tính cấp 2 thuần nhất 

PTVP tuyến tính cấp hai thuần nhất là phương trình vi phân có dạng 

(*)0)(')(''  yxbyxay , trong đó )();( xbxa  là những hàm liên tục cho trước. 

 Định lý 1: Nếu 21; yy  là 2 nghiệm của (*) thì 121 ; cyyy   (c là hằng số tuỳ 

ý khác 0) cũng là nghiệm của (*). 

Chứng minh:  

Vì 21; yy  là 2 nghiệm của (*) nên  

  0)()( 1
'
1

''
1  yxbyxay  

  0)()( 2
'
2

''
2  yxbyxay  

  0))(())(( 21
'

21
''

21  yyxbyyxayy  và     0)()( 1
'

1
''

1  cyxbcyxacy  

  đfcm 

 Định lý 2: Nếu 21; yy  là 2 nghiệm riêng độc lập tuyến tính của (*), nghĩa là 

const
y
y


2

1  thì NTQ của (*) có dạng 2211 yCyCY   

Nhận xét: PTVP tuyến tính thuần nhất luôn có hệ nghiệm cơ bản (gồm các 

nghiệm riêng đltt). Với PTVP tuyến tính thuấn nhất cấp 2 sẽ luôn có 2 nghiệm 

riêng đltt. 

 Định lý 3: Nếu 1y  là một nghiệm riêng của (*) thì 





dx
y

eyy
dxxa

2
1

)(

12  là 

nghiệm riêng của (*) và độc lập tuyến tính với 1y  

Chứng minh 

Gọi 2y  là một nghiệm riêng bất kỳ của (*). Khi đó ta có 

  )1(0)()( 1
'
1

''
1  yxbyxay  

  )2(0)()( 2
'
2

''
2  yxbyxay  

Nhân (1) với 2y  và nhân (2) với 1y  rồi lấy (1)-(2) ta có 

    )3(0)( '
212

'
1

''
212

''
1  yyyyxayyyy  
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Đặt ''
212

''
12

'
1

'
21'

2
'
1

21 ' yyyywyyyy
yy
yy

w   

Thay vào (3) ta có  dxxaCewwxaw )(0)('   





 dxxadxxa Ce

yy
yyyyCeyyyy )(

2
1

2
1

2
'
1

'
21)(

2
'
1

'
21

1  

   













 dx

y
eyyCe

yy
y dxxa

dxxa

2
1

)(

12
)(

2
1

'

1

2 1  (chọn 1C ) 

Ví dụ 4.20 Giải phương trình   )1(02'2''12  yxyyx  biết xy 1  là 1 nghiệm 

riêng. 

Giải: 

Từ (1) ta có )2(0
1

2'
1

2'' 22 





 y
x

y
x

xy  

Nghiệm riêng thứ 2 của (2)  là  

 





 






 





 



x
xxdx

x
xdx

x
exdx

y
eyy

dx
x

x
dxxa 111 22

1
2

2
1

)(

12

2

 

Vậy NTQ của (1) là )1( 2
21  xCxCy  

Ví dụ 4.21 Giải phương trình   )1(0'2''12  xyyx  

Giải: 

Từ (1)  ta có )2(0'
1

2'' 2 


 y
x

xy  

Nhận thấy 11 y  là một nghiệm riêng của (1) nên nghiệm riêng thứ 2 là 

 
1
1ln

2
1

1
1

2
1

2

2
1

)(

12
2
















  




x
xdx

x
dxedx

y
eyy

dx
x

xdxxa

 

Vậy NTQ của (1) là 
1
1ln21 




x
xCCy  

4.4.2. Phương trình vi phân tuyến tính cấp 2 không thuần nhất 

PTVP tuyến tính cấp 2 không thuần nhất là phương trình có dạng 

(*))()(')('' xfyxbyxay   

PTVP tuyến tính thuần nhất tương ứng với (*) là (**)0)(')(''  yxbyxay  
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 Định lý 4: Nếu Y là NTQ của (**) và y  là một nghiệm riêng của (*) thì 

NTQ của (*) có dạng yYy    

 Định lý 5: (Nguyên lý chồng nghiệm): Cho 2 PTVP sau 

)()(')('' 1 xfyxbyxay   

)()(')('' 2 xfyxbyxay   

Nếu 21; yy  lần lượt là 2 nghiệm riêng của 2 PTVP trên thì 21 yy   sẽ là 

nghiệm riêng của PTVP )()()(')('' 21 xfxfyxbyxay   

Ví dụ 4.22 Giải phương trình )1(3'' xyy   

Giải: 

Phương trình thuần nhất tương ứng )2(0'' yy  

Nhận thấy xy sin1   là một nghiệm riêng của (2) nên nghiệm riêng thứ 2 là 

 xgxxdx
x

exdx
y

eyy
dxdxxa

cos)cot.(sin
sin

sin 2

0

2
1

)(

12 





 


 

  NTQ của (2) là xCxCY cossin 21   

Nhận thấy  xy 3  là một nghiệm riêng của (1) nên NTQ của (1) là  

 xxCxCyYy 3cossin 21   

Ví dụ 4.23 Giải phương trình   )1(62'4''12 xyxyyx   biết 2 nghiệm riêng là 

1
1;

2

21 



x

xxyxy  

Giải: 

Phương trình thuần nhất tương ứng )2(0
1

2'
1

4'' 22 






x

y
x

xy  

Theo nguyên lý chồng nghiệm thì 
1

1
1

12

120 






x

x
x

xxyyy  là một nghiệm 

riêng của (2). Do đó nghiệm riêng thứ 2 của (2) là 

 

 
  
















1
1

1
1

1
1

1
11

1
22

2

1
4

2

2

x
dx

xx
dx

x

e
x

y
dx

x
x

 

  NTQ của (2) là 
1

1
1

1
221 





x

C
x

CY  
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  NTQ của (1) là x
x

C
x
CyYy 







11 2
21

1  

 Phương pháp biến thiên hằng số Lagrange 

Cho PTVP tuyến tính không thuần nhất dạng (*))()(')('' xfyxbyxay   và 

PTVP tuyến tính thuần nhất tương ứng là (**)0)(')(''  yxbyxay  

Nếu (**) có NTQ là 2211 yCyCY   thì NTQ của (*) có dạng 

2211 )()( yxCyxCy  , trong đó )();( 21 xCxC  thoả mãn điều kiện 

' '
1 1 2 2
' ' ' '

1 1 2 2

( ) 0
( ) ( )

C x y C y
C x y C y f x
  


 
 

Chứng minh: 

Ta có NTQ của (1) 2211 )()( yxCyxCy   

)1()()()()(')()('' '
22

'
11

'
2222

'
1111 yxCyxCyxCyxCyxCyxCy   

)2()()()()()()()('' ''
22

''
11

''
22

'
2

'
2

''
11

'
1

'
1 xfyxCyxCyxCyxCyxCyxCy   

Thay vào (*) suy ra đfcm 

Ví dụ 4.24 Giải phương trình )1(''' x
x
yy   

Giải: 

Phương trình thuần nhất tương ứng )2(0''' 
x
yy  

Dễ thấy 11 y  là một nghiệm riêng của (2). Do đó nghiệm riêng thứ 2 là  

  


2

21

2
xxdxdxey

dx
x  

NTQ của (2) là 2
2

1 CxCY   

  NTQ của (1) có dạng )()( 2
2

1 xCxxCy   thoả 







xxxC
xCxCx

)('2
0)(')('

1

21
2

 

    


























2

3

2

11

2
'
2

'
1

6
)(

2
1)(

2
)(

2
1)(

CxxC

CxxC

xxC

xC
 

Vậy NTQ của (1) là 2
2

1

3

3
CxCxy   
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Ví dụ 4.25 Giải phương trình )1('2'' xxyyxy   biết phương trình thuần nhất có 

một nghiệm riêng là 
x

xy cos
1   

Giải: 

Phương trình thuần nhất tương ứng )2(0'2''  yy
x

y  

Nghiệm riêng thứ 2 của (2) là  

  





x
xtgx

x
xdx

xx
xdx

x
ex

x
xy

dx
x sincos

cos
1cos

cos
cos

22

2
2

2  

Vậy NTQ của (2) là 
x

xC
x

xCY sincos
21   

  NTQ của (1) có dạng 
x

xxC
x

xxCy sin)(cos)( 21   thoả mãn hệ sau 

 
















1sincos)(cossin)(

0sin)(cos)(

2
'
22

'
1

'
2

'
1

x
xxxxC

x
xxxxC

x
xxC

x
xxC

 

x
x

x
x

x
cos;sin;1

212   































22

11

2'
2

1'
1

cossin)(
sincos)(

cos)(

sin)(

CxxxxC
CxxxxC

xxxC

xxxC
 

Vậy NTQ của (1) là    
x

xCxxx
x

xCxxxy sincossincossincos 21   

   1sincos
21 

x
xC

x
xCy  

4.4.3. Phương trình vi phân tuyến tính cấp 2 với hệ số hằng 

 PTVP tuyến tính cấp 2 hệ số hằng không thuần nhất là phương trình có dạng 

)(''' xfbyayy  , trong đó ba,  là các hằng số thực. 

 Dạng thuần nhất tương ứng là 0'''  byayy  

 Giải phương trình dạng thuần nhất 0'''  byayy  (*) 

Bước 1: Giải phương trình đặc trưng 2 0k ak b    (**) 
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Bước 2: Tìm nghiệm của (*) dựa trên các nghiệm của phương trình đặc trưng 

như sau 

 

Ví dụ 4.26 Giải phương trình )1(0'' yy  

Giải: 

Phương trình đặc trưng 1012  kk  

  NTQ của (1) là xx eCeCy  21  

Ví dụ 4.27 Giải phương trình )1(05'2''  yyy  

Giải: 

Phương trình đặc trưng iikkk 21
2

42052 2,1
2 


  

  NTQ của (1) là  xCxCey x 2sin2cos 21    

Ví dụ 4.28 Giải phương trình )1(0'2''  yyy  

Giải: 

Phương trình đặc trưng 10122  kkk  

  NTQ của (1) là   xeCxCy 21   

 Giải phương trình dạng không thuần nhất (*))(''' xfbyayy   

Bước 1: Tìm nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng 

2211 yCyCY   

Bước 2: Có 2 phương pháp 

 Phương pháp biến thiên hằng số Lagrange 

Nghiệm của (**) Hệ nghiệm cơ bản của (*) NTQ của (*) 

k  là nghiệm kép kxkx xeyey  21 ;  kxkx xeCeCy 21   

21;kk  là 2 nghiệm 

thực phân biệt 
xkxk eyey 21

21 ;   xkxk eCeCy 21
21   

 ik   là cặp 

nghiệm phức liên 

hợp 

xeyxey xx   sin;cos 21    xCxCey x  sincos 21   

CuuDuongThanCong.com https://fb.com/tailieudientucntt

http://cuuduongthancong.com?src=pdf
https://fb.com/tailieudientucntt


Lê Thị Thanh Hải  Chương 4: Phương trình vi phân
      
  

 Trang 76

NTQ của (*) có dạng 2211 )()( yxCyxCy  , trong đó )();( 21 xCxC  thoả mãn 

hệ sau 







)()()(
0)()(

'
2

'
2

'
1

'
1

2
'
21

'
1

xfyxCyxC
yxCyxC  

 Phương pháp hệ số bất định 

Tìm một nghiệm riêng y  của (*) khi biểu thức )(xf  có một trong các dạng 

đặc biệt sau đây. Khi đó NTQ của (*) là y Y y  . 

Dạng ( )f x  Dạng nghiệm riêng y  

 
x

n exPxf )()(   

( )nP x  là đa thức bậc n theo x. 

 Nếu   không phải là nghiệm của 

phương trình đặc trưng thì x
n exQy )(  

 Nếu   là nghiệm đơn của phương 

trình đặc trưng thì x
n exxQy )(  

 Nếu   là nghiệm kép của phương 

trình đặc trưng thì  x
n exQxy )(2  

 

 xxBxxAexf mn
x  sin)(cos)()(   

( ), ( )n mA x B x  là các đa thức bậc n và m  

theo x. 

 Nếu  i  không phải là nghiệm 

của phương trình đặc trưng thì 

 xxNxxMey ss
x  sin)(cos)(   với 

 nms ,max  

 Nếu  i  là nghiệm của phương 

trình đặc trưng thì 

 xxNxxMxey ss
x  sin)(cos)(   với 

 nms ,max  

 

Chú ý: Hệ số trong các đa thức ( ); ( ); ( )n s sQ x M x N x  được tính bằng cách thay 

nghiệm riêng y  vào phương (*) và đồng nhất hệ số 2 vế. 

Ví dụ 4.29 Giải phương trình )1(4'3'' xxeyyy   

Giải: 

Phương trình thuần nhất tương ứng )2(04'3''  yyy  
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Phương trình đặc trưng 







4

1
0432

k
k

kk  

  NTQ của (2) là xx eCeCY 4
21

  

Tìm nghiệm riêng của (1) dạng )( BAxxey x   

Ta có    BAxBAAxeyBxBAAxey xx 22)4(;)2( 2''2'
 . 

Thay vào (1) ta được 




















25
1

10
1

052
110

B

A

BA
A

 

  Nghiệm riêng của (1) là  





 

25
1

10
xxey x  

Vậy NTQ của (1) là 





  

25
1

10
4

21
xxeeCeCy xxx  

Ví dụ 4.30 Giải phương trình   )1(2'3'' 22 xexxyyy   

Giải: 

Phương trình thuần nhất tương ứng )2(02'3''  yyy  

Phương trình đặc trưng 







2
1

0232

k
k

kk  

  NTQ của (2) là xx eCeCY 2
21   

Tìm nghiệm riêng của (1) dạng  CBxAxey x  23  

 BCxABAxey x  3)23(3' 23  

  ACBxAxey x 2999'' 23   

Thay vào (1) ta được 


































2
1

2
1

0232
126

12

C
B

A

CBA
BA

A
 

Nghiệm riêng của (1) là 







 2

2

2
3 xxey x  

Vậy NTQ của (1) là 







 2

2

2
32

21 xxeeCeCy xxx  

Ví dụ 4.31 Giải phương trình )1(sin4'' xxyy   
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Giải: 

Phương trình thuần nhất tương ứng )2(0'' yy  

Phương trình đặc trưng ikk  012  

  NTQ của (2) là xCxCY sincos 21   

Tìm nghiệm riêng của (1) dạng   xDCxxBAxxy sin)(cos   

    xDxBCAxxBxDACxy sin)2(cos)2(' 22   

     xBCxDACxxDAxBCAxy sin22)4(cos22)4('' 22   

Thay vào (1) ta được 

































1
0
0
1

04
1

022
022

D
C
B
A

C
A

BC
DA

 

  Nghiệm riêng của (1) là )sincos( xxxxy   

Vậy NTQ của (1) là  

 xxCxxCxxxxxCxCy sin)(cos)(sincossincos 2
2

1
2

21   

Ví dụ 4.32 Giải phương trình )1(
cos

1''
x

yy   

Giải: 

Phương trình thuần nhất tương ứng )2(0'' yy  

Phương trình đặc trưng ikk  012  

  NTQ của (2) là xCxCY sincos 21   

Áp dụng phương pháp biến thiên hằng số Lagrange 

NTQ của (1) có dạng xxCxxCy sin)(cos)( 21  , trong đó 
' '
1 2

' '
1 2

( )cos ( ) sin 0
1( )( sin ) ( )cos

cos

C x x C x x

C x x C x x
x

  



  

 

Ta có 1;
cos
sin;1 21 

x
x  


















22

11

'
2

'
1

)(
cosln)(

1)(
cos
sin)(

CxxC
CxxC

xC
x
xxC  

Vậy NTQ của (1) là     xxCxxCy sincoscosln 21   
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Chú ý: Phương trình Euler cấp 2 có dạng 2 '' ' ( )x y axy by f x    (*)  được đưa về 

dạng phương trình tuyến tính hệ số hằng bằng cách đổi biến như sau: 

Đặt ( 0)tx e x   hoặc ( 0)tx e x    

Ta có  ' ' ' 't t
t x x ty y e y y e    

      ''' ' '' ' '' 2 ' '' '' ' 2t t t t t t
tt x xx x xx t xx tt tx

y y e e y e y e y e y y y y e         

Thay vào (*) ta có  '' ( 1) ' ty a y by f e     

Ví dụ 4.33. Giải phương trình 2 '' ' (1)x y xy y x    

Giải: 

Đặt  ' ' '' '' ' 2;t t t
x t xx tt tx e y y e y y y e       

Thay vào (1) ta có '' ty y e   (2) 

Phương trình thuần nhất tương ứng '' 0 (3)y y   

Phương trình đặc trưng ikk  012  

  NTQ của (3) là 1 2cos sinY C t C t   

Tìm nghiệm riêng của (2) dạng ty Ae  

' 3 ; '' 3t ty Ae y Ae    

Thay vào (2) ta được 1
4

A   Nghiệm riêng của (2) là 1
4

ty e  

Vậy NTQ của (2) là 1 2
1cos sin
4

ty C t C t e    

  NTQ của (1) là 1 2
1cos ln sin ln
4

y C x C x x    

4.5. Hệ phương trình vi phân 

Một số hệ phương trình vi phân cấp 1 có thể được giải bằng các phương pháp 

khử biến độc lập, nghĩa là đưa về PTVP có một ẩn hàm.  

Ví dụ 4.34. Giải hệ 2

      (1)

     (2)

dy z
dx
dz z
dx y

  

 


 

Giải: 
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Từ (1) ta có ' '' 'y z y z      

Thay vào (2) ta có    
2

2'
'' '' ' 0

y
y yy y

y
      (PTVP cấp 2 không chứa x) 

Đặt ' '' ( ) '' . ' .y yy u y y u y u u     

Ta được 
1

' 2
' 2

2

' 00
0 10 ' 0

dy
y y

y

y cyu
yuu u cyu u u u u c ey y



             

 

1 1
1 12

1 22
2 1 22 3

' ' 2
2

y c y cy c cy c x c zc yy yy dx c dx c x cc x cy

                    
 

Vậy nghiệm tổng quát của hệ là 
1 2

1

1 22

y c x c
cz

c x c

   

   

 

Ví dụ 4.35. Giải hệ 
cos       (1)

1      (2)

dy z x
dx
dz y
dx

  

  


 

Giải: 

Từ (2) ta có 1 ' ' ''y z y z      

Thay vào (1) ta có '' cos (3)z z x    (PTVP tuyến tính cấp 2 hệ số hằng không 

thuần nhất) 

Giải phương trình thuần nhất tương ứng 1 2'' 0 cos sinz z z c x c x       

Nghiệm riêng của (3) có dạng  cos sinz x A x B x  .  

Thay vào (3) ta được 
02 0 1 sin12 1 2

2

AA
z x x

B B

         

 

NTQ của (3) là 1 2
1cos sin sin
2

z c x c x x x    

1 2
3 11 ' 1 sin cos cos
2 2

y z c x c x x x        
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Vậy nghiệm tổng quát của hệ là 
1 2

1 2

3 11 sin cos cos
2 2

1cos sin sin
2

y c x c x x x

z c x c x x x

    

   


 

Chú ý: Đối với hệ phương trình vi phân tuyến tính cấp 1 thuần nhất hệ số hằng có 

dạng sau thì có thể sử dụng thêm các phương pháp đại số tuyến tính để giải. 
'
1 11 1 12 2
'
2 21 1 22 2

'
x a x a x

X AX
x a x a x

    
 

 

Cách giải: 

 Giải phương trình đặc trưng det( ) 0I A    

 NTQ của hệ có dạng sau 

Ví dụ 4.36. Giải hệ 
2     

3 4     

dy y z
dx
dz y z
dx

   

  


 

Giải: 

Hệ 
' 2  1 2
' 3 4 3 4

y y z
A

z y z
      

       
 

Nghiệm của phương 

trình đặc trưng 

Hệ nghiệm cơ bản  Hệ nghiệm tổng quát 

1 2,   là 2 nghiệm thực 

phân biệt 

   1 21 2;t te X e X    

 kX  : vector riêng ứng 

với trị riêng k  

   1 21 2
1 2( ) t tX t c e X c e X     

i     là cặp nghiệm 

phức liên hợp 

     Re ; ImX X   

 X  : vector riêng ứng 

với trị riêng i     

     1 2( ) Re mX t c X c I X  

 

  là nghiệm kép (A 

không chéo hóa được) 

1 1

2 2

( ) ta x b
X t e

a x b
 

   
 

1 1 2 2, , ,a b a b : các hằng số được xác định bằng cách thay 

nghiệm trực tiếp vào hệ  
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Ta có 2
2

1 2 1
3 2 0

3 4 2
I A

 
  

 
  

         
 

 Với 2

2 2
1: ( )

3 3
A I 

  
    

 
 Vector riêng  1

1
 
  

 

 Với 2

3 2
2 : ( )

3 2
A I 

  
    

 
 Vector riêng  

2
3

 
  

 

Suy ra nghiệm tổng quát 
2

2 1 2
1 2 2

1 2

1 2 2
( )

1 3 3

x x
x x

x x

c e c e
X x c e c e

c e c e
    

               
 

Vậy nghiệm tổng quát của hệ là 
2

1 2
2

1 2

2
3

x x

x x

y c e c e
z c e c e

  


  
 

Ví dụ 4.37.  Giải hệ ' 7 0    
' 2 5 0     

y y z
z y z
  

   
 

Giải: 

Hệ 
' 7  7 1
' 2 5 2 5

y y z
A

z y z
     

          
 

Ta có 2
2

7 1
12 37 0 6

2 5
I A i


   


 

         
  

 

Với 2

1 1 1 1
6 : ( )

2 1 0 0
i i

i A I
i

 
      

            
  

Suy ra vector riêng  
1

1 i
 
  

 

Từ đó ta có 2 nghiệm riêng của hệ là 

( 6 ) 6
1

( 6 ) 6
2

1 cos
( ) Re

1 cos sin

1 sin
( ) Im

1 cos sin

i x x

i x x

x
X x e e

i x x

x
X x e e

i x x

  

  

     
            


                

 

Nghiệm tổng quát  

1 26 6 6
1 2

2 1 2 1

cos sincos sin
( )

( )cos ( )sincos sin cos sin
x x x c x c xx x

X x c e c e e
c c x c c xx x x x

       
                

 

Vậy nghiệm tổng quát của hệ là  
 

6
1 2

6
2 1 2 1

cos sin
( )cos ( )sin

x

x

y e c x c x
z e c c x c c x
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Ví dụ 4.38.  Giải hệ ' 2     
' 4 6     

y y z
z y z

 
  

 

Giải: 

Ta có  
2 1
4 6

A
 

  
 

 

2
2

2 1
( 4) 0 4

4 6
I A


  




      
 

 

Với 2

2 1
4 : ( )

4 2
A I 

  
    

 
 Vector riêng  1

2
 
  

 và A không chéo hóa được. 

Nghiệm tổng quát của hệ có dạng  

1 1 1 1 14 4

2 2 2 2 2

4 4
( ) '( )

4 4
x xa b x a b b x

X x e X x e
a b x a b b x
     

          
 

Thay vào hệ ta có 

1 2 1 1 1

1 2 1 2

1 2 2 2 1 2

1 2 2 2

2 0
2 0

4 2 0 2
4 2 0 2

a a b a c
b b b c

a a b a c c
b b b c

    
            
     

 

Vậy nghiệm tổng quát của hệ là  
 

4
1 2

4
1 2 22 2

x

x

y e c c x
z e c c c x
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